KARL STUMPFF 


HIMMELSMECHANIK 


BANDI 


VEB DEUTSCHER VERLAG DER WISSENSCHAFTEN 


Al 


a LT 
NE Fe 
zer en” Au: oje ik 
x 
HS 


Mi 
’n 


us a 


Erste are he . ie 

ee eo en, 
ik ah: Ad . va. Bil 

Fer 


rt N, 


arm, 
- 


rer 

- ein zur ten 

ax St! g r gr  Erree Ku e 

Ei RR Eu DT en a A en 

I: Se Ge HIN PEN ayyoneen haha 9 na. gt age “ a ae : 
Z s . . _h.. Arsch intel ngahahı Fran ” A pas] 1) anal Marla ai) Eee non, Tule) Kae 
4 ae erlernen a ee z ET Ida rd AN ur) FT PIC .. Games, 

nn : Se et Din an ON ee Sie ee erde Kmtek E35 er iarnne nn x ne ee {pe De ern Ffryemmen Te 
he , nei a Ne, jeher Ei 4 Ijde Dr Y vu + BILRE N e.. De 
Dad re IL I . etc Melimeereleie '« ee ei] ) ir MT ee 
= er 3 a Pet ge ma ep a ee ale ie De 

De ? Bere w TE in Ri ya le a a zur ber Au en 
o pe re u —i. 
PR IE IH 2 en s ee 
& ae Be rege 
- a nik De | ALY or. um s 18 Bu # iu 
3 DIE Supra: Felsen. 4) HH LE [' Er 2 

Dr miahe is joy ai dr en 

e Fr nileweeteere In Pe nf [tere 

“on Jaime ern aiti eat N nahe piodr ipie „nie va) ia rie, ar bl ah ja 

I y Fl re en ae TER ELITE md “ 

vr. # 1 haihnr ei! Hr Hissiu 

a on j® ’ % 

N + - ” 

a7} 


5 
ee, 


en Han 

ee it 
Dean: 
hohen heile ‘ E77? 


Ayah 
Bu 


; 
I) br La 

eh ea 

a re een 


tank rshtedes hen 
| Iuh 


r 
pain non sh 
“ie 
-; 


) 5 ein 
e ENT De ne LT 
ee N? Ama pn Dei { an 
ei, TILLD Liz 
ee ee. 
rn 


Haan en! hehe 
A red lt 
or DT Eee 


ehe 
tr 
Wr Halte “N; 1 } 
MuLITE * : 
ve nn rag 
Pe aerrnihet gen in 
a Herman pc 1763; 1habyone 
dire BAnSEREILE „2 Sr 
“ A 
- 2 eu f nr: 
7 era än.g heit 
nd 0 n nn n 
er Ha Sutter: nf rer 
rr ; Ben 
u . I" “ 
Ar Be 
er er las 
#3 Eh N ref 
- a rer iR 
Sr Trash rer 
vu ee 
3 r ET behie Ft 
= UN Zee - ce her ri 
in, > en er ie 
. pt then dee - 
f ron a) INTPIEN 
22 Hrn HERR 
TEE Bin i 
an ee: 
u. 
ten 
sole, x 
“ 
” 


ei 
Pl Melt 
* Net 


ee 
ne 


2 rs 
23 Mtit 


terrterng 
ar hin 


em 
Keen 


'fere 
ve 


“.. 
ah men TE EHER EB 
NT 3} werner, 


ST, rl fieneksset LH 
Mr rind 
a nup® 


' 
N 
H Bart 
en 


> era 


(; 
he 


. Wal een) 
mr ai Y HER 

kg ee ME Sn in 
U 


3 
rei) 


. i 
ar" ze »+f} nF 
ER 4 (Ha ER 
A a re 
Per 
fire 


u Er N 


ut 
Da! 


ee 
re eT] ir 2 
Su Hbnr en: aertgan 
mal ALL 


nee 
Pre Peru 


er 
Wolrimmi 
Dr bean ng 
2) j rer 
+ ij al FPäiaes 
+ ; , 
7 [27 
! ; Rah 
AN EM Pilkegenn  yopn 
+ a  iN Eee un 
Mana mr 

i ru si IM 

. 
Fr Ä IL ah 

V Vebkare einen. 
ey .. 
‘ DR 2) RN 
. | ee! 

} 

“r Hund, 


J N 
Unemand® 


u u teten) 


rn 
arte HT EB 
ep hung, | 
TEN IND a \ 
in vo 


kg) 
PIE 


n % L} 
, art ‘ AN 
i va x 
* s 4 dt 1 
‘ } res Su ‘ 
“ N . 
NN | 
u. t . s N + Pu 
ei . ' . r nn. | a 
% \ een! | \ 
. 2} . [2 
r N 4 ‘ u‘ 
Pi h ‚ Ibn 
. ’ u ! [IE IT 
(y- . ' p* ' 
.; N v 4 
14 ‘ » N 
D hei a 
“ n 
l h N r 
. 
’ v'. 


Seite 86 
Seite 96 
Seite 202 
Seite 329 
Seite 343 


BERICHTIGUNGEN. 


8. Zeile von unten, lies: bestätigt worden statt: meßbar geworden 
3. Zeile von unten, lies: (III; ız) statt: (III; 10) 

5. Zeile von unten, lies: @ statt: 

Fußnote, lies: (1947) statt: (1949) 

6. Zeile von unten, ies:k=1Istatt:x« =1I 
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VORWORT 


Die mit NEwTons „Philosophiae naturalis principia mathematica“ (1687) be- 
ginnende klassische Epoche der modernen Astronomie ist etwa mit der letzten 
Jahrhundertwende zu Ende gegangen. Viele Versuche sind in jenem Zeitraum 
unternommen worden, die Ergebnisse der Himmelsmechanik zu einem Lehr- 
gebäude zusammenzufassen. Besonders die Franzosen haben es verstanden, in 
ihrer schönen und exakten Sprache die Lehren dieser schönen und exakten 
Wissenschaft meisterhaft zu vermitteln. Ich darf nur an das fünfbändige Werk 
von LAPLACE, den „Traite de mecanique celeste“ (1799-1825) erinnern, ferner 
an das gleichnamige vierbändige Werk von F. TIssERAND (1889-1896), das den 
Astronomengenerationen der letzten siebzig Jahre durch seine kristallene Klar- 
heit und formvollendete Darstellungsweise den Zugang zu diesem erhabenen 
Gegenstand eröffnet und erleichtert hat. Am Ende dieser klassischen Epoche 
stehen die beiden dreibändigen Werke „Methodes nouvelles de la mecanique 
celeste“ (1892-1899) und „Lecons de mecanique celeste“ (T905-IgIo) von 
H.Poıncar&, die nicht nur das Vorhandene noch einmal zusammenfaßten, 
sondern aus tiefen mathematischen Einsichten heraus neue Wege für die zu- 
künftige Forschung eröffneten. 

Das zwanzigste Jahrhundert hat diesen Meisterwerken nur wenig Ebenbür- 
tiges an die Seite zu stellen. In deutscher Sprache erschien 1902 die „Mecha- 
nik des Himmels“ des schwedischen Astronomen C.V.L.CHARLIER, ein aus- 
gezeichnetes Buch, das auch die damals neuesten Ergebnisse berücksichtigte, so 
die Arbeiten von G.W. HırL und G.H. Darwın über dieMondbewegung und über 
die Bahnen von Planetoiden in der Nähe der LacrAnGeschen Librationszen- 
tren sowie die PoıncAr&sche Theorie der periodischen Lösungen des Drei- 
körperproblems. Im Jahre 1912 veröffentlichte F.R.MovLTon das kleine Buch 
„An Introduction to Celestial Mechanics“, das als erste Einführung in diese 
Wissenschaft bleibenden Wert besitzt und das seit 1927 auch in deutscher 
Übersetzung vorliegt. In Frankreich trat (1923-1926) H.ANnDoYER mit seinem 
zweibändigen „Cours de mecanique celeste“ hervor, der das Gebiet besonders 
hinsichtlich der allgemeinen Störungstheorie bereicherte, aber die ungemein 
fruchtbaren PoıncArEschen Ideen unberücksichtigt ließ. In Deutschland er- 
schien IQ4I „Das Dreikörperproblem“ von H.HaArpEL, das für den Kenner der 
Probleme ein äußerst wertvolles Nachschlagewerk über viele in den älteren 
Werken noch nicht enthaltenen Methoden darstellt und insbesondere die wich- 
tigen Ergebnisse neuerer Forscher wie GYLDEN, SUNDMAN, BRENDEL u.a. 
bringt, aber als Lehrbuch für Studierende weit weniger geeignet ist, als es die 
obengenannten Werke der klassischen Fachliteratur gewesen sind. Von den 
Erscheinungen der letzten Jahre verdienen noch die „Celestial Mechanics” von 
W.M.SMART (1953) und die „Vorlesungen über Himmelsmechanik“ von 
C.L.SIEGEL (1956)genannt zu werden. Das letztere nur wenig umfangreiche Buch 
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betrachtet die Probleme der Himmelsmechanik (insbesondere das Dreikörper- 
problem) vom Standpunkt des reinen Mathematikers aus und beschäftigt sich 
daher vorwiegend mit Konvergenz- und Stabilitätsfragen und mit Betrach- 
tungen über die mathematische Behandlung von allgemeinen kanonischen 
Differentialgleichungssystemen, also mit Dingen, die für den Theoretiker außer- 
ordentlich bedeutsam, für den Anfänger aber zu schwierig und für den prak- 
tischen Astronomen weniger wichtig sind. Der letztere wird die Grundlagen für 
seine Tätigkeit nicht so sehr aus den Werken über die allgemeine Himmels- 
mechanik erarbeiten als aus der Spezialliteratur über die Bahnbestimmung der 
Himmelskörper und die Methoden der speziellen Störungsrechnung. Hier sei 
besonders auf zwei Bücher verwiesen: die „Bahnbestimmung der Himmels- 
körper“ von J.BAUSCHINGER (1906, letzte Auflage 1928) und die „Bahn- 
bestimmung der Planeten und Kometen“ von G.STRACKE (1929). 

Inzwischen ist die in Zeitschriften und Publikationen weit verstreute Lite- 
ratur ungeheuer stark angewachsen. Das Bedürfnis nach einer auf den modern- 
sten Stand gebrachten Darstellung der Himmelsmechanik in deutscher 
Sprache, die sich als Einführung in das Studium eignet und die auch dem 
Astronomen zur Vervollständigung seines Wissens dienen kann, ist unzweifel- 
haft heute größer als noch vor wenigen Jahren. Während die moderne Astro- 
physik, die der Forschung in den letzten fünfzig Jahren eine ungeheure Fülle 
neuer Aufgaben eröffnet hat, das Interesse der jungen Astronomengeneration 
beinahe ausschließlich in Anspruch genommen hat, sind die Probleme der 
Himmelsmechanik, die noch im vorigen Jahrhundert im Vordergrund gestan- 
den haben, stark beiseite gedrängt worden. Das wird sich aber bald wieder 
ändern: Das Zeitalter der künstlichen Erdsatelliten und der ersten Vorstöße in 
den Weltenraum wird mit zwingender Notwendigkeit das Augenmerk auf eine 
Wissenschaft lenken, von der noch vor kurzem mit Unrecht vermutet wurde, 
daß ihre Probleme, soweit unsere mathematischen Hilfsmittel es erlauben, ge- 
löst seien, und die man daher als abgeschlossenes und der Forschung wenig An- 
reiz bietendes Lehrfach ansah. 

Der Plan, ein Lehrbuch der Himmelsmechanik zu schreiben, entstand bei mir 
schon 1944, mußte aber damals, nachdem einige Kapitel des ersten Bandes zu 
Papier gebracht worden waren, infolge der Ungunst der Zeitverhältnisse unter- 
brochen und auf längere Zeit verschoben werden. Ich bin auch heute noch, 
nachdem der „Deutsche Verlag der Wissenschaften“, der erst kürzlich mein 
Lehrbuch „Geographische Ortsbestimmungen“ herausgebracht hat, mich zur 
Vollendung dieses alten Vorhabens ermutigt hatte, sehr im Zweifel gewesen, 
ob ich es wagen sollte, eine so große und verantwortungsvolle Aufgabe auf mich 
zu nehmen, deren Erledigung jahrelange Arbeit erfordern wird, und die mir 
dadurch erschwert erscheint, daß in der Vergangenheit so große Vorbilder auf- 
gerichtet sind, die auch nur annähernd zu erreichen ich nicht hoffen darf. Wenn 
ich mich trotzdem entschlossen habe, diesen Versuch zu unternehmen, so vor 
allem, weil ich von seiner Notwendigkeit überzeugt bin und weil ich vielleicht, 
wenn auch sicher nicht die Meisterschaft jener Vorbilder, so doch die beschei- 
dene Fähigkeit mitbringe, die dem Anfänger schwer verständlichen Dinge klar 
und leicht faßlich darzustellen. Was den Stoff anbetrifft, so kann ich wenig- 
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stens auf einigen Gebieten, wie in der Theorie der Zweikörperbewegung und der 
Methodik der Bahnbestimmung der Himmelskörper, auf eigene Ideen ver- 
weisen. So darf ich hoffen, daß zumindest der Band I, der jetzt vollendet vor- 
liegt und der sich hauptsächlich mit diesen Dingen beschäftigen soll, in einigen 
seiner Abschnitte sein eigenes Gesicht tragen wird. 

Im ganzen sind drei Bände geplant. Der erste umfaßt, wie gesagt, die Ana- 
lyse des Zweikörperproblems und die Bahnbestimmung der Planeten und Ko- 
meten. Der Band II wird sich mit dem Dreikörperproblem und den Methoden 
der numerischen Integration und der Berechnung spezieller Störungen be- 
fassen, Band III mit den allgemeinen Störungen und allen damit zusammen- 
hängenden Fragen (Stabilität des Planetensystems, Bewegung der Satelliten, 
einschließlich der künstlichen Erdsatelliten, kosmogonische Probleme). Ob es 
nötig (und möglich) sein wird, noch einen weiteren Band über Rotationsprobleme 
hinzuzufügen, wird die Zukunft lehren. 

Ich lasse den Band I mit einem Kapitel über das ptolemäische Weltsystem 
beginnen. Die Kenntnis der antiken Vorstellungen von der Mechanik und Kine- 
matik des Planetensystems ist heute weitgehend verlorengegangen, und wenn 
ich von einem kurzgefaßten Anhang in FrIscHAUFs „Grundriß der Theore- 
tischen Astronomie“ und einem Abschnitt in VALENTINERs „Handwörterbuch 
der Astronomie“ absehe, so ist mir kein modernes Lehrbuch bekannt, in dem 
die Bemühungen der Alten um die Erforschung des Weltmechanismus die ihnen 
gebührende Würdigung erfahren haben. Das mag daran liegen, daß die griechi- 
schen und lateinischen Texte des „Almagest“ (von dem arabischen ganz zu 
schweigen) der neuen Generation kaum noch zugänglich sind. Seitdem aber 
K.Manıtivs (I9I2) uns die schöne und sorgfältige (leider längst vergriffene) 
Übersetzung dieses antiken Werkes ins Deutsche geschenkt hat, läßt sich die 
völlige Vernachlässigung des geschichtlich Gewordenen im Studium der Astro- 
nomie kaum noch entschuldigen. In meiner Darstellung habe ich nur das be- 
rücksichtigt, was auch für die moderne Himmelsmechanik interessant und 
wesentlich ist. Ich weiß wohl, daß die Ansicht weit verbreitet ist, die Beschäf- 
tigung mit diesen Dingen sei überflüssig und eine unnötige Belastung für Geist 
und Gedächtnis. Ich hoffe trotzdem, daß dieser Versuch bei den Jüngern. der 
astronomischen Wissenschaft Anklang finden und ihnen den Anreiz geben wird, 
sich ein wenig in dieses anziehende Thema zu versenken, das so viele Jahr- 
hunderte lang das Thema der astronomischen Vorlesungen an allen Universi- 
täten des Abend- und Morgenlandes gewesen ist. Die Übertragung der schwer- 
fälligen geometrischen Ausdrucksweise des PTOLEMÄUS in die elegantere Form 
der modernen mathematischen Symbolik verhilft dazu, auf die Denkart 
und den Scharfsinn des großen Ägypters überraschende Lichter zu werfen, 
und die Erkenntnis, daß viele moderne Gedankengänge und Methoden in 
ihrem Ursprung schon auf ihn und seine Zeit zurückgehen, sollte in dem 
Schatz der allgemeinen Bildung auch des modernen Wissenschaftlers nicht 
fehlen. 

In den nachfolgenden Kapiteln wird die Theorie der Zweikörperbewegung mit 
der ihr gebührenden Gründlichkeit behandelt. In der Tat ist ja die Bewegung 
in Kegelschnittsbahnen nach den KEpLERschen Gesetzen als erste Näherung 
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für die Bewegungen der Planeten, Kometen und Satelliten unseres Sonnen- 
systems der Ausgangspunkt für die meisten himmelsmechanischen Unter- 
suchungen, und es wäre durchaus falsch, in Unterschätzung dieses Umstandes 
sich damit zufrieden zu geben, dieses Problem (was an sich möglich wäre) mit 
wenigen Federstrichen zu lösen, um dann sogleich auf das wesentlich schwie- 
rigere Dreikörperproblem überzugehen oder gar mit diesem zu beginnen und 
jenes dann als besonders einfachen Spezialfall nur am Rande zu behandeln. 
Vielmehr zeigt sich, daß das Zweikörperproblem trotz seiner relativen Einfach- 
heit erstaunlich vielseitig ist und daß fast jeder der zahlreichen Gesichtspunkte, 
von denen aus man es betrachten und analysieren kann, Wege erkennen läßt, 
die in die noch recht unerschlossenen Tiefen des Dreikörperproblems und in die 
schwierigen Entwicklungen der Störungstheorie hineinführen. 

Um dem Studierenden das Hineinlesen in den Gegenstand zu erleichtern, 
habe ich es bewußt vermieden, die allgemeinen mechanischen Prinzipe, wie sie 
von LAGRANGE, d’ ALEMBERT, HAMILTON, JACOBI usw. entwickelt worden 
sind und die häufig (so bei TISSERAND, POINCARE, HArPpEL) an den Beginn 
der himmelsmechanischen Deduktionen gestellt worden sind, auch hier an 
den Anfang zu setzen. Die Erfahrung lehrt, daß der Anfänger dadurch leicht 
entmutigt wird. Vom Standpunkt des Lehrers aus scheint es mir ratsam, das 
Verständnis des Schülers nicht von vornherein mit diesen schönen, aber tief 
liegenden und sehr abstrakten Gedankengängen zu belasten, sondern ihn all- 
mählich über konkrete und der Anschauung zugängliche Zwischenstufen auf sie 
vorzubereiten. So soll auch die HAMILTON- JAcoBIsche Theorie erst im BandII 
Platz finden, damit der Leser, der den ersten aufmerksam studiert hat, ihre 
Gültigkeit sogleich an den noch einfachen und durchsichtigen Zusammenhängen 
in der Zweikörperbewegung zu verifizieren imstande ist. 

Die Kapitel VIII und IX behandeln Probleme und Methoden der Bahn- 
bestimmung von Planeten und Kometen. Über diesen Gegenstand ist in den 
letzten Jahrzehnten viel geschrieben worden, und es müßte einem besonderen 
Werk über Bahnbestimmung vorbehalten werden, die Vielzahl der vorgeschla- 
genen Methoden darzustellen und kritisch miteinander zu vergleichen. Das ist 
z.T. schon in dem obenerwähnten Lehrbuch von G. STRACKE geschehen, in dem 
natürlich die seit IgZo hinzugekommene Literatur noch nicht berücksichtigt 
werden konnte. Teilweise ist dies in der Abhandlung von P.HErGET: „The 
Computation of Orbits (T948)“ nachgeholt worden. Ich selbst habe versucht, 
aus der Vielzahl der dargebotenen Methoden diejenigen herauszuheben, deren 
Gedankenführung besonders charakteristische Merkmale zeigt. Dagegen habe 
ich es vermieden, allzusehr ins Einzelne gehende praktische Anweisungen, 
Rechenschemata und Rechenbeispiele zu geben. Diese Dinge gehören in ein 
Rezeptbuch für den Rechner, wie es (im besten Sinne) das Buch von STRACKE 
darstellt, aber nicht in ein allgemeines Lehrbuch der Himmelsmechanik, in dem 
es mehr auf die Herausarbeitung der Ideen als auf Anleitungen für deren prak- 
tische Anwendung ankommt. | 

Das letzte Kapitel behandelt schließlich einige Probleme, die über die Zwei- 
körperbewegung nach dem Newronschen Gesetz hinausgehen: die Zentral- 
bewegungen auf Grund verschiedener Beschleunigungsgesetze — als besonders 
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wichtiger Spezialfall erscheint hier die Bewegung sonnennaher Planeten nach 
der allgemeinen Relativitätstheorie. 

Ursprünglich bestand die Absicht, noch ein Kapitel über die Methoden der 
Berechnung spezieller Störungen hinzuzufügen. Ich habe mich aber während 
der Arbeit an diesem Band I entschlossen, die Behandlung dieses Gegenstandes 
auf den Band II zu verschieben, da die Methoden der numerischen Integration 
ja nicht nur im Zusammenhang mit der Bahnbestimmung und Ephemeriden- 
rechnung, sondern in weit größerem Umfang bei der numerischen Lösung all- 
gemeinerer himmelsmechanischer Aufgaben angewandt werden. Ich erinnere 
nur an die Kopenhagener Arbeiten über die periodischen Bahnen im ein- 
geschränkten Dreikörperproblem. So habe ich mich damit begnügt, in den 
Kapiteln über Bahnbestimmung einiges über die Berücksichtigung von Stö- 
rungseinflüssen bei der Bahnberechnung der Planetoiden zu sagen. 

Im Anhang habe ich eine Reihe von Tabellen und Tafeln zusammengestellt, 
die für die Ephemeridenrechnung und Bahnbestimmung nützlich sind. Teil A 
des Anhangs bringt eine Anzahl kleinerer Tabellen, während Teil B eine um- 
fangreichere sechsstellige Tafel der von mir eingeführten c-Funktionen ent- 
hält, wie sie -— abgesehen von einer weitmaschigen Tabelle in den Astrono- 
mischen Nachrichten (Band 275, Io8) -.noch nirgends existiert. Bei der Be- 
rechnung dieser Tafelstand mir, dank dem Entgegenkommen von Prof. L. BIER- 
MANN, die elektronische Rechenanlage G I des Max-PLANCK-INSTITUTS FÜR 
Puysık in Göttingen zur Verfügung. Für die Ausführung dieser Rechnung danke 
ich Dipl.-Phys. PETER STUMPFF, der mir auch wertvolle Hilfe bei der Korrek- 
tur dieses Bandes geleistet hat. 

Möge dieses Buch, für dessen Gestaltung dem Verlag mein besonderer Dank 
gebührt, dazu dienen, dem Studierenden der Himmelskunde die Probleme der 
Himmelsmechanik wieder näher zu bringen, die zweifellos in der zukünftigen 
Entwicklung der astronomischen Wissenschaft sehr bald den Platz zurück- 
gewinnen werden, der ihnen von alters her und von Rechts wegen zukommt. 


Göttingen, im April 1058 KARL STUMPFF 
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KAPITEL]I 


DIE HIMMELSMECHANIK DER ANTIKE 


I. Das geozentrische und das heliozentrische Prinzib 


Die Anschauungen der Alten über den Aufbau des Weltalls und die Bewegungen 
der Himmelskörper waren sehr verschiedenartig und haben sich im Laufe der 
Zeit oft gewandelt. Vorherrschend ist aber in ihnen die Vorstellung von der im 
Weltmittelpunkt ruhenden Erde (geozentrisches Weltbild) und von der gleich- 
förmigen Kreisbewegung der Himmelskörper. Die Kugelgestalt der Erde wurde 
schon sehr frühzeitig erkannt ; der Erdumfang wurde bereits von ERATOSTHENES 
(276-195 v.Chr.) durch ein Verfahren, das im Prinzip der modernen Grad- 
messung völlig entspricht, größenordnungsmäßig richtig bestimmt. Auch die 
Rotation der Erde wurde im Altertum mehrfach behauptet und zur Erklärung. 
des täglichen Umschwungs der Fixsternsphäre benutzt. Ein Ansatz dazu findet 
sich schon in der merkwürdigen Theorie der Pythagoräer (PnuıLoLAus): Die 
Erde und eine Gegenerde bewegen sich mit 24-stündiger Umlaufszeit gemein- 
sam um ein (von den bewohnten Erdgegenden aus nicht sichtbares) Zentral- 
feuer. Auch ARISTARCH von SAMoS (3. Jh. v.Chr.) lehrte die Erdrotation und 
erstmalig auch die Bewegung der Erde um die Sonne, doch konnten beide An- 
schauungen sich nicht durchsetzen, sondern blieben lediglich als Kuriositäten 
im Gedächtnis der Zeiten haften. 

Die endgültige Gestalt des geozentrischen Weltbildes der Antike hat uns (um 
150 n.Chr.) der alexandrinische Gelehrte CrAupIıus PTOLEMÄUS überliefert. 
Sein 13 Bücher umfassendes Werk ist uns unter dem Titel ueydAn ovvra&ıs oder 
besser noch unter dem der späteren arabischen Übersetzung „Almagest“!) er- 
halten geblieben und vermittelt uns eine Gesamtdarstellung des astronomischen 
Wissens der damaligen Zeit sowie den Versuch einer geometrisch-mechanischen 
Theorie der Bewegungen aller bekannten Himmelskörper mit Ausschluß der 
Kometen, die von den Alten meist als „sublunare“ Erscheinungen, d.h. als 
irdischen Ursprungs, gedeutet wurden. Die im Almagest vorgetragene Theorie 
der Bewegung von Sonne, Mond und Planeten ist in ihrer Endform das eigene 
Gedankengut des ProLEmÄus, doch stammen ihre Grundlagen aus älteren 
Quellen. Die astronomischen Beobachtungsdaten, auf die sich diese Theorie 
stützt, hat sich PTOLEMÄUS z.T. selbst verschafft, z.T. sind sie ihm aus älterer 
Zeit überliefert worden. Vor allem bedient er sich der Aufzeichnungen des 
HiPpARcH voN NIcäA (I90-125 v.Chr.), der ein ausgezeichneter Beobachter 
war. Auch im Aufbau der Theorien selbst folgt PTOLEMÄUS, wo es nur angeht, 
den Spuren des HıPPpARcH, den er mit Recht als den größten unter den älteren 
Astronomen ansieht und dessen Ergebnisse er daher nur selten, und auch dann 


!) Das Beiwort ueyaAn (die große) im Titel des Werkes wurde später durch den 
Superlativ ueylorn (die größte) ersetzt. Durch Verschmelzung mit dem arabischen 
Artikel al entstand so das Wort Almagest. 
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nur widerstrebend, abändert. Von HıppAarcH übernimmt er die Kenntnis der 
Präzession der Tag- und Nachtgleichen, ferner die Verwendung des exzen- 
trischen Kreises zur Erklärung der ungleichförmigen Geschwindigkeit der 
Sonnenbewegung längs der Ekliptik. Die Idee der Epizykelbewegung, des be- 
kanntesten Bestandteiles der ptolemäischen Theorien, ist ebenfalls schon von 
HıIPPparcH verwendet worden, läßt sich aber bis auf den Mathematiker ApoL - 
LONIUS VON PERGE zurückführen, der etwas vor HIPPARCH, um 200 v.Chr., 
gelebt hat. Alleiniges Verdienst des PTOLEMmäÄvS bleibt es, diese verschiedenen 
Elemente zu einem Ganzen verwebt zu haben, das den vorliegenden Erfah- 
rungstatsachen innerhalb der damals noch sehr geräumigen Grenzen der 
Beobachtungsgenauigkeit gerecht wurde. 

Das Studium des Almagest, der bis zu den Zeiten von KOPERNIKUS und 
KEPLER, also rund anderthalb erlag, als Standardwerk der gesamten Astro- 
nomie galt und dem in diesem langen Zeitraum nur wenig Ergänzendes hin- 
zugefügt werden konnte, sollte auch heute nicht ganz vernachlässigt werden. 
Wenn wir auch jetzt in der Lage sind, das Problem der Himmelsmechanik von 
einem höheren Standpunkt aus zu überblicken, so wollen wir doch nicht ver- 
gessen, daß der überwundene geozentrische Standpunkt eigentlich der natür- 
lichere ist, weil von ihm aus alle theoretischen Erörterungen unmittelbar an die 
durch die sinnliche Wahrnehmung gegebenen Erfahrungstatsachen angeschlos- 
sen werden. Die Elemente der Erfahrung - das sind hier insbesondere die 
periodischen „Ungleichheiten“ oder „Anomalien“ in der scheinbaren Bewegung 
der Sonne, des Mondes und der Planeten - lassen sich im Prinzip ebensogut durch 
eine geozentrische wie durch eine heliozentrische Theorie darstellen ; nur erlaubt 
die letztere —- und das ist natürlich entscheidend - alle Erscheinungen physika- 
lisch zu deuten und unter ein einziges Gesetz von großer Einfachheit, das 
NEwTonsche Gravitationsgesetz, einzuordnen, während der antiken Astro- 
nomie jede Möglichkeit fehlte, die Vielheit der Erscheinungen deduktiv aus 
einem universellen Grundprinzip abzuleiten. Die Bewegungstheorien der Sonne, 
des Mondes und jedes der fünf im Altertum bekannten Planeten standen einzeln 
zur Diskussion und erforderten zur Erklärung der beobachteten Erscheinungen 
besondere Mechanismen. Je größer die Anzahl der Einzelelemente wurde, d.h. 
also hier der periodischen Schwankungen im Lauf der Wandelsterne, desto ver- 
wickelter und unübersichtlicher gestaltete sich der Aufbau des Weltsystems: 
Das Gemeinsame an beiden Auffassungen, der antiken und der modernen, ist 
die Feststellung der Existenz dieser Anomalien selbst. Die antike Himmels- 
mechanik beschritt den mühsamen und zu keinem klar erkennbaren Ziel führen- 
den Weg der Synthese der beobachteten Himmelsbewegungen aus diesen Ele- 
menten. Die moderne Astronomie hingegen leitet diese selben Anomalien analy- 
tisch als periodische Glieder von Reihenentwicklungen ab, die sich ihrerseits 
als Folgerungen aus einem mathematisch formulierbaren Grundgesetz ergeben. 
Was dort, dem auf das Sinnfällige gerichteten Geist der Antike entsprechend, 
als ein System von einander überlagernden Kreisbewegungen (etwa als eine 
aus Hebeln und Rädern zusammengesetzte Maschinerie) erscheint, dessen Struk- 
tur keinen einheitlichen Bauplan verrät, wird in der modernen Himmels- 
mechanik zu einer formal-mathematischen, aber dafür auch eindeutigen und 
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zwangsläufigen Folgerung aus einem einfachen und allgemeingültigen Kraft- 
gesetz. 

Aus dieser Gegenüberstellung ergibt sich unschwer einer der Gründe dafür, 
daß die antike Weltmaschinerie nur ein unvollständiges Abbild der Wirklichkeit 
bleiben mußte. Die Anzahl der Glieder einer Reihenentwicklung läßt sich 
theoretisch bis ins Unendliche steigern, ohne daß neue Gesichtspunkte ins Feld 
geführt werden müßten, d.h. praktisch bis an die Grenze, die durch die Ge- 
nauigkeit der durch die Theorie rechnerisch darzustellenden Beobachtungs- 
größen vorgeschrieben ist. Die antiken Konstruktionen werden sich dagegen 
mit endlich vielen, d.h. praktisch mit möglichst wenigen Elementarmechanis- 
men (Anomalien) begnügen müssen, da jedes neue Zusatzglied, das keinen sicht- 
baren logischen Zusammenhang mit den schon vorhandenen besitzt, die Theorie 
komplizierter macht. So finden wir denn auch bei PTOLEMÄUS, daß er sich beim 
Aufbau seiner Planetentheorien mit ganz wenigen Anomalien, meist mit einer 
oder zwei, zufrieden gibt. Der andere Grund für das Steckenbleiben in diesen 
verhältnismäßig primitiven Annäherungen ist das sture Festhalten an dem 
Prinzip der gleichförmigen Kreisbewegung der Himmelskörper. Die spätere 
Geschichte hat tatsächlich gezeigt, daß der eigentliche Anstoß zu der Weiter- 
entwicklung der Himmelsmechanik nach langer Stagnation nicht so sehr durch 
KoPErNIKUS erfolgte, als er das schon von ARISTARCH vertretene heliozen- 
trische Prinzip aufs neue in die Diskussion warf, sondern durch KEPLER, der 
an die Stelle der gleichförmigen Bewegung in Kreisen die ungleichmäßig schnelle 
Bewegung in elliptischen Bahnen einführte. | 

Die Abschnitte dieses Kapitels werden üns zeigen, wie nahe der Wahrheit der 
scharfsinnige Denker PTOLEMÄuS in manchen Einzelheiten seines Systems 
gekommen ist. An anderen Stellen wird eine Kritik seiner Gedankengänge 
zeigen, daß vermeidbare Fehler ihn ebenso wie die obengenannten Vorurteile 
daran gehindert haben, den letzten Schritt in das schon so nahe Ziel zu tun. 
Besonders interessant und aufschlußreich wird aber das Studium der Methoden 
sein, die PTOLEMÄuS bei der Ableitung der Elemente seiner Himmelskörper- 
bahnen aus den Beobachtungen benutzte. In ihnen wird die Urform der mo- 
dernen Bahnbestimmungsmethoden sichtbar werden, deren Darstellung einen 
angemessenen Raum in den nachfolgenden Kapiteln dieses Buches einnehmen 
wird. 


2. Die Bewegung der Fixsternsbhäre und der Sonne 


Die scheinbare, d.h. vom irdischen Beobachtungsstandpunkt aus gesehene, Be- 
wegung der Gestirne setzt sich aus zwei wesentlich verschiedenen Komponenten 
zusammen: dem in einem Sterntage (= rund 23# 56% mittlere Sonnenzeit) er- 
folgenden Umschwung der gesamten Himmelskugel (Sphäre) in ost-westlicher 
Richtung um die durch die Pole des Himmelsäquators gehende Weltachse, an 
dem Fixsterne, Sonne, Mond und Planeten gemeinsam teilnehmen, und der 
weit langsamer vor sich gehenden eigenen Bewegung der Wandelsterne in der 
Zone des „Tierkreises“, deren vorwiegende Richtung die west-östliche ist. Die 
Alten wußten diese beiden Komponenten sehr wohl zu trennen, so daß wir hier 
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von der ersteren, der durch die Rotation der Erde verursachten scheinbaren 
gleichförmigen Drehung der Sphäre, im allgemeinen absehen dürfen. 

Die übrigbleibenden Eigenbewegungen betrefien die Sonne, den Mond und 
die Planeten — von den letzteren waren den Alten fünf bekannt ; Merkur, Venus, 
Mars, Jupiter und Saturn. Daß unter diesen sieben beweglichen Gestirnen die 
Sonne einen besonders erhöhten Rang einnimmt, wird auch von PTOLEMÄUS 
anerkannt. Zwar ist er noch weit davon entfernt, ihr den Platz in der Mitte des 
Weltalls zuzubilligen, er weiß aber bereits, daß ihre Größe die der Erde über- 
trifft!), und er erkennt, daß die Bahnbewegungen der übrigen sechs Gestirne 
mit der Bahn der Sonne deutlich gekoppelt sind, während sie untereinander 
(abgesehen von gewissen übereinstimmenden Merkmalen in der Art der Be- 
wegungen) keinerlei Bindungen aufzuweisen scheinen. Darüber hinaus ist die 
Sonnenbahn im Gegensatz zu denen des Mondes und der Planeten außerordent- 
lich einfach: Sie erfolgt auf einem größten Kugelkreis der Sphäre, der seine 
Lage unter den Fixsternen nicht ändert. Dieser größte Kreis der Himmelskugel, 
die Ekliptik, bildet die Mittellinie der Tierkreiszone, eines etwa 20° breiten 
Gürtels, innerhalb dessen die Bewegungen aller übrigen Wandelsterne sich ab- 
spielen. Die Ebene der Ekliptik, die durch den Erdmittelpunkt geht und in der 
sich die Bahnbewegung der Sonne vollzieht, bietet sich somit von selbst als 
Hauptkoordinatenebene dar, nicht nur für die Bewegung der Sonne, sondern 
auch für die der Planeten und des Mondes, deren Bahnen gegen die Ekliptik 
nur wenig geneigt sind und die sich daher fast verzerrungsfrei auf die Ekliptik- 
ebene projizieren lassen. 

ProLemÄus benutzt schon, wie wir, die Koordinatendarstellung der sphä- 
rischen Gestirnsörter in diesem Ekliptiksystem nach Länge und Breite, doch 
sieht er sich noch vor: die Alternative gestellt, ob er den Anfangspunkt der 
Längenzählung auf der Ekliptik durch die Fixsterne festlegen soll oder durch 
die dem jahreszeitlichen Lauf der Sonne entstammenden Punkte der Sonnen- 
wenden (Solstitten) und Tag- und Nachtgleichen (Äquinoktien). Infolge der 
schon von HıppArcH entdeckten Präzession verändern nämlich die Äquinok- 
tien und Solstitien und damit die durch sie bestimmten zwölf „Zeichen“ des 
Tierkreises ihre Lage gegen das System der Fixsterne langsam, aber beständig. 
PTOLEmÄvS entscheidet .sich dafür, die Äquinoktien als feste und unveränder- 
liche Richtungen anzusehen, auf die sich alle Vorgänge am Himmel zu be- 
ziehen haben. Die geozentrischen Polarkoordinaten der Gestirne an der Sphäre 
sind demnach Länge und Breite, wobei die Breite den Winkelabstand von der 
Ekliptik bedeutet, während die Länge in der Ekliptik selbst, und zwar im Sinne 
der Sonnenbewegung, vom Frühlingspunkt aus zu zählen ist. 

Nach dieser Festsetzung ergibt sich, daß die Fixsterne infolge der Präzession 
eine langsame Ortsveränderung zeigen: Während ihre Breiten konstant bleiben, 
nehmen die Längen im Laufe der Zeit gleichmäßig zu. Der Name „Präzession“ 
ist durch diese Definition als Vorwärtsbewegung der Fixsterne historisch ge- 
rechtfertigt — nach unserer heutigen Auffassung, die das System der Fixsterne 


1!) Er unterschätzt die Größe der Sonne, der er fünffache Erdgröße zubilligt, 
allerdings noch bedeutend. 
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(von deren individuellen Eigenbewegungen abgesehen) als räumlich fest an- 
sieht, besteht die Präzession ja in einem Rückwärtsschreiten der Äquinoktien. 
HıPppArcH war noch der Meinung, daß von dieser Bewegung in Länge nur die 
Fixsterne der Tierkreiszone betroffen seien. PTOLEMÄUS weist dagegen nach, 
daß die Konstellationen der Fixsterne an der gesamten Sphäre sich seit den 
ältesten Zeiten nicht geändert hätten, was nur möglich ist, wenn die Fixstern- 
sphäre als Ganzes die Präzessionsbewegung als eine Drehung ihrer Rotations- 
achse um die Pole der Ekliptik mitmacht. Zur Ableitung der Präzessionskonstan- 
ten benutzt er die Beobachtungen des HıppArcH und die Sternbedeckungen 
durch den Mond, die um 390 v.Chr. von TIMOCHAR1S in Alexandrien beobachtet 
wurden. Sein Ergebnis ist, daß die Längen der Fixsterne um rund I ° in 100 Jah- 
ren zunehmen. Die Präzessionskonstante beträgt daher nach PrOLEMÄUS 36” 
im Jahr, während der moderne Wert (rund 50”) nicht unbeträchtlich größer ist. 
Diese Diskrepanz ist z.T. auf die Ungenauigkeit der benutzten Unterlagen zu- 
rückzuführen, z.T. aber auch auf mangelnde Sorgfalt bei der Reduktion und 
auf das unseren heutigen Begriffen von wissenschaftlicher Sauberkeit wider- 
sprechende Bestreben des PTOLEMÄUS, seine Ergebnisse untereinander und mit 
den von HırrarcH überlieferten durch willkürliche Abrundungen in Über- 
einstimmung zu bringen. | 

Die Bewegung der Sonne längs der Ekliptik erfolgt von Frühlingspunkt zu 
Frühlingspunkt in einem tropischen Jahre und mit ungleichförmiger Geschwin- 
digkeit. Um diese Ungleichförmigkeit mit dem antiken Grundsatz von den 
gleichförmigen Kreisbewegungen der Himmelskörper in Einklang zu bringen, 
stellte schon HıppAarcH die räumliche Sonnenbahn als einen exzentrischen 
Kreis dar. Dieser wird von der Sonne mit gleichförmiger Geschwindigkeit 
durchlaufen; von der außerhalb seines Mittelpunktes stehenden Erde aus er- 
scheint diese Bewegung im Apogäum (Erdierne) langsamer, im Perigäum (Erd- 
nähe) schneller als im Mittel. PTOLEMÄus übernimmt diese Theorie ohne Ände- 
rung. 

Zur vollständigen Beschreibung der Sonnenbewegung auf der Ekliptik sind 
vier Angaben erforderlich: Die Dauer des tropischen Jahres, .die Länge des 
Apogäums, die Exzentrizität der Bahn und die mittlere Länge der Sonne zu 
einem vorgeschriebenen Zeitpunkt, der „Epoche“. 

Die Länge des tropischen Jahres leitet PTOLEMÄUS aus den Zeitpunkten der 
Äquinoktien ab, wie sie einerseits von HıprArcH, andererseits — 285 Jahre 
später — von ihm selbst bestimmt worden waren. Die Beobachtungsmethode 
war ziemlich ungenau: Ein Metallring von quadratischem Querschnitt wurde 
soan.der Südwand eines Hauses befestigt, daß seine Ebene mit der des Himmels- 
äquators übereinstimmte. Zur Zeit derÄquinoktien,d.h., wenn die Sonne genau 
im Himmelsäquatorstand, fiel der Schatten der vorderen Ringhälftegenau aufdie 
hintere Innenfläche. ProLemÄus gelangt zu dem Ergebnis, daß das tropische 
Jahr etwas kürzer als das julianische von 365?/, Tagen sei, und zwar um soviel, 
daß sich die Differenz in 300 Jahren zu einem vollen Tag aufsummiert. Das er- 
gibt 365924667, während der moderne Wert mit 365924220 merklich kleiner ist. 
Auch aus den älteren Beobachtungen der Solstitien durch die Schule des 
METON und des EUKLEMON (432 v.Chr.) leitet er den gleichen fehlerhaften 
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Wert ab, was wahrscheinlich wieder seiner schon erwähnten Manier zuzuschrei- 
ben ist, die Beobachtungsdaten so auszuwählen oder gar abzuändern, daß die 

innere Übereinstimmung nicht leidet. 
Aus der Jahresperiode T folgt unmittelbar die miitlere tägliche Bewegung der 
Sonne in Länge: | 
360° [0° 59 873304 (moderner Wert) 


Bu 1 59 8.2870 (ProLEmÄvs) 


Um diesen Betrag wächst täglich und gleichförmig der Winkel , unter dem 
(Abb. ı) der Abstand AS (Apogäum-Sonne) vom Mittelpunkt M des Exzen- 
ters ASII aus erscheint. Man be- 
zeichnet palsdiemittlere Anomalie 
der Sonne, während der ungleich- 
förmig wachsende Winkel, unter 
dem sich die Apogäumsdistanz 
der Sonne von der Erde E aus 
darbietet, ihre wahre Anomalie ge- 
nannt wird. Die Differenz beider 
Anomalien ist der Winkel ©, unter 
dem die lineare Exzentrizität ME 
der Bahn von der Sonne aus er- 
scheint. PTOLEMÄUS gebraucht sie 
im Sinn &=vy-—o, d.h. als 
Korrektion, die dermittleren Ano- 
malie hinzuzufügen ist, um die 
wahre zu erhalten; wir werden 
sie dagegen im umgekehrten Sinne 
verwenden undo = y + £ schrei- 
Abb. 1. ben. Der Winkel £ ist dann posi- 
Bewegung der Sonne nach Hıpparcn. tiv, wenn sich die Sonne auf dem 
Wege vom Apogäum A zum Peri- 
gäum /J befindet, negativ auf der anderen Bahnhälfte. PTOLEMÄvS bezeichnet 
diese Größe, die bald als additive, bald als subtraktive Korrektion auftritt, als 
Prosihaphäresis (Zusammensetzung aus nedodesıs = Addition und dpaigeo:s 
— Subtraktion). Man beweist leicht, daß die Prosthaphäresis ihren Maximal- 
betrag erreicht, wenn die wahre Anomalie go° bzw. 270° beträgt. Im Dreieck 
MES ist nämlich 


ME. Re 
(I; ı) sin = 7a siny=esiny, 


I 


wobei das Verhältnis e der linearen Exzentrizität M E zum Exzenterradius MS 
eine Bahnkonstante, die numerische Exzentrizität, bedeutet. 

Die Länge des Apogäums ist der geozentrisch gemessene Winkel » zwischen 
den Richtungen nach dem Frühlingspunkt “Y und dem Apogäum. PTOLEMÄUS 
hält sie für konstant, obwohl eine genaue Analyse des ihm zur Verfügung 
stehenden Beobachtungsmaterials das langsame Fortschreiten des Apogäums 
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im Sinne der Sonnenbewegung hätte zutagefördern müssen. Diese Bewegung 
der Apsidenlinie, d.h. der Verbindungslinie Perigäum-Erde-Apogäum, wurde 
erst um 900 n.Chr. von dem arabischen Astronomen ALBATEGNIUS entdeckt. 
Die Summe der Winkel w und y, d.h. der geozentrisch gesehene Abstand der 
Sonne vom Frühlingspunkt, heißt ihre wahre Länge, die Summe & + o ihre 
mittlere Länge, und es gilt die Beziehung 


mittlere Länge = wahre Länge + Prosthaphäresis. 


Wahre und mittlere Länge, ebenso natürlich auch wahre und mittlere Ano- 
malie, stimmen miteinander überein, wenn die Prosthaphäresis verschwindet, 
d.h. im Apogäum und Perigäum. Zur Berechnung des wahren Sonnenortes für 
eine beliebige Zeit ? genügt es also, wenn man außer der mittleren täglichen 
Bewegung » der Sonne, der Exzentrizität e und der Apogäumslänge ® den 
Zeitpunkt eines beliebigen Apogäumsdurchgangs kennt. Sei dieser ©, so ist 


p=rlt0), 


vermindert um ganze Vielfache von 360°, die mittlere Anomalie zur Zeit Z. 
Setzen wirin (Il; I) y=@ — £, so erhalten wir 


sind =e(sinpcosd — cososin/) 
und hieraus zur Bestimmung der Prosthaphäresis als Funktion von o die Formel 


esin@ 


(I; 2) ee 


PToLEMÄuS gibt an Stelle der Apogäumsdurchgangszeit © die mittlere Länge 
der Sonne für eine Epoche an, die vor den Daten der ältesten von ihm benutz- 
ten Beobachtungen liegt. Er wählt dazu den mittleren Mittag des ı. ägyp- 
tischen Thot der Regierung desNABONASSAR in Babylon (26. Februar 747 v.Chr.). 
Sei dieser Zeitpunkt E und die mittlere Länge der Sonne für diese Epoche 4,, 
so ist die mittlere Länge der Sonne zur Zeit ? 


A=A,+tvli—-E) 
und ihre mittlere Anomalie 
o=iA-o. 


3. Bestimmung der Elemente der Sonnmenbahn 


Die Aufgabe, Exzentrizität und Apogäumslänge der Sonnenbahn auf Grund 
der Hypothese des exzentrischen Kreises zu bestimmen, ist bereits von Hıpp- 
ARCH vollständig gelöst worden. Es handelt sich hier um die erste Methode der 
Bahnbestimmung eines Himmelskörpers, die wir in der Geschichte der Astro- 
nomie antreffen. PTOLEMÄUS hat die gleiche Methode auf eigene Beobachtun- 
gen angewandt; daß er nicht nur denselben Wert für die Länge des Apogäums 


2?’ 
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findet wie HıPppARCH (obwohl diese in den seitdem verflossenen 285 Jahren 
infolge des Vorrückens der Apsiden um fast 5° angewachsen sein mußte), son- 
dern daß er auch den gleichen fehlerhaften Wert für die numerische Exzentrizi- 
tät erhält, auf den HiıPpAarcH infolge der Ungenauigkeit seiner Sonnen- 
beobachtungen gestoßen 
war, zwingt unszu der An- 
nahme, daß PTOLEMÄUS 
die Ausgangsdaten seiner 
Rechnung nicht aus un- 
voreingenommenen Beob- 
achtungen abgeleitet, son- 
dern diese der Überein- 
stimmung mit HIPPARCH 
zuliebe zurechtgemacht 
hat. 

Die Methode selbst be- 
ruht auf der Beobachtung 
der Länge der Jahreszei- 
ten, die infolge der Exzen- 
trizität der Sonnenbahn 
verschiedeneDauerhaben. 
HıpparcH findet für. die 
Dauer des Frühlings, also 


Jomme 


®, 


K15 \ für dieZeitzwischen Früh- 

A lingsäquinoktium(Y')und 

Abb. 2. Bestimmung der Elemente Sommersolstitium (69) 
der Sonnenbahn. 94.5 mittlere Sonnentage 


und für die Dauerdes Som- 
mers, die Zeit zwischen Sommersolstitium und Herbstäquinoktium (L%), 92.5 
Tage. Frühling und Sommer zusammen dauern demnach 187 Tage, also mehr 
als die Hälfte des tropischen Jahres. Das Apogäum der Sonnenbahn muß dem- 
nach (Abb. 2) auf dem Sommerbogen der Ekliptik, also zwischen 'Y' und u 
liegen, da diejenige Hälfte der Ekliptik,in der das Apogäum liegt, notwendig in 
der längeren Zeit durchlaufen wird. Da außerdem der Frühling länger als der 
Sommer war, mußte (zur Zeit des Hıpparca!) das Apogäum irgendwo im Früh- 
lingsquadranten liegen (Punkt A in Abb. 2). 
Der Halbmesser des Exzenters sei gleich eins gesetzt. Dann ist die lineare 
Exzentrizität ME der numerischen Exzentrizität gleich. Man findet e und wo, 
wenn es gelingt, die rechtwinkligen Koordinaten 


x=Ec05Sw, y=esinw 


des Exzentermittelpunktes in bezug auf das durch die Geraden La Y’ und ‚869 
gebildete Achsenkreuz zu bestimmen. Da x = sin £, y = sin y, so kommt diese 
Aufgabe auf die Messung der beiden Winkel Z£ und y hinaus. Nun sind die 
Längen der Jahreszeiten und die mittlere tägliche Bewegung der Sonne be- 
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kannt, also auch die beiden Winkel 
@& = 94.59=093° 853 (nach ProLEMmÄus 93° 9) 
B = 92.5 v = 91° 10.I (nach ProLEMÄUS gL° ıT’) 


bekannt. In den beiden gleichschenkligen Dreiecken M’Y'69 und M’Y'ta! mit 
den Winkeln an der Spitze & bzw. 360° — (x + ß) sind damit auch die Basis- 
winkel ö bzw. y gegeben. Im rechtwinkligen Dreieck "Y'E69 ist dann ö+J£ 


—= 00° — (ö + y); setzt man hierin ö = 90° — — und 


“+ ’ 
„tl 00, 
so erhält man 
ge 
th, 
und es ist dann . 
re 


Führen wir diese einfache Rechnung mit den von PTOLEMÄUS aufgerundeten 
Werten für & und ß durch, so ergibt sich 


= 2° : — 0° Pa — 62° ? = . 
y=2°10, (=0°59; =65°35, e IE 


ProLemäÄuvs erhält ® = 65° 30’ unde = ei die kleinen Abweichungen liegen 


innerhalb der Genauigkeitsgrenzen seiner Rechnung. 

Es ist nützlich, diese Ergebnisse mit denjenigen zu vergleichen, die man auf 
Grund moderner Daten erhalten würde. Das Berliner Astronomische Jahrbuch 
für IQ50 gibt für den Eintritt 


des Frühlingsäquinoktiums den 21.März, 4# 36% Weltzeit, 
des Sommersolstitiums den 21. Juni, 23% 37% Weltzeit, 
des Herbstäquinoktiums den 23.Sept., IR 44% Weltzeit 


an. Daraus folgt für die Dauer des Frühlings 92%7923, für die des Sommers 
9326299. Verwenden wir den modernen Wert der mittleren täglichen Bewegung 
der Sonne, v = 0°98565, so folgt | 


& = 9I'4598; P = 92°2864. 


Die weitere Rechnung führt sodann auf 


= 7.893. 6=—- 048; @=102’26, e= 
14 7 4 29.9 
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Der exakte Wert für die Länge des Sonnenapogäums (die gleich der Länge 
des Perihels der Erdbahn ist) beträgt für 1950.0 © = 102° 4.8. Die geringe Ab- 
weichung des obigen Ergebnisses von diesem Wert beruht natürlich darauf, daß 
die Hypothese des exzentrischen Kreises zur Darstellung der Sonnenbewegung 
nicht exakt ist. Zur Beurteilung der Zuverlässigkeit des von PTOLEMÄUS mit- 
geteilten Wertes berücksichtigen wir, daß (nach Newcomg) die Apsiden der 
Erdbahn jährlich um 61.9 fortschreiten. Die Differenz von 36°5 zwischen un- 
serem und dem antiken Ergebnis für w führt demnach auf eine Zeitspanne von 
2123 Jahren, also auf das Jahr — 173 = 174 v.Chr. Wenn wir die Ungenauig- 
keit der antiken Beobachtungen in Rechnung stellen, so lassen sich die rund 
25 Jahre später erfolgten Beobachtungen des HıpparcH mit diesem Befund 
einigermaßen in Einklang bringen, nicht aber die des PTOLEMÄUS, die noch 
etwa 300 Jahre später durchgeführt wurden. 


% | I 
Was die Exzentrizität e anbelangt, so ist der von uns errechnete Betrag 


genau doppelt so groß wie die Exzentrizität der elliptischen Erdbahn . = =) 


Daß dies so sein muß, werden wir später (Abschn. 9) einsehen lernen. Der Wert 
I Ä 3 en I 
A Er von HiPppArcH-PTOLEMÄvUs, der also einer Erdbahnexzentrizität 7 


entsprechen würde, erweist sich deshalb als bei weitem zu groß. Das wird auch 
‚nicht viel anders, wenn wir die säkulare Anderung der Erdbahnexzentrizität 


berücksichtigen, die für die Zeit des HırrarcH auf rund 0.0176 = = führt. 


4. Die Perioden der Mondbewegung 


Von den sieben Wandelsternen ist neben der Sonne nur noch der Mond nie- 
mals rückläufig, sondern wandert ständig in gleicher Richtung durch den Tier- 
kreis. Im Gegensatz zur Sonnenbahn ist aber der Weg des Mondes so kompli- 
ziert, daß seine genaue Beschreibung nicht nur den Astronomen der Antike, 
sondern auch der modernen Himmelsmechanik erhebliche Schwierigkeiten be- 
reitet hat. 

Die Ebene der Mondbahn ist gegen die Ekliptik um 5° 9’ geneigt. Dieser 
Winkel ist nur kleinen periodischen Änderungen unterworfen, die den Alten 
nicht bekannt waren. Es genügt also hier, die Neigung der Mondbahn als kon- 
stant anzusehen. Anders ist es mit der durch den Erdmittelpunkt gehenden 
Knotenlinie, in der sich die Ebenen der Mondbahn und der Ekliptik schneiden. 
Durch sie werden auf der Ekliptik zwei Punkte ausgezeichnet: der aufsteigende 
Knoten, in dem der Mond von der Südseite der Ekliptik auf die Nordseite über- 
tritt, und der ihm gegenüberliegende absteigende Knoten. Die Längen der Knoten 
sind aber nicht konstant, sondern (wiederum abgesehen von kleinen periodi- 
schen Schwankungen) in einer ständigen Abnahme begriffen: Die Knoten 
wandern in rückläufigem Sinn um die Ekliptik. Die etwa 18.6 Jahre betragende 
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Umlaufsperiode der Mondbahnknoten war den Alten wohlbekannt und fand in 
den Mondtheorien von HiPppAarcH und ProLemäÄus volle Berücksichtigung. 
Von Hirparch übernahm ProLemÄvus auch die Kenntnis einer periodischen 
Ungleichförmigkeit der scheinbaren Bahngeschwindigkeit des Mondes. Das Prin- 
zip der gleichförmigen Kreisbewegung führte auch hier zu der Annahme, 
daß die ungleichmäßig schnelle Bewegung des Mondes durch seine verschiedene 
Entfernung in verschiedenen Bahnteilen vorgetäuscht wird. Diese Annahme 
ließe sich wieder, wie bei der Sonne, durch einen exzentrischen Kreis realisieren 
oder aber durch das im nächsten Abschnitt zu beschreibende Hilfsmittel des 
Epizykels. Jedenfalls findet man auch hier ein Apogäum, in dem die schein- 
bare Mondgeschwindigkeit ihr Minimum, und ein Perigäum, in dem sie ihr 
Maximum erreicht. Da diese Ungleichförmigkeit der Mondbewegung sehr aus- 
geprägt ist — die Abweichungen des wahren Mondorts vom mittleren erreichen 
nach jeder Seite hin rund 6° -, ließ sich auch mit den primitiven Beobach- 
tungsgeräten der Alten die Lage der Apsiden der Mondbahn unschwer be- 
stimmen, und so konnte auch nicht verborgen bleiben, daß Perigäum und 
Apogäum in raschem Vorwärtsschreiten auf der Mondbahn begriffen sind; in 
nicht ganz neun Jahren vollenden sie einen vollen Umlauf im rechtläufigen 
Sinne. 

Diese besonderen Bewegungsverhältnisse geben Anlaß zu einer Reihe von 
Periodizitäten des Mondlaufs, auf deren genaue Bestimmung die Alten große 
und nicht vergebliche Mühe verwendet haben. Ihre Beobachtungen führten 
zunächst auf drei voneinander unabhängige Grundperioden, nämlich 


I. den synodischen Monat oder die mittlere Dauer der Zeitspanne zwischen 
zwei aufeinanderfolgenden Konjunktionen des Mondes mit der Sonne, d.h. die 
Periode des Mondphasenwechsels; 

2. den drakonitischen Monat oder die mittlere Dauer der Zwischenzeit 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Monddurchgängen durch den aufsteigen- 
den Knoten, d.h. die Periode, in der sich die Schwankungen der Mondbreite 
wiederholen; 

3. den anomalistischen Monat oder die mittlere Dauer der Zeitspanne zwischen 
zwei aufeinanderfolgenden Apogäen des Mondes, d.h. die Periode der Schwan- 
kung der scheinbaren Bahngeschwindigkeit des Mondes. 

Zwei weitere Perioden lassen sich ableiten, wenn man die Periode des syno- 
dischen Umlaufs in geeigneter Weise mit denen der jährlichen Sonnenbewegung 
und der Präzession kombiniert. Es sind dies 

4. der tropische Monat oder die mittlere Dauer eines Mondumlaufs durch den 
Tierkreis, d.h. die Periode der Wiederkehr gleicher Längen des Mondes; 

5. der siderische Monat oder die mittlere Dauer der Zwischenzeit zwischen 
zwei aufeinanderfolgenden Konjunktionen des Mondes mit dem gleichen Punkt 
der Fixsternsphäre. 


Die Beziehungen zwischen dem tropischen und dem siderischen Monat einer- 
seits und dem synodischen Monat, dem tropischen Jahr und der Präzessions- 
periode andererseits ergeben sich leicht durch folgende Überlegung: Es seien 
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zur Zeit t, immer in bezug auf den Frühlingspunkt als Koordinatenanfang, die 
mittleren Längen des Mondes und der Sonne ZL und 4; die Länge eines belie- 
bigen Punktes der Fixsternsphäre sei /. Zur Epoche 2, seien die entsprechenden 
Längen L,, A, und !,- Bezeichnen wir ferner die Dauer des tropischen Monats 
mit U, die des tropischen Jahres mit T, die Präzessionsperiode (rund 26000 
Jahre, nach ProLemÄvs 36000 Jahre) mit P, so ist offenbar 


— ZI rs ZIT 27T 


L-L= Th), A-h= li), I-h=Gl-i) 


Subtrahiert man nun die zweite und die dritte Gleichung von der ersten, so 
erhält man | 


U T 


L-1=L-h+22l,-7) ( —b); 


I I 
L-1=L-h+2el5-5) (8). 


Sei nun S die Dauer des synodischen und 5’ die des siderischen Monats, soist 


I I I I I I I I I 


I Su Eee pp gigep 


Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich U und S’ berechnen, wenn S, T und P 
gegeben sind. | 

Um die Grundperioden möglichst genau zu bestimmen, suchten die Alten 
nach längeren Zeitintervallen, in denen diese Perioden möglichst ganzzahlig 
enthalten sind. Nach Ablauf solcher Zeiträume oder Zyklen müssen sich alle 
Erscheinungen des Mondlaufs, die durch das Zusammenwirken der elementaren 
periodischen Vorgänge entstehen, genau wiederholen. Das gilt besonders für 
die mit dem Mondlauf eng zusammenhängenden Finsternisse, die im Altertum 
besonders eifrig beobachtet wurden. Man kann also auch umgekehrt die Peri- 
oden der Mondbewegung ermitteln, wenn es gelingt, in der Folge der beobach- 
teten Sonnen- und Mondlfinsternisse genaue Zyklen festzustellen. 

Ein solcher Finsterniszyklus, in dem sich alle Finsternisse in der gleichen 
Reihenfolge, mit den gleichen zeitlichen Abständen und den gleichen charak- 
teristischen Merkmalen wiederholen, war schon den älteren Astronomie treiben- 
den Kulturvölkern (den Chinesen, Chaldäern usw.) bekannt; er wurde von den 
Griechen als Saroszyklus bezeichnet. Der Saros umfaßt 6585?/, mittlere Sonnen- 
tage oder 18 julianische Jahre (zu je 365!/, Tagen) und 10°/, Tage. In ihm sind 
enthalten: 223 synodische, 239 anomalistische und 242 drakonitische Umläufe 
des Mondes; d.h., zwei durch eine Sarosperiode getrennte Finsternisse finden 
nicht nur bei der gleichen Konstellation Sonne-Mond statt, sondern auch in der 
gleichen (bei Finsternissen notwendig kleinen) Distanz des Mondes vom 
gleichen Knoten und schließlich auch im gleichen Abstand vom Apogäum, d.h. 
in der gleichen Phase der großen periodischen Ungleichheit der Mondbewegung. 
Dagegen treten diese beiden Finsternisse nicht genau an der gleichen Stelle der 
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Ekliptik ein, da der Saroszyklus einen Überschuß von rund ıı Tagen über eine 
volle Anzahl von Sonnenumläufen aufweist. Infolge der allerdings nur geringen 
Ungleichförmigkeit der Sonnenbewegung wird die Genauigkeit des Zyklus 
durch diesen Umstand ein wenig beeinträchtigt. 

Die Werte, die man aus dem Saroszyklus für die Grundperioden der Mond- 
bewegung ableitet, sind bemerkenswert genau, wie man an der folgenden 
Gegenüberstellung dieser Zahlen mit den strengen Werten der modernen Mond- 
theorie erkennt: 

Saroszyklus: S = 658533 


synodischer Monat: S: 223 = 2995306 (genau 29530509) 
anomalistischer M.: S: 239 = 27.5537 (genau 27.55455) 
drakonitischer M.: S: 242 = 27.2121 (genau 27.21222) 
tropischer M. (nach I; 3) —= 27.3216 (genau 27.32158) 


Der siderische Monat ist um rund 8 Einheiten der 5. Dezimale länger als der 
tropische. 

Trotz dieser beachtlichen Genauigkeit — die weitaus größte Abweichung 
findet sich beim anomalistischen Monat mit 1.3 Zeitminuten — war schon 
HıPppARrcH mit diesen Werten nicht zufrieden. Durch sorgfältige Analyse 
älterer und neuerer Finsternisse wurde er zu einem neuen Zyklus von 12600741" 
geführt, der 4267 synodische Monate zu je 29953059 und 4573 anomalistische 
Monate zu je 27%55457 umfaßt. Der synodische Monat (und damit auch der 
tropische) war jetzt auf die 5. Dezimale genau, während der anomalistische nur 
noch eine Abweichung von knapp 2 Zeitsekunden gegenüber dem modernen 
Wert zeigte. Auch war die Forderung, daß der Zyklus eine volle Anzahl von 
Sonnenjahren enthalten sollte, wesentlich besser als beim Saros erfüllt: An 345 
vollen ptolemäischen Jahren fehlten nur etwa 3 Tage (die Angabe von 8 Tagen 
im Almagest beruht offensichtlich auf einem Rechenfehler). Legen wir den 
modernen Wert für die Länge des tropischen Jahres zugrunde, so reduziert sich 
diese Abweichung sogar auf etwa ı!/, Tage. 

Der drakonitische Monat läßt sich durch den hipparchischen Zyklus nicht so 
genau festlegen, da die beiden durch dieses Zeitintervall getrennten Finster- 
nisse im entgegengesetzten Knoten stattfinden. Wenn wir die Zahl der im 
Zyklus enthaltenen drakonitischen Umläufe mit 4630!/, ansetzen, kommen wir 
zu dem etwas zu großen Wert von 27%2124. Durch eine parallele Untersuchung 
stellt HıpparcH aber fest, daß 5458 synodische Monate genau gleich 5923 dra- 
konitischen Monaten sind. Mit Hilfe des schon gesicherten Wertes für die 
synodische Umlaufszeit erhält er so die Länge des drakonitischen Monats zu 
27921222 in genauer Übereinstimmung mit dem modernen Befund. 

Äußerst merkwürdig ist, daß ProLEMÄUSs, der sonst geneigt ist, mangelhaft 
begründete Ergebnisse des HıppARcH sogar dann zu übernehmen, wenn sie 
mit dem eigenen Befund in Widerspruch stehen, sich mit diesen mit großem 
Scharfsinn und vorbildlicher Gründlichkeit abgeleiteten Resultaten seines 
großen Vorgängers nicht zufrieden gibt. Nur die synodische und die tropische 
Umlaufszeit des Mondes hält er für genügend gesichert, während er die übrigen 
Perioden noch zu verbessern sucht. Zweifellos leitet ihn hierbei die Erkenntnis 
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der ungeheuren Bedeutung genauer Zahlenwerte für die fundamentalen astro- 
nomischen Konstanten, zu einem anderen Teile auch wohl das Bedürfnis, die 
von ihm zum Zwecke der Verbesserung dieser Konstanten erfundenen neuen 
Reduktionsmethoden ins rechte Licht zu rücken. Diese Methoden, die wir in 
den nächsten Abschnitten kennenlernen werden, verdienen dies auch wirklich: 
Sie entsprechen im Prinzip völlig den modernen Verfahren bei der Trennung 
und Bestimmung von einander überlagernden Periodizitäten. Die Ergebnisse, 
die ProLemÄus im Falle der Perioden der Mondbewegung mit ihnen erzielt 
hat, sind allerdings völlig illusorisch: Die von ihm gefundenen Korrektionen 
der Perioden des HıpparcH betragen nicht mehr als I-2 Einheiten der sechsten 
Dezimale und sind reine Zufallsergebnisse ohne reale Bedeutung. 


5. Die große Ungleichheit der Mondbewegung. Einführung des Epbizykels 


Die erwähnte Methode des PrOLEMÄUS zur Verbesserung der Mondperioden 
setzt nicht nur die Kenntnis genäherter Werte dieser Konstanten voraus, die 
ja von HıppArcH überliefert waren, sondern auch bereits eine formale Theorie 
der Mondbewegung selbst. Ferner wird, da es sich hier um die Verwertung von 
Finsternissen handelt, auch die vollständige Theorie der Sonnenbewegung vor- 
ausgesetzt. Bei diesen Analysen bevorzugt PTOLEMÄus mit Recht die Mond- 
finsternisse, deren Eintrittszeiten unabhängig vom Standpunkt des Beobach- 
ters sind, während der Verlauf der Sonnenfinsternisse wesentlich durch die 
Parallaxe des Mondes mitbestimmt wird. Das hätte die rechnerische Verwer- 
tung der Sonnenfinsternisse nicht unbeträchtlich erschwert, wenn auch die 
Mondparallaxe den Alten schon recht genau bekannt war. Zur Festlegung der 


Mondbahn 
Abb. 3. Mondbahn und Ekliptik. 


Mondörter zur Zeit der verwendeten Finsternisse benutzt PTOLEMÄUS die nach 
der weiter oben beschriebenen Theorie der Sonnenbewegung konstruierten 
Sonnentafeln: Die Länge des Mondes z.Z. der Mitte einer Mondfinsternis er- 
gibt sich aus der gleichzeitigen Länge der Sonne durch Hinzufügen von 180°. 

Zwecks Vereinfachung der mathematischen Überlegungen denkt sich PTOLE- 
MÄuS die Ebene der Mondbahn in die Ekliptik verlegt, d.h., er identifiziert die 
ekliptikalen Längen des Mondes mit den in der Mondbahn gezählten. Den 
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Unterschied hält er wegen der geringen Neigung der Mondbahn für unerheb- 
lich. In Wirklichkeit kann der dadurch begangene Fehler bis auf rund 7’ an- 
wachsen. Sei (Abb. 3) X der aufsteigende (oder absteigende) Knoten der Mond- 
bahn, Y'’K = £} seine Länge, ! = 'Y'O die ekliptikale Länge des Mondes M, 
t die Bahnneigung, KM = u der Abstand des Mondes vom Knoten (das „Argu- 
ment der Breite“) und 6) + « die Länge des Mondes in der Bahn, so gilt im 
rechtwinkligen sphärischen Dreieck KMO 


tg (l — Sl) =tgucosi. 


Für die Differenz zwischen Länge in der Bahn und ekliptikaler Länge erhält 
man dann 
w (nr - Yet - (SQ) = 


tg u (I — cos?) 
I+tg?wcosi 


Zur Feststellung der Extrema differenzieren wir nach « und erhalten nach ein- 
facher Rechnung 


d _  (T — cos) (T — tg? ucos ?) 
Tl 8] = cos? u (T + tg? cos ©)? 
Die Extrema treten also bei tg? « = seci auf, d.h. für v= +45° 3:5 bzw. 
“= +134° 56.5, wenn wir für i den modernen mittleren Wert 5° 9’ einsetzen. 
Der Extremwert selbst ergibt sich dann aus 


tg [a — ( — Sl)lextr. = + Ysec i sine & zu »—(- Net. = +0°69. 


Auf die nachfolgenden Überlegungen hat die Vernachlässigung dieser Differenz 
keinen Einfluß, da ja die verwendeten Örter des Mondes alle in unmittelbarer 
Nähe der Knoten liegen, wo u — (l — S}) = o ist. 

Wenn wir also von den mit der Neigung der Mondbahn gegen die Ekliptik 
zusammenhängenden Besonderheiten der Mondbewegung absehen dürfen, 
bleiben von den bisher genannten Eigenschaften der Mondbahn nur noch die 
große Ungleichheit in Länge bestehen, die auch als „Mittelpunktsgleichung“ 
bekannt ist, außerdem die rechtläufige Bewegung der Apsiden. Eine zweite 
kleinere Ungleichförmigkeit der Mondbewegung, die „Evektion“, geht in die 
Finsternisbeobachtungen ebensowenig ein wie die soeben beschriebene ‚„Re- 
duktion auf die Eklibtik“. Diese zuerst von HıIPPArcH bemerkte und von 
PTOLEMÄUDS gründlich untersuchte Periodizität bewirkt lediglich,wie im nächsten 
Abschnitt gezeigt werden soll, eine Schwankung der Konstanten der Mittel- 
punktsgleichung im Rhythmus eines halben synodischen Monats. Aus den 
Finsternissen allein, die jain bezug auf einen solchen Rhythmus stets die gleiche 
Phase zeigen, ließe sich also eine Trennung der Evektion von der Mittelpunkts- 
gleichung nicht erzielen. Man müßte dazu Beobachtungen der Mondlänge in 
den Quadraturen (im ersten und letzten Viertel) zu Hilfe nehmen. Auf diese 
Weise hat ProLEMÄUS die Evektion abgeleitet. 
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Bei Beschränkung auf Mondörter während der Finsternisse (oder ganz all- 
gemein in den Syzygien, d.h., bei Voll- und Neumond) kommt ProLEmÄus 
also mit einer provisorischen Mondtheorie aus, die nur eine einzige periodische 
Ungleichheit zeigt. Diese hätte er wieder, wie in der Theorie der Sonnenbahn, 
durch Einführung eines exzentrischen Kreises beschreiben können; nur hätte er 

| dann den Mittelpunkt (und damit 
auch die Apsidenlinie) des Ex- 
zenters eine langsame Kreisbe- 
wegung um die Erde ausführen 
lassen müssen, um das Vorrücken 
der Apsiden darzustellen. Er zieht 
es aber vor, den exzentrischen 
Kreis als mathematisches Hilfs- 
mittel für die spätere Vervoll- 
ständigung der Theorie durch die 
Evektion aufzusparen und für die 
provisorische Theorie den Ebi- 
zykelalsgleichwertiges Hilfsmittel 
zu verwenden. 

Die einfachste Form der Dar- 
stellung der Bahn eines Himmels- 
körpers durch Einführung des 
Epizykels ist folgende: Auf einem 
um die Erde E als Mittelpunkt 
konstruierten Kreis, dem Deferen- 


IT 


ten, bewegt sich (Abb. 4) ein 

Abb. 4. Punkt Z mit gleichförmiger Ge- 

Große Ungleichheit der Mondbewegung. schwindigkeit. Diesen Punkt, den 
Ersatz des exzentrischen Kreises Epizykelmittelpunkt, umkreist 
durch den Epizykel. wieder, ebenfalls gleichmäßig 


schnell, der Himmelskörper M auf 
einem kleineren Kreise, dem EPizykel. Umlaufssinn und Winkelgeschwindig- 
keit beider Bewegungen sowie das Verhältnis der Halbmesser der beiden 
Kreise können zur Darstellung verschiedener Bewegungen beliebig variiert 
werden. 

Der Ortsvektor EM des Himmelskörpers erscheint als Summe von zwei 
Vektoren EZ und ZM, deren Länge konstant bleibt. Da diese beiden 
Vektoren in ihrer Reihenfolge vertauschbar sind (kommutatives Gesetz der 
Vektorenaddition), so läßt sich die Bewegung von M auch als Kreisbewegung 
um den Punkt’ darstellen, der seinerseits auf einem kleineren Kreise um die 
Erde läuft. Eine spezielle Anwendung dieser Vertauschungsregel ergibt, daß 
man die Bewegung auf einem exzentrischen Kreis mit festem Mittelpunkt auch 
als Epizykelbewegung darstellen kann. Ist also Z’ der Mittelpunkt eines exzen- 
trischen Kreises mit der festen Apogäumsrichtung EZ’A’, so ergibt sich die 
Bewegung von M auf diesem Kreise ebenfalls, wenn man den Epizykelmittel- 
punkt Z auf dem Deferenten um E kreisen läßt und den Führungsvektor ZM 
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des Himmelskörpers im Epizykel stets der konstanten Richtung EZ’ parallel 
bleiben läßt. 

ProLemÄus bezeichnet den erdfernsten Punkt A des Epizykels als dessen 
Apogäum und beschreibt die jeweilige Stellung von M im Epizykel durch den 
Winkel AZM = o. Im Falle der exzentrischen Kreisbewegung ist, wie Abb. 4 
unmittelbar erkennen läßt, dieser Winkel ständig gleich der mittleren Anoma- 
lie MZ’A’; nur wird @ im exzentrischen Kreise vom Apogäum E A’ des Exzen- 
ters aus im rechtläufigen, im Epizykel dagegen vom Apogäum Z A aus im rück- 
läufigen Sinne gezählt. Es ist ferner klar, daß der Winkel EMZ gleich der 
wahren Anomalie w und der stets spitze Winkel ZEM gleich der Prosthaphä- 
resis Ö ist. 

Von diesem Schema unterscheidet sich die provisorische Mondtheorie des 
PrToLemÄvs nur dadurch, daß die Apsidenlinie EA’ nicht festliegt, sondern 
sich mit einer Umlaufszeit von 8.85 Jahren in rechtläufigem Sinne dreht; d.h., 
die Apogäumslänge w ist nicht konstant, sondern nimmt langsam zu. Im 
Sinne der Epizykelbewegung bedeutet das, daß der zu EZ’ parallele Vektor ZM 
zu:einem vollen Umlauf im Epizykel (von Apogäum zu Apogäum) etwas mehr 
Zeit benötigt als. der Epizykelmittelpunkt zu einem vollen Umlauf im Deferen- 
ten (von Frühlingspunkt zu Frühlingspunkt). Die mittlere Anomalie ® des 
Mondes nimmt in einem anomalistischen Monat gleichmäßig um 27 zu. Als 
mittlere Länge, die, ebenfalls gleichförmig, in einem tropischen Monat um 2 
wächst, bezeichnen wir den Abstand A = + o des Epizykelapogäums vom 
Frühlingspunkt. Der Winkel Z= YEM ist die direkt beobachtbare wahre 
Länge, die Differenz y=1— w die wahre Anomalie des Mondes, während 
& = 4 — 1, wie schon erwähnt, der Prosthaphäresis des exzentrischen Kreises 
entspricht. 

Die Bestimmung der Bahnkonstanten (Exzentrizität, d.h. hier das Verhält- 
nis zwischen den Halbmessern des Epizykels und des Deferenten, und Länge des 
Apogäums des Epizykels zu einer gegebenen Epoche) ist wieder eine ähnliche 
Aufgabe wie die in Abschn. 3 gelöste. Ein prinzipieller Unterschied zwischen 
beiden Problemen besteht nicht; nur lagen im Fall der Sonne die Verhältnisse 
etwas einfacher: In der Sonnentheorie war die Apsidenlinie (nach der Annahme 
des PTOLEmMÄUS) unbeweglich, ferner waren die Differenzen der drei benutzten 
wahren Längen der Sonne (zweier Äquinoktien und des dazwischenliegenden 
Solstitiums) je 90°, was die rechnerische Durchführung der Aufgabe wesent- 
lich erleichterte. 

Auch die vorliegende Aufgabe erfordert wieder die Kenntnis dreier Örter — 
hier der wahren Längen des Mondes während dreier Mondfinsternisse, die zeit- 
lich möglichst dicht aufeinanderfolgen -, ferner der genauen Eintrittszeiten die- 
ser Ereignisse. Die letzteren waren unmittelbar gegeben und wurden von 
PTOLEMÄvS, sofern es sich um Finsternisse handelte, die nicht in Alexandrien 
beobachtet worden waren, auf die Ortszeit von Alexandrien reduziert. Diese 
Zeiten bezogen sich auf die Mitte der Finsternisse, die genügend genau mit der 
Opposition Mond-Sonne in Länge zusammenfällt. Die wahren Längen des 
Mondes konnten dann, wie erwähnt, aus den Sonnentafeln entnommen 
werden. 
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Seien ,, 2, i, die drei Finsterniszeiten und /ı, /,, !, die zugehörigen wahren 
Längen des Mondes, ferner 


: 360° 
= 13:1764; N, = —— = 13°0650 
en 2 


360° 
27.32158 


N, = 
die mittlere tägliche tropische und anomalistische Bewegung des Mondes. Da 
die obigen Zahlen, die PrTOLEMÄUS von HiıPPARCH übernommen hatte und 
um deren Verbesserung er sich bemühte, aus Zeitintervallen von mehreren 

Jahrhunderten abgeleitet 
M, worden waren, durften sie für 
die sehr viel kürzeren Zwi- 
schenzeiten zwischen dendrei 
Finsternisterminen als streng 
richtig angesehen werden.Mit 
ihnen ergeben sich 


I. die Differenzen der mitt- 
leren Längen des Mondes in 
den beiden Intervallen i, — t, 
und 4, — L;: 


,—- hen 4); 
a hmm; —b); 


2. die Differenzen der mitt- 
leren Anomalien: 


= m - mn —h); 
Pp=%—- mM 5); 


3. dieÜberschüsse der mitt- 
leren Längendifferenzen über 


er 
Q 


N 
N 
>* 
x 
u 


die wahren: 
Nez (A, — A) - (ba —)) 
6706: 
a y = (A — A) (ab) 
Abb. 5. Bestimmung der Mondbahnelemente = 6, 
aus drei Mondfinsternissen. die gleich den Differenzen der 


Prosthaphäresen sind. 


In Abb. 5 sind die drei Stellungen des Mondes (M,, M,, M,) auf dem Epi- 
zykel, bezogen auf den beweglichen Leitstrahl EZ des Epizykelmittelpunkts, 
angedeutet. Die Differenzen « und ß der mittleren Anomalien sind offenbar 
durch die Winkel M)ZM, und M,ZM, gegeben, die Überschüsse y und ö durch 
die Winkel M\EM, und M,EM,. Die Aufgabe lautet dann, aus den bekannten 
Größen «, ß, y, ö die wahre Anomalie y = o — Z und die mittlere Anomalie 
des zweiten Mondortes zu finden, womit dann eo ipso auch die der beiden an- 
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deren Örter bekannt sein werden, ferner das Verhältnis des Epizykelhalbmessers 
ZA zu dem Deferentenhalbmesser EZ. Setzt man den ersteren gleich eins, so 
genügt es, die Länge R der Strecke EZ zu finden. 


Im Dreieck EZM, ist nach dem Sinussatz 
Rsing=siny. 
Ebenso ist in den Dreiecken EZM, und EZM, 
Rsin(-y)=sn[p-e) - (-y]l=sinp—-a+y), 
Rinl+)=- np - C++) =-siny+P—). 


Setzt man zur Abkürzung 


(I; 4) 


*x=Rcos{; y=Rsin{=siny; z=cosy, 
so ergeben die Gleichungen (I; 4) nach Auflösung der Sinusausdrücke 


(1) (I) 
sin (ß — ö) | sin ö 


sin (& — y) 


ycosy — xsiny=ycos(@e —y) —zsin(& — y) 
ycosö+xsinö=ycos(P —ö)-+zsin(ß — ö) 


Multipliziert man diese Gleichungen mit den Faktoren (I) und (II) und addiert, 
so findet man 


sin y. 


y[cosysin(ß — 6) -+ cosösn(«e—y)] -— »A=ysna@ +ß-y-—6), 
ysin(y-+ 6) =y[sinycos (B — ö6) + sinöcos(@e —y)] + 24, 
mit A=sinysin (ß — ö) — sinösin (@ —y), 
und daraus sogleich 


y A 


BIS, Som NFeeme N mer, 
(155) 1 
tgy = 2 


z sn („+ 6) — siny cos (B — 6) — sindcos (@ —y) 
Die beiden Hauptunbekannten des Problems, & und R, sind dann durch 
sin y 

sin & 


(1; 6) o=t+y; R= 


gegeben, und es ist schließlich auch, für den Termin der zweiten Finsternis, 
w—= l— DV. 


Die in Abschn. 3 gelöste Aufgabe der Bestimmung der Elemente der 
Sonnenbahn ist in der obigen als Spezialfall enthalten. Dort ist n, = n,, da 
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nach Meinung des PTOLEMÄuS eine Apsidenbewegung nicht stattfindet. Dem- 
nach wird ,— A, =0, 4, — 4, =ß. Fernerhatman,=0,, = u Den, 


alsoy=a-—, ö=ß — — und somit 


a-y7=ß-9=-; a+ßB-y-d=n. 


Die Lösung (I; 5) lautet demnach im Falle der Sonnenbahnbestimmung nach 
Abschn. 3: | 


_sny-snöo ,»y-Öö „_Yy-ö6 _.a-P 
ee 2’ = 2000002” 
’ : Die Tal, 
ea u yes 

a sin = 2 cos“ = P 


Da fenero=h,- y= — — y, so ist tg = ctg y, schließlich auch, überein- 
stimmend mit den Ereäbnisen von Abschn. 3, 


I sind @—ß 
ee = — =— = sin 
R sin % 2 


Sec @. 


Die nun folgenden numerischen Beispiele beziehen sich auf die beiden Bahn- 
bestimmungen, die PTOLEMÄUS aus je drei Mondfinsternisörtern vorgenommen 
hat. Diese beiden Beobachtungsgruppen liegen zeitlich weit auseinander und 
eignen sich daher gut zur genauen Bestimmung der Periode des anomalistischen 
Monats. Die erste Gruppe stammt aus alten babylonischen Finsternisbeobach- 
tungen um 720 v.Chr., die andere ist von PTOLEMÄuS selbst beobachtet wor- 
den. 

Nachstehende Übersicht gibt Ausgangsdaten und Ergebnisse der leichten 
Rechnung. Alle Zeiten beziehen sich auf die Mitte der Finsternisse und sind in 
wahrer Sonnenzeit für Alexandria gegeben; die Zwischenzeiten enthalten be- 
reits die von PTOLEMÄUS berechnete Reduktion auf mittlere Ortszeit, d.h. die 
Berücksichtigung der Zeitgleichung. 


A. Alte Finsternisse (beobachtet in Babylon): 


I. totale Mondfinsternis, 1Q.3.721 v.Chr., 8® 40® abds. /, = 174° 30’ 
2. partielle Mondfinsternis, 8.3.720 v.Chr., ıı Io abds.„= 163 45 
3. partielle Mondfinsternis, 1.9.720 v.Chr., 7 40 abds.,= 333 15 
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u— h=354%ı1ı —- = 176°84 
l, — I = 349° 15 en l, = 169° 30’ 
Äy — A = 345° 57 a -A=170° 8 
& = 306° 25° B = 150° 26’ 
Pr 24 0 20737 


Daraus nach (I; 5, 6) 
=0°59; y=ı1°25; 9=12°24; R= 1150 


in Übereinstimmung mit den von ProLzMÄvs nach einer sehr umständlichen 
geometrischen Rechnung gefundenen Werten. 


B. Neuere Finsternisse (beobachtet in Alexandrien): 


I. totale Mondfinsternis, 6. 5.133 n.Chr., ııh 15% abds. I} = 223° 15 
2. partielle Mondfinsternis, 20.10.134 n.Chr, ıı o abds. = 25 10 
3. partielle Mondfinsternis, 6. 3.136n.Chr, 4 o mog.,=ı14 5 


5 — = — 531° “984 tz — b, = 5021229 


,—- h=11°5 R-bk= 138° 55, 
2 = Ü = 169° 38° Ay — Ay = 137° 34 
«' = 110° 22’ B’= 81° 37 
Yr= 7° ‘= —ı’2r 


Daraus nach (I; 5, 6) 

"=4rar; vV=60°15; 9 =64°’30'; R= 1154. 
PToLemäus findet 

©=4°20; y=60°18; 9=64°38; R= 11.46. 


Die Abweichungen liegen im Bereich der Abrundungsfehler der Rechnung und 
weit innerhalb der durch die Ungenauigkeit der Beobachtungen bedingten 
Grenzen, die man wohl kaum kleiner als + Io’ anzunehmen berechtigt ist. Als 
endgültigen Wert für R nimmt PTOLEMÄUS 11.5 an. 

Die beiden mittleren Anomalien o, &’ liefern die Phasen der auf das jeweilige 
Apogäum bezogenen mittleren (anomalistischen) Bewegung des Mondes für die 
Zeiten der zweiten Finsternis jeder Gruppe. Für die Zeiten der vorhergehenden 
‚Durchgänge durch das Apogäum erhält man daher 

T=h- = 005; Dee, = 15 — 4°94. 
Diese Zeiten sind auch mit einem roh genäherten », genügend sicher. Nun be- 
trägt die zwischen den beiden Finsternissen verflossene Zeit i, — i, = 311783.97 
mittlere Sonnentage, die Zeit zwischen den beiden Apogäen also 


T’—-T=t—- 1, — 3'99 = 311779°98. 


3 Stumpf, Himmelsmechanik 
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Dividiert man diese Zeit durch die Anzahl 11315 der in ihr zurückgelegten 
vollen anomalistischen Monate, so erhält man für die Periode der anomali- 
stischen Bewegung den Wert 27455457, der mit dem von HırpArcH gefun- 
denen genau übereinstimmt und von dem modernen Wert um zwei Ein- 
heiten der letzten Dezimalstelle abweicht. Wenn PToLEMÄuS diese Periode 
noch auf einige Dezimalstellen mehr angibt (die von ihm gefundene Abweichung 
wird erst in der sechsten Dezimale merklich), so ist dies ein reines Rechenergeb- 
nis ohne reale Bedeutung. 


6. Die Evektion 


PToLEMÄvS hatte bemerkt, daß die aus der provisorischen Theorie folgenden 
wahren Längen des Mondes nicht immer mit den beobachteten übereinstimmen. 
Nur in der Umgebung der Syzygien (Voll- und Neumond) ließen sich, innerhalb 
der zu erwartenden Genauigkeits- 
grenzen, die Abweichungen des wah- 
ren vom mittleren Mondlauf durch 
den Epizykel mit dem Halbmesser- 
verhältnis I: ıI.5 darstellen. Außer- 
halb der Syzygien, am fühlbarstenin 
den Quadraturen (erstes und letztes 
Viertel), erscheint die Amplitude der 
periodischen Schwankung der Diffe- 
renz „wahre minus mittlere Länge“ 
größer, so daß es den Anschein hatte, 
als sei an diesen Stellen der Mond- 
bahn der Epizykel des Mondes in 
größere Erdnähe gerückt. Auch 
HıpparchH hat diese Erscheinung, die 
später als Evektion bezeichnet wurde, 
schon bemerkt, aber erst PTOLEMÄUS 
hat versucht, sie in eine Theorie der 
Mondbewegung einzubauen. Er er- 
reichte das, indem er den Mittelpunkt 
des Mondepizykels, wie in der provi- 
sorischen Theorie, durch einen von der Erde ausgehenden, sich gleichmäßig 
drehenden Leitstrahl herumführen hieß, nun aber auf einem exzentrischen Kreis, 
dessen Mittelpunkt zudem nicht festliegt, sondern sich seinerseits gleichmäßig 
auf einem Kreis um die Erde bewegt. Diese Bewegung muß mit der des Mondes 
und der Sonne so abgestimmt sein, daß die beobachtete Erscheinung auftritt, 
daß also der Epizykelmittelpunkt in den Syzygien im Apogäum, in den Qua- 
draturen im Perigäum des Exzenters steht. 

Abb. 6 möge dies veranschaulichen. Wieder sei die Mondbewegung in die 
Ebene der Ekliptik verlegt. E‘Y' sei die feste Richtung nach dem Frühlings- 


punkt, ES die Richtung nach der die Ekliptik gleichmäßig umkreisenden mitt- 


Abb. 6. Die Evektion. 
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leren Sonne, EZM die nach dem Mittelpunkt des Mondepizykels und dem 
mittleren Mond M, der, ebenfalls mit konstanter Winkelgeschwindigkeit, die 
Ekliptik in einem tropischen Monat umläuft. Es ist dann TEM = 4 die mitt- 


lere Länge des Mondes, YES = 4’ die mittlere Länge derSonneundSEM=D 
der Abstand des mittleren Mondes von 
der mittleren Sonne, also ein Winkel, 
der in einem synodischen Monat um 
27 wächst und z.Z. des mittleren Neu- 
monds null ist. Der Epizykelmittel- 
punkt Z möge auf einem Exzenter mit 
dem Mittelpunkt C liegen und durch 


den Leitstrahl EM auf ihm herum- 
geführt werden. Dabei soll C die Erde 
mitgleichförmigerWinkelgeschwindig- 
keit umkreisen, und zwar so, daßZ ins 
Apogäum des Exzenters gelangt, wenn 
M und S in Konjunktion oder Opposi- 
tion stehen, ins Perigäum aber in den | 
Quadraturen. Das ist offensichtlich er- 
füllt, wenn M und das Apogäum A des 
Exzenters immer genau symmetrisch 
zur Richtung ES liegen. Es muß dem- 
nach derWinkelAEM = 2Dsein, also 
durch die Richtung nach der mittleren 
Sonne halbiert werden. Die Länge des 
Apogäums des Exzenters ist demnach 
@«=4— 2D,und A bewegt sich von 
S aus rückläufig. 


Die wichtigsten Konstanten dieser Abb. 7. Schwankung 
Bewegung sind die Exzentrizität des der Mittelpunktsgleichung 
Exzentersunddas Verhältnis der Halb- infolge der Evektion. 


messer von Epizykel und Exzenter. 
ProLzmäÄus leitet diese Größen aus der Beobachtung ab, daß in den Syzygien 
der Betrag der Differenz zwischen wahrer und mittlerer Länge des Mondes bis 
auf 5°, in den Quadraturen aber bis auf 7° 40’ anwachsen kann. In Abb. 7 ist 
der Mondepizykel zweimal gezeichnet, im Apogäum und im Perigäum des 
Exzenters. Die maximalen Beträge der Elongationen des Mondes vom Epi- 
zykelmittelpunkt, also die Amplituden der Mittelpunktsgleichung, sind durch 
die Winkel n, = 5° 0° bzw. 7, = 7° 40’ gegeben. Setzen wir den Halbmesser des 
Exzenters gleich eins, so ist EC = e die numerische Exzentrizität des Exzenters. 
Zwischen ihr und dem Halbmesser r des Epizykels bestehen dann die Be- 
ziehungen 

y 


I+te 


= sin 7, = 0.0872; —— = sinn, = 0.1334, 


3? 
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aus denen leicht 

Y= 0.1055; € = 0.2094 
folgt. In den Syzygien ist cosec 7, = II.47; dieser Wert stimmt innerhalb der 
Genauigkeitsgrenzen mit dem von R der provisorischen Theorie überein. 

Die Bewegung des Epizykels ist damit vollständig beschrieben. Es fehlt jetzt 
noch eine Angabe darüber, wie die Bewegung des Mondes im Epizykel erfolgen 
soll, d.h., von welchem Punkt 
des Epizykels aus die anomalisti- 
sche Bewegung des Mondes zu 
zählen ist. Nennen wir diesen 
Punkt das wahre Abogäum des 
Epizykels, so ergeben sich für 
seine Orientierung tatsächlich 
verschiedeneMöglichkeiten,über 
die nur weitere Beobachtungen 
entscheiden können. Eslägenahe 
zu vermuten, daß daswahre Apo- 
gäum entweder durch den Leit- 
strahl EZ (Abb. 8) von der Erde 
aus oder durch CZ vom Mittel- 
punkt des Exzenters aus auf den 
Epizykel projiziert wird, also 
entweder in F oder Dliegt. Eine 
Entscheidung darüber gelingt 
am besten, wenn sich der Epi- 

Abb. 8. Drehpunkt der Apsidenlinie zykel möglichst in der Mitte 

des Mondbahnepizykels. zwischen dem Apogäum A (Sy- 

zygien) und dem Perigäum // 

(Quadraturen) des Exzenters befindet, also, wenn die Phasengestalt des Mondes 

entweder die Sichelform oder die bikonvexe Form zeigt. Bestimmt man in solcher 

Lage des Epizykels die wahre Länge des Mondes, wenn die mittlere Anomalie 

gerade null ist, so ist durch den Mondort das wahre Apogäum des Epizykels 

gegeben. PTOLEMÄuS findet aus einer Reihe von Beobachtungen, daß das wahre 

Apogäum weder in F noch in D liegt, sondern in dem Punkte G, in den von 

einem festen Punkt O der Apsidenlinie des Exzenters aus der Punkt Z auf den 

Epizykel projiziert wird. Dieser Punkt O hat vom Exzentermittelpunkt C aus 

die Entfernung ze in Richtung auf das Perigäum des Exzenters, so daß die 
Strecke CO durch den Erdort E halbiert wird. | 

Durch diese Festlegung des Punktes O, den man auch als den „Drehpunkt 
der Apsidenlinie des Epizykels“ bezeichnen kann, ist nun auch der theoretische 
Mondort für beliebige Zeiten bekannt. Die der Zeit proportional wachsende 
mittlere Länge des Mondes 


i=hrtne— ih) 


(4, = mittlere Länge zur Epoche 2,) liefert die Richtung EZ vom Erdmittel- 
punkt nach dem Mittelpunkt des Epizykels. Die Richtung EA nach dem Apo- 
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gäum des Exzenters wird erhalten, indem man den ebenfalls mit der Zeit 
gleichmäßig wachsenden Winkel 


p= 2n,(t Dr L,) =%+ 2n,(t ze bo.) 


(n, = mittlere tägliche synodische Bewegung des Mondes, ?, = Zeit der letzten 
Konjunktion in Länge zwischen der mittleren Sonne und dem mittleren Mond) 
in rückläufigem Sinne von EZ aus abträgt. Mit der Exzentrizität e lassen sich 
dann die Punkte C und O auf dieser Richtung abtragen. C ist der Mittelpunkt 
des Exzenters, dessen Halbmesser gleich der Einheit gesetzt werde; der Leit- 
strahl OZ definiert auf dem äußeren Bogen des um Z mit r als Halbmesser be- 
schriebenen Epizykels das wahre Apogäum G. Von ZG aus wird dann, wiederum 
in rückläufigem Sinn, die mittlere Anomalie 


u=nt—L)=Wwt N I) 


(£, = Zeit des letzten wahren Apogäums) auf dem Epizykel abgetragen. Damit 
ist der Mondort gefunden. Die Differenz zwischen der wahren und der mittleren 
Länge.des Mondes ist der Winkel ZEM = £, ihn gilt es aus den unmittelbar 
gegebenen Größen (e, 7, @, u), von denen er offenbar allein abhängt, abzuleiten, 
was folgendermaßen geschieht: 

Die Entfernung o des Epizykelmittelpunkts von der Erde ist eine Funktion 
von 9 allein. Im Dreieck ECZ ist nämlich 


(1; 7) o=ecosp+cosy; sny=esino. 
Auch der Winkel EZO = n hängt nur von © ab, denn es gilt im Dreieck EZO 


oesnn=esin(p—n)=e(sinpcosn —cospsinn), 


also 
e: 
— sin o 
(1; 8) tn = — —. 
Ir Pa: 


Die gesuchte Größe Z£ (Elongation vom Epizykelmittelpunkt) berechnet. man 
dann leicht aus dem Dreieck ZEM, in dem der Winkel ZME=ö=u+n-{ 
ist. Nach dem Sinussatz ergibt sich 


esnö=rsinö=r[sin(u+n)cos& — cos(u + n) sind], 
woraus 
F 
— sin (u + n) 
(19) tgl = = 
U (u+n) 


folgt. Die wahre Länge des Mondes in der Bahn ist dann 
(I; 10) Ley: 
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7. Vergleich der Mondtheorie des PTOLEMÄUS mit der modernen 


Es ist recht aufschlußreich und trägt viel zum Verständnis dieser auf den ersten 
Blick recht künstlich anmutenden Konstruktion bei, wenn man ihre Ergebnisse 
denjenigen der modernen Himmelsmechanik gegenüberstellt. Insbesondere 
wird es auf diese Weise gelingen zu zeigen, daß die Einführung des Drehpunktes 
der Epizykelapsiden gerade an der Stelle O notwendig war, wenn man der be- 
sonderen Erscheinungsform der Evektion gerecht werden will. 

In der modernen Theorie der Mondbewegung wird die wahre Länge des 
Mondes durch eine Reihe mit sehr vielen periodischen Gliedern dargestellt. Hier 
dürfen wir uns auf diejenigen beschränken, deren Amplituden besonders groß 
sind. Diese Glieder sind daher auch schon lange bekannt und führen meist 
besondere Bezeichnungen, die sie aus der Menge der übrigen hervorheben. 
Wenn wir nur diese Glieder berücksichtigen, so lautet die Formel für die wahre 
Mondlänge 


l=4-+ 377.3 sing + 128sin2g -+ --- (Mittelpunktsgleichung) 
+ 76:4sin(2D — g) (Evektion) 
| 


— zosinD parallaktische Gleichung) 
(I; ıı) + 39:5 sin 2D (Variation) 

+ ır2 sing’ (jährliche Gleichung) 

e (Reduktion auf die Ekliptik) 


6.9sin2(l — SR) 


+ 


Hierbei bedeutet, wie schon in Abschn. 6 (Abb. 6), D das Argument des syno- 
dischen Mondumlaufs (das mittlere Mondalter), g die in der modernen Astro- 
nomie vom Perigäum aus gerechnete mittlere Anomalie des Mondes, g’ die der 
Sonne, 4 wie bisher die mittlere Länge, / die wahre Länge des Mondes und $} 
die Länge des aufsteigenden Knotens der Mondbahn. Die Reduktion auf die 
Ekliptik haben wir bereits in Abschn. 5 abgeleitet. Die Variation und die jähr- 
lıche Gleichung, die an Amplitudenbetrag gleich hinter den beiden großen 
schon den Alten bekannten periodischen Ungleichheiten, der Müielpunkts- 
gleichung und der Evektion, rangieren, sind von TYcHo BRAHE entdeckt worden. 

Setzen wir anstatt der Länge in der Bahn (L), deren Berechnung in der alten 
Theorie nach den Formeln (I; 7-10) vor sich ging, die Länge in der Ekliptik, 
so ist, bis auf zu vernachlässigende Glieder höherer Ordnung, 


I=1—-%—-695sin2(l — N). 


Da wir das ı. und 3. Glied der rechten Seite auch in der modernen Theorie an- 
treffen, so kommt es nur noch darauf an, die Größe £ in eine trigonometrische 
Reihe zu entwickeln und die Amplituden ihrer Glieder mit denen von (T; ır) 
zu vergleichen. £ ist eine periodische Funktion der beiden gleichmäßig mit der 
Zeit fortschreitenden Winkelargumente u und @. Diese Argumente kommen 
nach (I;.9) nur in den beiden Kombinationen 


eos {a+n) und a+tn 
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vor, wobei o und 7 Funktionen von 9 allein sind. Setzt man für den Augenblick 
r 
a 


so erscheint (I; 9) in der Form 


ksiny 
t Zu 
8° I-+ Rcosy 
Setzt man hierin 
eiv — eir eir + er i Ie!—eiö 
re En go= Teere®' 


so erhält man, wenn man links mit ei: erweitert, 


et —ı eiv — eriv 


eis ı I = R >: k(e? + e*’) ° 
Aus dieser Gleichung folgt 
I-+ keir 


Bil gi nr, 
ei: — —, 
I— ke*r 


Durch Logarithmieren ergibt sich dann 


236 = In(I + ker) -In(r - ker), 
Aus der Funktionentheorie ist bekannt, daß die Reihe 


en ri ae Re 
n(i+2)=z Fe ma 


konvergiert, wenn die komplexe Zahl z innerhalb des Einheitskreises der kom- 
plexen Ebene liegt. Das trifft für z = ket'r zu, da 7 = 0.1055, 02I-e 
= 0.7906, mithin 

lz|=R= 0.1334. 
Wir dürfen also setzen 


2it=ker— Mer + per... 
2 3 


= ke’r’-+ —Rerir = eos .n a 


oder 
(I; 12) = ksiny- —Rsinay+ Bsinzy 
Von dieser Entwicklung darf man unbedenklich alle Glieder von der 3.Ord- 


nung an vernachlässigen. Da k = r/o von der Größenordnung 0.1 ist, wird die 
Amplitude des Gliedes 3.Ordnung im Mittel etwa Y/sggo, 4.h. im Winkelmaß 
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rund I Bogenminute betragen, also um eine Größenordnung kleiner sein als die 
mutmaßliche Ausdehnung des Unsicherheitsbereichs der antiken Beobachtun- 
gen. Man erhält somit 


* AU ı/r\?2 : 
= —SIn (4 — —|—| sin 2 N ee 
ee (2) u+n)+ 
(I; 13) = binu cosn+ coswsinn) — 


2 
Br = (2) [sin 2u cos2n + coszusin2n] + ---, 


und es handelt sich jetzt nur noch darum, die Abhängigkeit der Größen o und y 
von @ zum Ausdruck zu bringen. Ein Vergleich der Formeln (I; 8, 9) zeigt; 
daß 7 mit e/o und 9 in gleicher Weise zusammenhängt wie Zmitr/oundu-+ 7. 
Die Entwicklung von n(9) läßt sich daher ebenfalls nach dem Muster (I; 12) 
durchführen, und man erhält 


e. I/e\:, 
(I; ı4) nl, 5 sin29-+ +», 
ferner aus (1; 7) 
2 2 
(I; 15) e=ecosp-+ Yı — Aimp=r- regt wagt 


bis zu Gliedern 2.Ordnung in e. Wegen der verhältnismäßig großen Exzentrizi- 
tät des Exzenters (e ist ja von der Größenordnung o.2) würde eine auf vier 
Stellen genaue Entwicklung der von & abhängigen Terme 


cos 7 sin (Z) 0os2r (2) sin 
0 N; 0 N, 0 » 0 N, 


in (1; 13) die Mitnahme ziemlich vieler Glieder erfordern. Um einen ersten 
Überblick zu gewinnen, genügt es aber, wenn wir diese Entwicklung nur bis 
zur 2.Ordnung in r und.e durchführen. Es wird dann 


Y Y ı/r\? 
1; ı6 E= —siınu + —ncos 2) sin2u — °*-, 
(I; 16) 7 [% 5 RZ } u 
und es ist | 


ZtTemg+ 3 NM=esinp-+ -- 


zu setzen. Man erhält dann 


2 
E=r(I —ecosop)sinu-+ resinpcosu — — sin 2u + .-_ 
(1; x7) 
2 


= rsinu - — sin zu + resin (p — pn) +... 
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Nun ist ® die doppelte Differenz der mittleren Längen von Mond und Sonne, 
die wir mit 2D bezeichnet hatten. Ferner bedeutet u die mittlere Anomalie 
des Mondes vom Apogäum aus, während das in (I; ıır) benutzte Argument g 
dieselbe, aber vom Perigäum aus gezählte Größe bedeutet, so daß also 
w=g-+ 180° ist. (I; 17) läßt sich daher auch in der Form 


. y2 
= sing — — sin 2g — resin (2D-g)-— .-- 


schreiben, und es ıst daher 
2 


L=4A+rsing+ —sinzg+resin(@D-g)+ ..., 


Als Hauptglieder der Entwicklung der Mondlänge in der Theorie des PTOLE- 
MÄUS erscheinen daher die Mittelpunktsgleichung und ihre erste Oberschwin- 
gung sowie die Evektion. Die genäherten, bis zur 2.Ordnung in e genauen 
Werte der Amplituden dieser Terme sind dann 


r= 0.1055 = 362.7 (moderner Wert 377-3) ; 
—r = 0.00556 = Ig’I (moderner Wert 128), 
ve = 0.02209 = 75'9 (moderner Wert 76:5), 


geben also die Erscheinung größenordnungsmäßig richtig wieder. Die verhält- 
nismäßig große Diskrepanz zwischen den Amplituden der Mittelpunktsglei- 
chung liegt natürlich zum größten Teil an der Vernachlässigung der höheren 
Entwicklungsglieder — tatsächlich verbessert sich dieser Wert schon bei Be- 
rücksichtigung des nächst höheren, sing enthaltenden Gliedes um 3% auf 
rund 374°. 

Bemerkenswert ist, wie schon angedeutet, daß das Evektionsglied gerade 
durch die besondere Wahl des Apsidendrehpunktes Q in der richtigen Form 
erhalten wird. Läge nämlich O nicht in der Entfernung e vom Erdmittelpunkt, 
sondern in einer anderen Entfernung f, so hätte man, in der gleichen Näherung 
wie. oben, | 

n= [sing 


zu setzen. Die Vereinigung der Glieder rfsin cos u und —recosg sin u, die 
dann in (I; 17) auftreten würden, ergäbe den Ausdruck 


pm ri 


sin (+ 4), 


V 


d.h., außer dem Evektionsglied mit dem Argument @ — u würde noch ein 
weiteres Glied mit dem Argument © + u bzw. 2D + g auftreten, dessen Ampli- 
tude nur verschwindet, wenn f= e ist. Nun gibt es in der modernen Mond- 
theorie tatsächlich einen periodischen Term dieser Art, dessen Amplitude mit 
3.2 aber so klein ist, daß sein Fehlen in der antiken Theorie nicht verwundern 
darf. 
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Die Theorie der Evektion ist zweifellos eine der größten Leistungen des 
PToLEmÄuvSs, die um so mehr hervorgehoben werden muß, als der Weg, der zu 
ihr führte, nicht von gesichertem Standpunkt aus klar vor ihm gelegen hat, 
sondern durch Irrtümer und vorgefaßte Meinungen verschleiert war. Es darf 
nicht übersehen werden, daß die Mondtheorie des PTOLEMÄUS, wenn man sie 
konsequent zu Ende denkt, zu Folgerungen führt, die sich mit den Beobachtun- 
gen keineswegs decken. Während die Darstellung der Mondlängen durch die 
Theorie einigermaßen gelungen ist, erweisen sich alle Schlüsse, die man aus 
dieser Theorie auf die Entfernung des Mondes ziehen könnte, als unverträglich 
mit den beobachtbaren Tatsachen. Aus Abb. 7 erkennt man, daß - in Einheiten 
des Exzenterhalbmessers — die maximale Mondentfernung (in den Syzygien, 
wenn gleichzeitig der Mond im Apogäum steht) I+e-+ r = 1.3149, die mini- 
male dagegen (in den Quadraturen, wenn gleichzeitig der Mond im Perigäum 
steht) 1 — e — r = 0.6851 betragen müßte. Beide Entfernungen verhalten sich 
demnach wie 1.92: I. Der Mond würde also in der größten Erdnähe auch einen 
fast doppelt so großen scheinbaren Durchmesser zeigen als in der größten Erd- 
ferne; ein Umstand, der dem ProLEMmÄus keineswegs hätte entgehen können, 
wenn er ihn in Erwägung gezogen hätte, und der ihm gezeigt haben würde, daß 
seine Theorie keine andere Realität in Anspruch nehmen kann, als die eines 
Rechenschemas zur Berechnung der Bewegung des Mondes in seiner scheinbaren 
Bahn. 


8. Allgemeines über die Theorie der Planetenbewegung 


Der Theorie der fünf eigentlichen Planeten hat ProLemÄvs die letzten fünf 
Bücher des ‚Almagest“ gewidmet. Sie ist, wie die des Mondes, im wesentlichen 
sein eigenes Werk, und zwar trotz mancher Irrtümer, die ihm den Weg zur 
Vertiefung seiner Erkenntnisse verbauten, sicherlich sein bestes. Denn nirgends 
ist er, wie hier, jener grundsätzlichen Lösung des Problems der Himmels- 
bewegungen so nahe gekommen, die fast anderthalb Jahrtausende nach ihm 
von KEPLER gefunden wurde. Damit ist nicht das heliozentrische System ge- 
meint, das (wie schon in Abschn. ı erwähnt) für den Aufbau eines geometrisch- 
kinematischen Modells der Planetenbahnen nicht von ausschlaggebender Be- 
deutung ist, sondern vielmehr der Übergang von den gleichmäßig-kreisförmigen 
Bewegungen der antiken Astronomie zu den ungleichförmig durchlaufenen 
Ellipsen der KEpLeErschen Gesetze. Nicht daß ProLemäÄus, der noch grund- 
sätzlich an dem Prinzip der gleichmäßigen Kreisbewegungen festhielt, diesen 
Übergang bereits gesehen oder auch nur geahnt hätte; aber seine theoretische 
Geschicklichkeit, die mitunter vom Hauch des Genialen gestreift wird, führte 
ihn doch bis an jenen Punkt, von dem aus nur ein kleiner Schritt genügt hätte, 
um ihm den Ausblick auf die richtige Lösung zu eröffnen. Schon der nächste 
Abschnitt wird das zeigen. 

Wie die Mondbahn, so lassen sich auch die Bahnen der Planeten durch zwei 
Ungleichheiten beschreiben, von denen die eine wieder durch einen exzen- 
trischen Kreis, die andere durch einen Epizykel dargestellt wird. Anders als 
beim Mond bietet sich die Entscheidung darüber, welche der beiden perio- 
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dischen Bewegungen durch das eine oder das andere dieser mathematischen 
Hilfsmittel beschrieben werden soll, durch die Form der scheinbaren Planeten- 
bahnen von selbst dar. Die Planetenbewegung erfolgt im allgemeinen recht- 
läufig, d.h. im gleichen Sinne wie die Bewegung von Sonne und Mond; sie wird 
aber in periodisch wiederkehrenden zeitlichen Abständen für eine Weile rück- 
läufig. Das läßt die Annahme 
gerechtfertigterscheinen, daB 
der Planet sich rechtläufig 
auf einem Epizykel bewegt, 
dessen Mittelpunkt ebenfalls 
rechtläufig auf einem Kreis, 
dem Deferenten, um die Erde 
herumgeführt wird. Die Mög- 
lichkeit der mathematischen 
Beschreibung der Planeten- 
bewegung in Länge auf diese 
Art hatte schon APOLLONIUS 
fast 400 Jahre vor PTOLEMÄUS 
gelehrt. PTOLEMÄUS zeigte, 
daß die scheinbare, d.h. von 
der Erde aus gesehene, Be- 
wegung des Epizykelmittel- 
punkts nicht gleichförmigist, 
sondern, ähnlich wie die 
Bahngeschwindigkeit der Abb. 9. Bewegung der inneren Planeten. 
Sonne, von der Länge ab- 

hängt. Diese zweite Ungleichförmigkeit kann dadurch erklärt werden, daß der 
Deferent ein exzentrischer Kreisist, sein Mittelpunkt also nicht mit dem Mittel- 
punkt der Erde zusammenfällt. Diese Hypothese wird dadurch bestätigt, daß 
die scheinbare Größe des Epizykels schwankt und ein Maximum im Perigäum, 
ein Minimum im Apogäum des Exzenters annimmt. 

Die Bewegung des Planeten im Epizykel erfolgt, vom Epizykelmittelpunkt 
aus gesehen, gleichförmig. Die Bewegung des Epizykelmittelpunktes dagegen 
erweist sich, den Beobachtungen zufolge, als ungleichförmig, sowohl von der 
Erde aus gesehen als auch vom Mittelpunkt des Deferenten aus. Sie erscheint 
aber gleichmäßig, wenn man sie von einem noch zu bestimmenden Punkte der 
Apsidenlinie des Deferenten, dem punctum aeguans, aus betrachtet. Das punctum 
aequans (F in Abb.g und Io) kann also als Drehpunkt eines Leitstrahls an- 
gesehen werden, der sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit dreht und da- 
bei den Epizykelmittelpunkt auf dem Exzenter herumführt. Die Bewegung des 
Planeten läßt sich daher auf Grundlage dieses Mechanismus durch zwei sich 
überlagernde gleichförmig-periodische Bewegungen darstellen: Die miitlere Be- 
wegung in Länge, die durch die Drehung des Leitstrahls um das punctum 
aequans erzeugt wird, und die Bewegung in Anomaiie, die dem Umlauf des Pla- 
neten auf dem Epizykel entspricht. 

Die Perioden dieser beiden gleichförmigen Kreisbewegungen leitete PTOLE- 


IT 
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MÄUS direkt aus’ den Daten ab, die ihm aus genügend weit zurückliegenden 
Beobachtungen zur Verfügung standen. Die Periode der mittleren Bewegung 
in Länge, also die Umdrehungszeit des Leitstrahls in bezug auf den Frühlings- 
punkt, ist gleich der mittleren tropischen Umlaufszeit des Planeten durch die 
Tierkreiszone. PTOLEMÄuS findet hierfür bei Merkur und Venus genau ein 
tropisches Jahr, wasschon aus 
der Tatsache folgt, daß diese 
beiden Planeten sich ständig 
in der näheren Umgebung der 
Sonne aufhalten; sie müssen 
daher auch die gleiche mittlere 
Geschwindigkeit haben wie 
diese. Für Mars und Jupiter 
errechnet er die Perioden 
1%3224 bzw. 1123134, die mit 
den modernen Werten bis auf 
Tagesbruchteile übereinstim- 
men. Für Saturn erhält er 
29°1584, einen Wert, der gegen 
den modernen um rund 3 zu 
groß ist. 

Die Periode der Bewegung 
in Anomalie, also die Umlaufs- 
zeit im Epizykel in bezug auf 

Abb. ı0. Bewegung der äußeren Planeten. dessen Apogäum, ist offenbar 
identisch mit dem mittleren 

Zeitraum, indem die Erscheinung der Rückläufigkeit wiederkehrt. Daß diese 
Periode bei allen Planeten aufs engste mit dem Lauf der Sonne gekoppelt ist, 
war den Alten wohlbekannt, ebenfalls, daß diese Koppelung bei Merkur und 
Venus eine andere Form hat als bei den drei „äußeren“ Planeten. Im Almagest 
finden wir diese Zusammenhänge durch folgende Sätze festgelegt: | 


I. Bei den inneren Planeten (Merkur und Venus) ist die mittlere Länge des 
Epizykelmittelpunkts stets gleich der mittleren Länge der Sonne. Das bedeutet 
also, daß die Leitstrahlen, die die Epizykelmittelpunkte dieser beiden Planeten 
auf ihren Exzentern herumführen, stets dem Leitstrahl der mittleren Sonne 
parallel sind (Abb. 9). 


2. Bei den äußeren Planeten (Mars, Jupiter, Saturn) ist der Leitstrahl, der 
den Planeten auf dem Epizykel herumführt, dem Leitstrahl der mittleren 
Sonne stets parallel. Wenn also (Abb. 10) E die Erde, Z den Epizykelmittel- 
punkt und P den Ort des Planeten bedeutet, und wenn ferner ES die Richtung 
nach der mittleren Sonne angibt, so ist ZP immer parallel ES und daher 
& = ß. Hieraus aber folgt weiter: 


a) Der Planet erreicht das Apogäum ZH des Epizykels, wenın«=ß= 0 ist, 
der Planet also mit der mittleren Sonne in Konjunktion steht. 
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b) Der Planet erreicht das Perigäum G des Epizykels, wenn & = ß = 180° 
ist; er steht dann zur mittleren Sonne in Opposition und befindet sich gleich- 
zeitig in der Mitte seiner Rückläufigkeitsstrecke. 


c) Ist die Umlaufszeit von Z auf dem Exzenter gegeben, so ist damit auch die 
Umlaufszeit des Planeten auf dem Epizykel bekannt. Diese ist offenbar mit 
der synodischen Umlaufszeit des Planeten, d.h. also mit der mittleren Dauer 
der Zwischenzeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden Konjunktionen (oder 
Oppositionen) des Planeten in bezug auf die Sonne identisch. 

. Zwischen der synodischen Umlaufszeit S, der tropischen Umlaufszeit U des 
Planeten und dem tropischen Sonnenjahr 7 gilt die Beziehung 


UT 
(I; 18) dt 


die der für die entsprechenden Perioden des Mondes gültigen Formel (IT; 3) 
äquivalent ist. Ptolemäus findet für die Perioden in Anomalie, also die syno- 
dischen Umlaufszeiten der fünf Planeten folgende Werte, die, von hier nicht 
wiedergegebenen Tagesbruchteilen abgesehen, mit den modernen überein- 
stimmen: 
| Merkur ıı6@ Mars 2?504 
Venus 5844 Jupiter 1? 344 
Saturn 1213, 


Aus den Perioden folgen die mittleren täglichen Bewegungen in Länge (%,) 
und in Anomalie (»,), die nach PTOLEMmÄUS und nach modernen Bestimmungen 
(NEwcoMB 1900) die nachfolgenden Zahlenwerte ergeben: 


Planet N, (ProLzmÄus) | n, (NEwcomgB) |n, (ProLEmävs) | N, (Newcomp) 
Merkur 3548°29 3548733 11184: 12 11184°'23 
Venus 3548.29 3548.33 2219.43 2219.48 
Mars 1886” 61 188666 1661? 67 1661767 
Jupiter 299.24 229.27 3249.05 3249.06 
Saturn 120.56 120.60 3427.73 3427.73 


Bei den mittleren Bewegungen in Länge fällt auf, daß die antiken Werte 
systematisch um 0:03 bis 0705 (im Mittel 004) unter den modernen liegen. Das 
rührt davon her, daß PToLEMmÄvs bei der Reduktion der Beobachtungen, die 
sich über mehrere Jahrhunderte erstreckten, einen falschen Wert der Präzession 
benutzt und daher den Anfangspunkt der Längenzählung, den Frühlingspunkt, 
falsch angesetzt hat. Seine Präzession (36”’ jährlich) beträgt täglich o’ıo, wäh- 
rend der richtige Wert (50’’ jährlich) 014 ergibt, so daß also alle seine mitt- 
leren täglichen Bewegungen in Länge um 0704 zu klein ausfallen. Von diesem 
systematischen Fehler abgesehen, sind also sämtliche n,-Werte bis auf eine 
Hundertstel-Bogensekunde genau. Die x, für die inneren Planeten entsprechen 
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natürlich der mittleren täglichen Bewegung der Sonne (no); für die äußeren 
Planeten besteht die Beziehung 


N; - N, = KoR 
die aus (I; 18) hervorgeht, wenn man 


22T 22T DIT 
nN=— Ma No=— = 3548°29 (3548733) 


setzt. Die von PTOLEMÄUS abgeleiteten Perioden sind erstaunlich genau, wenn 
man bedenkt, daß ein Fehler von o?or täglich in hundert Jahren auf nur etwa 
6 Bogenminuten anwächst, einen Betrag, der sicher noch innerhalb der Ge- 
nauigkeitsgrenzen der primitiven antiken Beobachtungsmethoden liegt. Nur in 
den anomalistischen Bewegungen des Planeten Merkur ist der Fehler etwas 
größer, entsprechend den großen Schwierigkeiten, die bei der Beobachtung 
dieses sonnennahen Planeten obwalten. 

Die Theorie. der Planetenbewegung ist von PTOLEMÄUS zunächst, ebenso wie 
die des Mondes, unter der vereinfachenden Annahme durchgeführt worden, daß 
die Bahnebenen in der Ekliptik liegen. Zur Erklärung der scheinbaren Bewe- 
gung der Planeten in Breite, d.h. der nördlichen und südlichen Abweichungen 
der Planetenörter von der Ekliptik, nimmt ProLemÄvs Neigungen der Ebenen 
des Exzenters bzw. des Epizykels gegen die Ekliptik an. Den Einfluß dieser Bahn- 
neigungen auf die Bewegungen in Länge hält er durchweg für unmerklich. Wir 
wissen von der Mondtheorie her, daß dies streng genommen nicht der Fall ist; 
da die Neigungen der Planetenbahnebenen aber (abgesehen von der des Mer- 
kur) kleiner sind als die der Mondbahn, ist die Vernachlässigung der „Reduk- 
tion auf die Ekliptik“ hier noch weniger fühlbar als dort. Auf die Wiedergabe 
der Methoden der Neigungsbestimmung, die im letzten Buch des Almagest 
beschrieben werden, kann hier verzichtet werden, da sie von sekundärem 
Interesse sind. | 


9. Theorie und Bahnbestimmung der Venus 


PToLEemäÄvs beginnt seine Darlegungen über die Bewegung der einzelnen Pla- 
neten mit der Theorie des Merkur. Wir wollen, abweichend von dieser Reihen- 
folge, den Vorrang der Venus geben, deren Bahnform auch für die drei äußeren 
Planeten als Vorbild gedient hat, während Merkur infolge besonderer Um- 
stände eine abweichende Behandlung erforderte. 

Bei der Bahnbestimmung der Venus konnte sich PTOLEMÄUS auf Beobach- 
tungen des Planeten in seinen größten Elongationen von der Sonne stützen. 
In Abb. gsei A/I die Apsidenlinie des Exzenters. Auf ihr liegen das Apogäum 4, 
das Perigäum /J, der Exzentermittelpunkt M, die Erde E und an noch genauer 
zu bestimmender Stelle das punctum aequans F. Zu einer bestimmten Zeit 
möge der Mittelpunkt des Epizykels den Ort Z einnehmen und damit den geo- 
zentrischen Winkelabstand y östlich vom Apogäum haben. Die entsprechende 
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vom punctum aequans aus gesehene Distanz wird durch den Winkel @ dar- 
gestellt, der — entsprechend der Definition des punctum aequans - der Zeit 
proportional wächst. Ist w die Länge des Apogäums des Exzenters, soist + © 
die mittlere Länge des Epizykelmittelpunktes, die nach Satz ı des vorigen Ab- 


Z 


Abb. ıı. Bestimmung der Elemente der Venusbahn 
aus größten Elongationen. 


schnitts gleich der mittleren Länge der Sonne ist. Zieht man also durch E eine 
Parallele zu dem Leitstrahl FZ, so zeigt dieser nach dem Ort der mittleren 
Sonne (5 ) in der Ekliptik. 

Die Aufgabe, Lage des Apogäums, Exzentrizität des Exzenters und Halb- 
messer des Epizykels (ausgedrückt in Einheiten des Exzenterhalbmessers) zu 
bestimmen, kann gelöst werden, wenn es gelingt, in verschiedenen Positionen 
des Epizykels seine scheinbare (d.h. von der Erde aus gesehene) Größe zu 
messen. Ist (Abb. ıı) V, der Ort des Planeten in einer seiner größten östlichen 
Elongationen vom Epizykelmittelpunkt, so ist EV, die von der Erde aus an 
den Epizykel gelegte Tangente und der WinkelZEV, = e der scheinbare Halb- 
messer des Epizykels. Dieser Winkel ist nicht direkt meßbar. Dagegen ist die 
Richtung ES nach der mittleren Sonne aus der Sonnentheorie bekannt. Dieser 
Strahl bildet mit EV, den Winkel n. und mit der anderen Tangente EV, 
(Venus in der größten westlichen Elongation bei gleicher Position des Epizykels) 
den Winkel 7, und es ist dann 


Not No 2E- 
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ProLemÄus bezeichnet die Winkel n, und n,, als größte östliche und west- 
liche Elongation des Planeten von der mittleren Sonne und bestimmt sie, indem 
er, den Lauf des Planeten verfolgend, das Maximum der scheinbaren Längen- 
differenz zwischen Planet und mittlerer Sonne feststellt. Die Ermittlung der 
Lage der Apsidenlinie, d.h. die Länge des Apogäums des Exzenters, beruht 
dann auf folgender Überlegung: Es sei festgestellt worden, daß bei der Stellung 


S der mittleren Sonne der Planet seine größte östliche Elongation mit dem Be- 


trage n, erreichte und daß bei einer anderen Stellung S’ der mittleren Sonne 
der Planet in V,„ eine größte westliche Elongation von gleichem Betrage 
(7. = N) zeige. Das ist aus Symmetriegründen nur möglich, wenn die Apsiden- 
linie AII den Winkel zwischen EV, und EV,, halbiert. ProLeMÄus findet 
unter seinen Beobachtungen folgendes Paar derartiger Elongationen: 


132 März 7, 78 abends: Länge der Venus 31° 30° 
Länge der mittleren Sonne 344 15 
somit: gr. östliche Elongation 47 15 


140 Juli 30, 4t 30 früh: Länge der Venus 78° 30' 
Länge der mittleren Sonne I25 45 
somit: gr. westliche Elongation 47 15 


Die Länge der Apsiden liegt demnach bei — (31:5 + 78°5) = 55° bzw. 235°. 


Die Entscheidung darüber, welcher der beiden einander gegenüberliegenden 
Ekliptikpunkte (55° und 235°) als Apogäum und welcher als Perigäum anzu- 
sehen ist, ferner die Berechnung der Exzentrizität e des Exzenters und des 
Halbmessers » des Epizykels in Einheiten des Exzenterhalbmessers, folgen dann 
aus der Analyse solcher Elongationen, bei welchen die mittlere Sonne und 
damit auch der Epizykelmittelpunkt in den Apsiden oder wenigstens in deren 
unmittelbarer Nähe stehen. Diese Bedingungen erfüllt folgendes Paar von 
Elongationen: 


129 Mai 20, 5b früh: Länge der Venus 10° 36’ 
Länge der mittleren Sonne 55 24 
somit: gr. westliche Elongation 44 48 


136 Nov. ı8 abends: Länge der Venus 282° 50’ 
Länge der mittleren Sonne 235 30 
somit: gr. östliche Elongation 47 20 


Der Epizykelhalbmesser erscheint also in der letzteren Position um 2° 32’ 
größer als in der ersteren; mithin liegt das Apogäum des Exzenters in 55°, das 
Perigäum in 235° Länge. | 

Exzentrizität und Epizykelhalbmesser bestimmen sich dann nach der 
gleichen Methode wie beim Mond (Abb. 7), wobei 


Na = 44° 48; 1 = 47° 20' 
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zu setzen ist. Die einfache Rechnung ergibt dann 
Y= 0.7196; e = 0.0213I. 


ProLEmÄvs erhält bei geringerer Rechengenauigkeit die hiermit nahe über- 
einstimmenden Werte r = 0.719 und e = 0.0208 bzw., wenn man eine letzte 
Abrundung vermeidet, die er vor Errechnung des Endresultats noch vor- 
genommen hat, e = 0.0211. 

Nachdem diese Konstanten festliegen, kann auch die wichtige Frage nach 
der Lage des dunctum aeguans auf der Apsidenlinie beantwortet werden, und 
zwar mit Hilfe von Elongationspaaren, bei welchen der Fahrstrahl des Epi- 
zykelmittelpunktes mit der Apsidenlinie einen rechten Winkel bildet. Abb. 12 
stellt einen solchen Fall dar, und PToLemÄus beobachtete folgende Elonga- 
tionen, die ihm entsprechen: 


134 Febr. 18,66 früh: Länge der Venus 281° 55 
Länge der mittleren Sonne 325 30 
somit: gr. westliche Elongatiin 43 35 


140 Febr. 18, 5t30M abends: Länge der Venus 13° 50° 
Länge der mittleren Sonne 325 30 
somit: gr. östliche Elongation 48 20 


Der Ort der mittleren Sonne ist beide Male der gleiche und vom Apogäum des 
Exzenters (55°) um @ = 89° 30’ nach Westen entiernt. Dieser Winkel gibt 
gleichzeitig die Richtung des Fahrstrahls FZ in bezug auf die Richtung nach 
dem Apogäum an. Die geozentrische Länge des Epizykelmittelpunktes ist 
gleich dem arithmetischen Mittel der beiden beobachteten Planetenlängen, 
also 327° 52:5. Der geozentrische Winkelabstand des Epizykelmittelpunktes 
vom Apogäum nach Westen ist demnach y = 87° 7:5. 

In Anbetracht der Kleinheit der Exzentrizität begehen wir keinen merk- 
lichen Fehler, wenn wir @ auf volle 90° abrunden, dafür aber auch dem Win- 
kel w eine Korrektion von 30’ hinzufügen. Wir setzen also 


| P= 90°; y= 87° 375. 
Im Dreieck EMZ ist dann nach dem Sinussatz, wenn wir MZ = I Setzen, 
sinö=esiny. 


Mit dem früher gefundenen e = 0.02131 erhalten wir dann & = 1° 13:2 und 
somit für den Kathetenwinkel xy = w-+ £ des rechtwinkligen Dreiecks FMZ 
88° 50.7. Der Abstand FM = f des punctum aequans vom Exzentermittel- 
punkt ist dann 

= c0s% = 0.02013. 


Es ist also, weit innerhalb der durch die Unsicherheit der Beobachtungsdaten 
gewährleisteten Grenzen, f = e. PrToLEMÄus faßt dieses wichtige Ergebnis in 
den Satz zusammen: Der Mütelpunkt des exzenirischen Kreises halbiert die 
Strecke zwischen der Erde und dem punctum aequans. Dieser Satz gewinnt an 
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Gewicht dadurch, daß PTOLEMÄvS ihn auch für die drei äußeren Planeten un- 
verändert übernehmen konnte, ohne damit in Widerspruch mit der Erfahrung 
zu geraten. Nur beim Planeten Merkur gelangte er zuabweichenden Ergebnissen. 
Für uns, die wir über die Vorgänge im Planetensystem eine exaktere Vor- 
stellung haben, kann Deutung und Rechtfertigung dieses Satzes nicht zweifel- 
haft sein: An Stelle des exzen- 
trischen Kreises, auf dem sich 
der Epizykelmittelpunkt be- 
wegt, tritt in der modernen 
Theorie eine Ellipse, und zwar 
im Falle der inneren Planeten 
die Sonnenbahn (Erdbahn), im 
Falle der äußeren Planeten die 
Planetenbahn selbst. Die bei- 
den Punkte E und F, die auf 
der Apsidenlinie symmetrisch 
zum Mittelpunkt der Ellipse 
M liegen sind dieBrennpunkte. 
Hierzu mögen noch zwei Er- 
läuterungen eingeschaltet wer- 
den: 
Abb. ı2. Bestimmung I. Ellipsen mit sehr kleinen 
der Lage des punctum aequans,. Exzentrizitäten sind von Krei- 
sen nur schwer zu unterschei- 
den. Setzen wir die große Halbachse einer Ellipse gleich eins, so ist die kleine 


Halbachse : 
a 


Im Falle des Venusbahnexzenters, wo e = 0.02 ist, würde also die kleine Halb- 
achse von der großen nur um den 5oooten Teil ihres Betrages abweichen. Bei 
der hier angestrebten geringen Genauigkeit ist also die geometrische Form des 
Exzenters mit genügender Annäherung die eines Kreises. 


2. Wir werden im nächsten Kapitel bei der Untersuchung der Planeten- 
bewegung nach den KEpLERSschen Gesetzen bestätigt finden, daß der zweite 
Brennpunkt der Bahnellipse tatsächlich die Eigenschaften eines punctum 
aequans besitzt, wenn wir Abweichungen von der 2. und den höheren Ordnungen 
in der Exzentrizität vernachlässigen. Tatsächlich wird sich zeigen, daß sich der 
vom zweiten Brennpunkt der KrpLerschen Ellipse aus gezogene Fahrstrahl 
nahezu gleichförmig dreht, wenn die Exzentrizität klein ist. Dies bestätigt uns, 
daß ProLEmÄus bei der Formulierung seiner Planetentheorien eine überaus 
glückliche Hand gehabt hat. Vorausgesetzt, daß man auf dem Standpunkt der 
antiken Astronomie beharrt, die das geozentrische System und die gleichför- 
mige Kreisbewegung der Himmelskörper zum Prinzip erhoben hatte, läßt sich 
kaum eine Lösung denken, die so tief in das Wesen der Dinge eindringt wie 
gerade diese. 
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Es bleibt nun noch übrig, die numerischen Ergebnisse der Analyse der Venus- 
bewegung durch PTOLEMÄuS einer kritischen Prüfung zu unterwerfen, indem 
man sie mit den modernen Daten vergleicht. DemEpizykel der Venusbahn ent- 
spricht in der modernen Theorie die Bahn des Planeten um die Sonne. Da die 
Exzentrizität dieser Bahn sehr klein ist (etwa 1/147), so darf man den Epizykel 
ohne wesentlichen Fehler als Kreis ansehen, in dessen Mittelpunkt die Sonne 
steht. Der Exzenter wäre dann also mit der Sonnenbahn, der Epizykelmittel- 
punkt mit dem wahren Ort der Sonne zu identifizieren. 

Die Länge des Epizykelhalbmessers (nach PrTOLEmMÄUS rund 0.72) stimmt 
mit dem modernen Wert für die große Halbachse der Venusbahn (0.7233 Astro- 
nomische Einheiten) ausgezeichnet überein. Weniger gut ist die Übereinstim- 
mung zwischen den Elementen des Exzenters und denen der Sonnenbahn (der 
Erdbahn im heliozentrischen System). Die Exzentrizität der Erdbahn, heute 
0.0167, betrug z.Z. des PTOLEMÄUS 0.0176 und war daher merklich kleiner als 
die von ihm gemessene Exzentrizität des Venusexzenters. Auch die Länge der 
Apsiden ist etwas verschieden: Während PToLEmäÄus für die Länge des Apo- 
gäums des Venusexzenters 55° ermittelt, liefert die moderne Theorie für die 
ihm entsprechende Perihellänge der Erdbahn rund 71°, wenn wir von dem heu- 
tigen Wert (102°) mit der säkularen Änderung der Perihellänge (62’’ jährlich) 
um 1800 Jahre zurückgehen. Die von PTOLEMÄvuSs bestimmte Apogäumslänge 
der Sonnenbahn liegt mit 65°5 dazwischen. 

Alles in allem sind diese Unterschiede verhältnismäßig klein. Besonders kann 
bei der Bestimmung der Apsidenlage, die bei so kleiner Exzentrizität recht 
schwierig und ungenau ist, ein Fehler von ı6° kaum als ungewöhnlich groß 
angesehen werden, wenn wir die primitiven Beobachtungsmethoden jener Zeit 
berücksichtigen. Eher könnte man sich wundern, warum PToLEmÄvs auf 
Grund dieser größenordnungsmäßigen Übereinstimmung den naheliegenden 
Gedanken nicht aufgegriffen hat, daß die Sonne wirklich im Mittelpunkt des 
Venusepizykels steht und Venus somit als Trabant die Sonne umkreist. Wir 
dürfen aber nicht übersehen, daß ProLEmÄvs ja die Sonnentheorie von 
HıpparcH übernommen hat, die - abgesehen von der nahen Übereinstimmung 
in der Länge der Apsiden - in dieses Bild nicht hineinpaßt. Denn das punctum 
aequans der Sonnenbahn liegt ja nach dieser Theorie im Exzentermittelpunkt, 
und es ergeben sich dadurch grundsätzliche Unterschiede zwischen den Me- 
chanismen beider Bahnen. Wäre PrToLEmÄus auf den Gedanken gekommen, 
auch die Sonnenbahn auf ihrem Exzenter durch einen Leitstrahl herumzufüh- 
ren, dessen Drehpunkt im symmetrischen Gegenpunkt der Erde in bezug auf 
den Exzentermittelpunkt läge, so hätte ihm die Identität der Sonnenbahn mit 
dem Venusexzenter kaum entgehen können, zumal die von ihm errechnete 
Exzentrizität der Sonnenbahn (1/24 = 0.0417) genau gleich der doppelten 
Exzentrizität des Venusexzenters ist, so daß in beiden Bahnen der Abstand der 
Erde vom punctum aequans denselben Betrag hat. Zu einer derartigen An- 
gleichung der Sonnentheorie an die Theorie der Planeten lag aber wohl für 
PrToLEemäÄvs kein hinreichender Grund vor, da sie keine fühlbare Verbesserung 
in der Darstellung der Sonnenlängen mit sich gebracht hätte. Lediglich die 
Schwankung der Sonnenentfernung, die in der von ihm bevorzugten Theorie 
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um das Doppelte zu groß war, wäre dadurch auf das richtige Maß reduziert 
worden. Ähnlich wie in der Mondtheorie, hätte eine genaue Messung des schein- 
baren Sonnendurchmessers ihn zu einer kritischen Überprüfung seiner Hypo- 
thesen veranlassen können. Im Gegensatz zu dort sind allerdings hier diese 
Schwankungen so geringfügig, daß sie seiner Beobachtungskunst wohl kaum zu- 
gänglich gewesen wären. 

Ein weiterer Punkt, auf den wir hier noch kurz eingehen müssen, betrifft die 
Bewegung der Apsiden des Exzenters. Im Falle der Sonnenbahn war diese dem 
PrToLemÄus entgangen, so daß er den Abstand des Sonnenapogäums vom 
Frühlingspunkt für konstant hielt, obwohl ihm alte Beobachtungen zur Ver- 
fügung standen, aus denen er das Vorrücken der Apsiden hätte ableiten können. 
Bei der Venus fehlten ihm solche Vergleichsmöglichkeiten. Er nahm daher für 
diesen wie auch für die übrigen Planeten ohne weitere Prüfung jenen Befund 
an, den ihm die Analyse der Bahnbewegung des Merkur geliefert hatte. Hier 
fanden sich alte Angaben, die zum Teil 400 Jahre zurückreichten und aus denen 
er ableitete, daß das Apogäum des Merkurexzenters in bezug auf die Fixsterne 
ruhe, sich also in bezug auf den Frühlingspunkt mit derjenigen Geschwindig- 
keit rechtläufig bewege, die durch die Konstante der Präzession gegeben ist. In 
Wirklichkeit gibt es auch eine Verlagerung der Apsiden in bezug auf das Fix- 
sternsystem, aber diese ist beträchtlich kleiner als die Präzessionsbewegung und 
bei der Venus fast verschwindend klein. Jedenfalls ist der Ansatz, die Länge des 
Apogäums der Planetenexzenter ebenso wie die der Fixsterne um die Präzession 
wachsen zu lassen, bedeutend besser als derjenige, den er in der Sonnentheorie 
versucht hat. 


Io. Theorie und Bahnbestimmung der äußeren Planeten 


Wie schon weiter oben ausgeführt wurde, ist die Theorie der drei äußeren Pla- 
neten bei PTOLEMÄvS formal die gleiche wie bei der Venus, abgesehen von der 
abweichenden Koppelung der Bahnbewegung mit der Bewegung der Sonne. 
Insbesondere wird das punctum aequans auf der Apsidenlinie des Exzenters 
genauso definiert wie bei Venus: Auch hier wird die Strecke zwischen diesem aus- 
gezeichneten Punkt und der Erde durch den Mittelpunkt des Exzenters halbiert. 

Zur Bestimmung der Bahnelemente läßt sich die bei Venus befolgte Methode 
nicht anwenden, da die Beobachtung der Planeten in ihren größten Elonga- 
tionen vom Epizykelmittelpunkt auf Schwierigkeiten stoßen würde. Dafür er- 
weisen sich hier die Odpositionen zur mittleren Sonne als bequem und genau 
beobachtbare Stellungen, die sich gut zur Ableitung der Exzenterkonstanten 
eignen. Da nämlich (siehe Abschn. 8, Satz 2b) der Planet während der Oppo- 
sition zur mittleren Sonne stets den erdnächsten Punkt des Epizykels durch- 
läuft, ist in diesem Zeitpunkt die Richtung von der Erde nach dem Planeten 
gleichzeitig auch die nach dem Epizykelmittelpunkt. Durch Messung der Pla- 
netenlängen bei verschiedenen Oppositionen gewinnt man also sichere Längen 
des Epizykelmittelpunktes, mit deren Hilfe man Apogäumslänge und Exzen- 
trizität des Exzenters ableiten kann. 
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PTOLEMÄUS zeigt, daß diese Aufgabe lösbar ist, wenn drei beliebige Oppo- 
sitionsörter nach Länge und Zeit gegeben sind. Dieses Bahnbestimmungs- 
problem entspricht im wesentlichen dem, das wir im Zusammenhang mit der 
Mondtheorie gelöst haben. Auch dort waren drei Oppositionsörter (Mondfinster- 
nisse!) nötig, um diese beiden Bestim- 
mnungsstücke des Exzenters zu berech- 
nen. Der hier vorliegende Fall ist aber 
in einem entscheidenden Punkt schwie- 
riger. In der provisorischen Mondtheo- 
rie wurde angenommen, daß das punc- 
tum aequans im Mittelpunkt des Ex- 
zenters liege, der Epizykelmittelpunkt 
also mit gleichförmiger Geschwindig- 
keit den Exzenter umlaufe. Hier 
dagegen bewegt sich dieser Punkt un- 
gleichförmig schnell, da der Drehpunkt 
des Leitstrahls, der ihn mit konstanter 
Winkelgeschwindigkeit auf dem Ex- 
zenter herumführt, außerhalb des Ex- 
zentermittelpunktes liegt. Die hier- 
durch bedingte Komplikation bringt 
es mit sich, daß man eine strenge 
Lösung des Problems nicht direkt an- 
geben kann. Die Art und Weise, in 
der PTOLEMÄUS diese neu auftretende 


Schwierigkeit durch eine Näherungs- Abb. 13. Bahnbestimmung 
und Hypothesenrechnung umgeht, eines äußeren Planeten 
würde einem modernen Mathematiker aus drei Oppositionen. 


alle Ehre gemacht haben. Sein Ver- 

fahren kann als das älteste Vorbild der Bahnbestimmungsmethoden unserer 
Zeit (siehe Kapitel VIII und IX) angesehen werden, die ebenfalls auf dem 
Wege sukzessiver Näherungen zum Ziele führen. 

Es sei (Abb. 10) G der Oppositionsort eines der äußeren Planeten und EK 
die gleichzeitige (EG entgegengesetzte) Richtung nach der mittleren Sonne. Die 
beobachtete Länge / von G, gleich der Länge + y des Epizykelmittelpunktes 
Z, ist dann gleich der um 180° vermehrten oder verminderten Länge der mitt- 
leren Sonne. Die geozentrisch gesehene Apogäumsdistanz von Z ist durch den 
Winkel w gegeben, die vom punctum aequans aus gesehene aber durch den 
mit der Zeit proportional wachsenden Winkel o. Sind drei Oppositionsörter G, 
bzw. Z,(t = I, 2, 3) vorgelegt und bezeichnen wir auch bei den übrigen Größen 
die Zugehörigkeit zu diesen Örtern mit den gleichen Indizes, so sind bekannt: 


I. die Differenzen 
Y=-m-yeh-h; Bey ph 


aus den beobachteten Planetenlängen; 
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2. die Differenzen 


= mn - Mm th) = mn db), 


die den Zwischenzeiten proportional sind, wobei #,, die mittlere tropische Be- 
wegung des Planeten in der Zeiteinheit, auf Grund der Tabelle S. 45 als bekannt 
vorausgesetzt werden darf. 

In Abb. 13 seinun A/I die Apsidenlinie, auf der die Punkte E und F mit dem 
noch unbekannten Abstand e beiderseits des Exzentermittelpunktes M auf- 
getragen sind. Um F als Mittelpunkt sei ein Hilfiskreis geschlagen, dessen Halb- 
messer, ebenso wie der des Exzenters, gleich der Längeneinheit sei. Die Leit- 
strahlen FZ;, die vom punctum aequans zu den auf dem Exzenter liegenden 
Epizykelmittelpunkten Z, führen und miteinander die bekannten Winkel ö, und 
ö, bilden, treffen den Hilfskreis in den Punkten Q,. Wären diese Punkte von der 
Erde E aus anvisierbar, somit die von den drei Richtungen E0, gebildeten 
Winkel y] und y, durch Beobachtung bekannt, so wäre die Aufgabe der Bahn- 
bestimmung, wie ein Vergleich mit Abb. 5 lehrt, auf die der Bestimmung der 
provisorischen Mondbahn zurückgeführt. Das gleiche Formelsystem, das dort 
aus den gegebenen Winkeln «, ß, y, ö die unbekannten Winkel Z, y und 

= & + y sowie die Strecke R zu berechnen gestattete, könnte hier benutzt 
werden, um aus Öj, Ög, 7%, 9 die Winkel w;, &5 und 9, = yg; + [5 sowie die 
(R entsprechende) Strecke EF = 2e zu bestimmen. Gemäß den Formeln 
(I; 5, 6) in Abschnitt 5 wäre dann 


(1; 19) 
sin y, sin (ö3 — y3) — sin y; sin (6, — Yı) 
EV ae ro nee 
cos y] sin (ö3 — Y3) + cos yz sin (6, — yı) — sin (di, + 65 — Yı — 93) 
‚ sin y sin (d, — ys) — sin y3 sin (6, — 91) 
Bgo= on ng —— ng 
sin (y] + y3) — sin y cos (ö, — 93) — sin y3 cos (6, — 71) 
| en, in 
(I; 20) %»=Yrt ig 2e= sin ws 


Nun sind die beiden Winkel y| und yz nicht bekannt, wohl aber die von den 
Richtungen EZ, gebildeten Winkel y, und y,. Sofern die Exzentrizität e klein 
von der I.Ordnung ist, kann man aber die Differenzen y} — y, und yg — y; als 
klein von der 2.Ordnung ansehen. Man erhält daher eine brauchbare Nähe- 
rungslösung, wenn man in den Formeln (I; ıg, 20) in erster Hypothese y} = y, 
und y3 = >; Setzt. 

Mit den auf diese Weise erhaltenen Näherungen für vg, £3, @,,ewirdmandann 
imstande sein, die an y, und y, noch anzubringenden Verbesserungen y| — Yı 
bzw. ya — y, zu errechnen. Man erhält so neue Ausgangswerte für eine aber- 
malige Durchrechnung der Formeln (I; ıg, 20) und somit verbesserte Werte 
wg , 63, 9a, e. Dieses Verfahren ist so oft zu wiederholen, bis sich die Ergebnisse 
nicht mehr ändern und daher als die endgültige Lösung des Problems an- 
gesehen werden dürfen. 
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Das Verfahren zur Berechnung der Korrekturen yj — y, und 93 — y3 lehrt 
Abb. 14, in der wieder die beiden Kreise und die Apsidenlinie A // mit den 
Punkten E, M und F gezeichnet sind. Ferner sind für eine beliebige der drei 
Oppositionen die (nun ohne Index bezeichneten) Punkte Z und Q sowie die 
Winkel y, y’, @ eingetragen. Als 
weitere HilfswinkeldienenZMF=y 
undOEZ=y’ — y= e.Die Strecken 
FO und MZ haben die Länge eins. 
Dann ist nach dem Sinussatz 


(I;21) inp—y) =esino, 
siny-y)=sny-y+e) 
(I; 22) = esin (vw —e). 
Nimmt man @ und y’ sowie e auf 
Grund der bereits durchgeführten 
Hypothesenrechnung als gegeben an, 
so berechnet man x aus (I; 21). Um 
e zu finden, löst man in (I; 22) die 
Sinusausdrücke auf: 
sin(x — y’) cose-+ cos(y — y’) sine 
= e (siny’ cose — cosy’ sine) 


und dividiert durch cose. Das ergibt 


(I; 23) Abb. ı4. Bahnbestimmung 
esin w’ — sin (x — y') eines äußeren Planeten 
Bee Fre. En (Hypothesenrechnung). 


ecosy' + cos (x — W’) 


Hat man die Rechnung nach (I; 21, 23) für alle drei Örter ausgeführt (was 
möglich ist, da mit = @,, w' = y;, auch @,, ®,; yı, ws bekannt sind), und 
unterscheidet man wieder, wie früher, die Ergebnisse durch Indices, so folgt aus 


pe mM men mh=E 
durch Subtrahieren | 

__ = __ v - RN BE EN 

(1; 24) | 2 y1 u (Ya — Yı) 2 1 

Y 9 =Ws Ya) - (By -p)TE— & 
Damit sind die gesuchten Korrektionen gefunden, und das Verbesserungsver- 

fahren kann den oben beschriebenen weiteren Verlauf nehmen. 
Als Anwendungsbeispiel möge die Bestimmung der Exzenterelemente des 
Planeten Mars dienen, wie sie PTOLEMmÄus durchgeführt hat. Als Ausgangs- 


daten benutzte er folgende von ihm selbst beobachtete Oppositionen der Pla- 
neten: 
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' 


130 Dez. 15, Ih nachts: Länge des Mars 81° o 
135 Febr. 21, g® abends: Länge des Mars 148° 50’ 
139 Mai 27, ıo® abends: Länge des Mars 242° 34° 


Die Längen der mittleren Sonne für diese Zeiten stimmten mit den um 180° 
vermehrten bzw. verminderten Längen des Planeten bis auf Abweichungen 
von höchstens 2’ überein. 
Aus diesen Daten folgen die Zwischenzeiten und die Differenzen der wahren 

Längen des Mars: 

i, — td = 15208 200, y, =h—- h = 67° 50‘, 

,  b=1550 Mm neh h=03°44, 
während die Differenzen der mittleren Längen, berechnet mit r, = 1886?615, 
die Werte 

en -t)= 81744, ml — ) = 95° 28° 


ergeben. Die Hypothesenrechnung gestaltet sich dann folgendermaßen: 


I. Hypothese II. Hypothese III. Hypothese 
y 67° 50’ 68° 55° 68° 44° 
Y3 93 44 92 21 92 38 
. 37° 1373 32° 54:8 33° 577 
i 6 9.3 6 26.0 
hl: 2 7 39-4 
a 3 45 22 39 4 40 24 
e 0.10866 0.09867 0.10028 
M=m-ri — 30° 7 — 36° 0’ — 34° 46° 
v2 37 43 32 55 33 58 
vs = wo + y3 131 27 125 16 126 36 
A=R-6 — 36° 22’ — 42 40 — 41° 20° 
P% 45 22 39 4 40 24 
P = 9, + 65 140 50 134 32 135 52 
& — 0°32’ — 0°27 — 0°28 
&, + 033 + 0 27 + 0 28 
nach (I; 21-24) &g —- 0 50 —- 039 — 041 
n-N u + 0354 + 056 
Y3 — Ya — 1 23 - 16 - 19 


Nachdem sich die Korrektionen nach der 3.Iteration nicht mehr wesentlich 
geändert haben, erhält man mit den endgültigen Werten 


yı = 68° 46°, y3 = 92° 35’ 
nach einer abschließenden Rechnung 
yz = 33° 466, = Ya + La = 40° 96, 
65 = 6° 23:0, e = 0.009997, 
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was mit den von PrTOLEMÄUS angegebenen Endwerten 


2 — En 
Io 
bestens übereinstimmt. 
Die Länge des Apogäums selbst ergibt sich zu 


o=1,— (wg — &) = 115° 31’ (nach PrTOLEMÄUS w = II5° 30'). 


Zur Bestimmung des Epizykelhalbmessers ist noch eine weitere Beobachtung 
des Planeten außerhalb der Opposition erforderlich. Es sei (Abb. 15) P die 
Stellung des Planeten auf dem Epi- 
zykel zur Zeit ? und der Winkel 
JZP = seine mittlere Anomalie, 
die nach der Theorie vom mittleren 
Apogäum / des Epizykels aus im 
rechtläufigen Sinne gezählt wird. Die 
scheinbare Anomalie, die durch den 
vom scheinbaren Apogäum aus ge- 
zählten Winkel ZZP definiert ist, 
hat dann den Betragd + Z. Es werde 
nun angenommen, daß die Zeit /, der 
letzten Opposition des Planeten zur 
mittleren Sonne gegeben sei, ebenso 
die zugehörige Distanz @, des Epi- 
zykelmittelpunktes vom Apogäum 
des Exzenters. Da nun während der 
Opposition der Planetimerdnächsten 
Punkt des Epizykels steht, so ist für 


i, der scheinbare Abstand y, vom Abb. 15. 
Apogäum des Exzenters fürden Pla-_ Bestimmung des Epizykelhalbmessers 
‚neten und den Epizykelmittelpunkt eines äußeren Planeten. 


derselbe und hat, wenn /, die Oppo- 
sitionslänge des Planeten und w die Länge des Apogäums des Exzenters ist, 
den Wert y, = I, — w. Ferner ist für diesen Zeitpunkt die mittlere Anomalie 
des Planeten im Epizykel 9, = 180° — I, ww 4, = %n- 

Für den Zeitpunkt ? der Beobachtung lassen sich dann die mit der Zeit linear 
fortschreitenden Winkel © und d nach den Formeln 


(1; 25) P=mtme- I) det t meh) 


berechnen. Aus o ergeben sich y und Ö nach dem aus den Dreiecken EMZ und 
FMZ folgenden Formelsystem 


sin —yx)=esing, sn —y)=esiny, 


(I; 26) sin x 


hieraus: x und ee =Pp—v. 


58 Die Himmelsmechanik der Antike 


Für die Elongation n des Planeten vom Epizykelmittelpunkt erhält man, wenn 
I die zur Zeit ? gemessene Planetenlänge ist, 


(1; 27) n=!-(w+p). 
Schließlich ergibt sich aus dem Dreieck EZ P nach dem Sinussatz 


osinn 


a md+i-n 


wobei der geozentrische Abstand o des Epizykelmittelpunktes aus dem Drei- 
eck EMZ nach dem Cosinussatz berechnet werden kann, der 

(1; 29) ®=I+2ecosy+ e 

liefert. 


Es leuchtet ein, daß die Bestimmung von 7 um so genauer wird, je weniger 
sich der WinkelZPE =9-+ £— n von 90° bzw. 270° unterscheidet, d.h. je 
näher der Planet einer seiner größten Elongationen vom Epizykelmittelpunkt 
steht. PTOLEMÄUS hat diese Regel bei der Bestimmung des Halbmessers des 
Marsepizykels nicht beachtet und eine Beobachtung gewählt, die nur wenige 
Tage auf eine Opposition des Planeten folgte, und zwar auf die letzte der drei 
Oppositionen, die er zur Bestimmung der Exzenterkonstanten benutzt hatte. 
Für diese Opposition galt | 


i, = 139 Mai 27, rohabends; 1, = 234° 34; y=h—- ® = 127° 4. 


Ferner war aus der Bahnbestimmung des Exzenters bekannt, wenn wir die 
endgültigen Werte des PTOLEMÄUS zugrunde legen, 


p=P=PMt 6, = 135° 39 
und somit | 
= -%u=8°35; 9 = 180° - S,= Yı’25. 
Die zusätzliche Beobachtung ergab dann folgende Daten: 
i= 139 Mai 30, gr abends; 7= 241° 36°; 1 —t,— 24 23h — 219583, 
und mit », = 1866°6 und n, = 1661”7 nach (I; 25) 
9 = 137° 12‘, I = 172° 47". 
Nach Durchrechnung der Formeln (I; 26 bis 29) findet man sodann mit e = 0.1 
v=13’18, n= —2°’44, 
y=128°50, 0= 0.9342, 
= 822, r= 0.6578. 
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ProLemävs erhält 7 = 0.6583, was in Anbetracht der unzweckmäßigen Wahl 
des Beobachtungstermins befriedigend mit unserem Ergebnis übereinstimmt. 

Nach dem gleichen Verfahren hat PrTOLEMÄUS auch die Elemente der Bah- 
nen von Jupiter und Saturn bestimmt. Wir stellen in der folgenden Tabelle für 
die drei äußeren Planeten die Bahnelemente nach ProLemäÄuvs den ihnen 
adäquaten Elementen der modernen Theorie gegenüber: 


A. nach PToLEMÄuSs 


Länge des Apogäums BE Epizykel- 1 
an des Exzenters (w) Exzentrizität | 1 2Ibmesser r r 
Mars 115° 30’ 0.1000 0.6583 1.519 
Jupiter 161 0 0.0458 0.1917 5.217 
Saturn 233 0 0.0569 0.1083 9.231 
B. moderne Werte 
Länge des Aphels Exzentrizität Große Halb- 
Blanet achse der Bahn 
für I950 für 135 1950 135 
Mars 155° 1 121.7 0.0034 0.0917 1.524 
Jupiter 193.5 164.2 0.0484 0.0455 5.203 
Saturn 272.7 236.5 0.0557 0.0620 9.539 


Die Apogäumslängen stimmen mit den wegen Präzession und Apsidenbewegung 
auf die Epoche 135 n.Chr. umgerechneten NewcoMsschen Werten für die 
Aphellängen der Planetenbahnen bis auf einen geringen systematischen Unter- 
schied von durchschnittlich 4° überein. Die Exzentrizitäten sind größenord- 
nungsmäßig gut bestimmt, die des Jupiter ist sogar ganz genau. Die Epizykel- 
halbmesser entsprechen in der modernen Theorie dem Halbmesser der Erd- 
bahn, ausgedrückt in Einheiten des Planetenbahnhalbmessers. Die in astro- 
nomischen Einheiten ausgedrückte große Halbachse der Planetenbahnen findet 
sich also in der antiken Theorie als Reziproke des Epizykelhalbmessers wieder. 
Auch hier ist die Übereinstimmung befriedigend. 


II. Theorie der Bewegung des Merkur 


Während es ProLEmÄvs gelungen war, im Falle der Venus und der drei äuße- 
ren Planeten Bewegungstheorien nach gemeinsamem Muster zu schaffen, die 
den tatsächlichen Bewegungen innerhalb der Grenzen der damaligen Beob- 
achtungsgenauigkeit gerecht wurden, stieß er bei der Bearbeitung des Planeten 
Merkur auf Schwierigkeiten besonderer Art, die eine Anwendung des bei den 
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übrigen Planeten benutzten Schemas unmöglich machten. Er hat versucht, 
diese Schwierigkeiten zu meistern, indem er - ähnlich wie in der Mondtheorie — 
eine Bewegung des Exzenters einführte. Während diese Maßnahme aber dort 
mit der Darstellung der Evektion zu einem klaren Erfolge führte, entstand 
hier ein Mechanismus, den man nur als eine Fehlkonstruktion bezeichnen kann. 
Wir dürfen uns damit begnügen, diese Theorie kurz zu skizzieren und mit 
einigen Erläuterungen zu versehen. 

Der eigentliche Grund, weshalb der theoretische Ansatz, der bei den anderen 
Planeten zum Ziele führte, bei Merkur versagen mußte, ist folgender: PTOLE- 
MÄuS hat immer an dem Grundsatz festgehalten, daß der auf dem Exzenter 
herumgeführte fingierte Punkt Z der Mittelpunkt des Epizykels sei. Sowohl bei 
Venus als auch bei den äußeren Planeten konnte er diesen Satz anwenden, ohne 
in merkliche Widersprüche mit der Erfahrung zu geraten. Der Venusepizykel 
entspricht ja der sehr schwach exzentrischen Venusbahn um die Sonne, wäh- 
rend die Epizykel der äußeren Planeten durch die ebenfalls recht schwach 
exzentrische Erdbahn dargestellt werden. Nur die Bahn des Merkur ist mit 
e = 0.2 so stark exzentrisch, daß ihre Beschreibung durch den zentrischen 
Epizykel nicht mehr möglich war. 

Dazu kam als weiterer erschwerender Umstand die Schwierigkeit der Beob- 
achtung dieses sonnennahen, nur in der hellen Dämmerung sichtbaren Pla- 
neten, dessen Positionen durch Anschluß an helle Fixsterne zu bestimmen eine 
für die damalige Beobachtungskunst schwierige und nur selten und ungenau zu 
erfüllende Aufgabe gewesen sein muß. Wenn man versucht, die Beobachtungs- 
ergebnisse, die PTOLEMÄusS im neunten Buch des Almagest wiedergibt, an 
Hand der modernen Theorie zu prüfen, so stößt man in der Tat auf Wider- 
sprüche, die nur auf grobe Beobachtungsfehler (wenn nicht gar auf — der inne- 
ren Übereinstimmung zuliebe - gefälschte Daten) zurückgeführt werden kön- 
nen. 

Maßgebend für die Begründung der Theorie ist wieder der scheinbare 
Durchmesser des Epizykels, d.h. also die Längendifferenz zwischen den Posi- 
tionen des Planeten in der östlichen und der westlichen größten Elongation, 
während die Sonne eine bestimmte mittlere Länge hat. Wenn man die Länge 
des Epizykelmittelpunkts und den scheinbaren Epizykeldurchmesser als Funk- 
tion der mittleren Länge der Sonne aufträgt, gewinnt man die Grundlagen, die 
zur Aufstellung einer Bewegungstheorie des Planeten nötig sind. Der Befund 
des PrTOLEmÄuS auf Grund von Untersuchungen dieser Art ist in folgenden 
Sätzen enthalten: 

I. Die Apsidenlinie des festen exzentrischen Kreises, die eine Symmetrie- 
linie für alle Bewegungen des Planeten darstellt und die mit den Fixsternen die 
Präzessionsbewegung mitmacht (sich also, wenn wir die Präzessionskonstante 
der antiken Astronomen zugrunde legen, in bezug auf den Frühlingspunkt um I° 
in I0oo Jahren in rechtläufigem Sinne bewegt), zeigt in die Richtungen Io° bzw. 
190° Länge. 

2. Wenn die mittlere Sonne eine Länge von Igo° hat, erscheint der Epizykel 
unter einem Durchmesser von 38° 6’. Dies ist das absolute Minimum, so daß 
also das Apogäum des Exzenters in Igo° Länge liegt. Bei einer Länge der mitt- 
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leren Sonne von 10°, also im gegenüberliegenden Punkte der Ekliptik, beträgt 
die scheinbare Größe des Epizykels 46° 30’. Das ist aber nicht das absolute 
Maximum, sondern in den Längen 70° und 310°, d.h. also um 120° östlich und 
westlich vom Apogäum, erreicht der scheinbare Durchmesser des Epizykels den 
absolut größten Wert mit 47° 45’. Es gibt also zwei zur Apsidenlinie symme- 
trisch liegende Perigäen. 

PToLEMmÄuSs gelingt es, durch eine sinnvolle Konstruktion die Theorie der 
Merkurbewegung so zu gestalten, daß diese merkwürdige Erscheinung durch 
sie dargestellt wird. Es lohnt sich aber kaum, diese Theorie hier im einzelnen 
wiederzugeben, da die Beobachtungen selbst, auf denen sie aufgebaut ist, mit 
den uns heute bekannten tatsächlichen Verhältnissen im Widerspruch stehen. 
Der einzige Zahlenwert der ptolemäischen Theorie, der mit den modernen ver- 
träglich ist, betrifft den Halbmesser des Epizykels, den PTOLEMÄUS mit 0.375 
angibt, und der von dem modernen (0.387) nur geringfügig abweicht. Auch die 
Annahme einer Symmetrie der geözentrischen Bewegung des Planeten in bezug 
auf eine Apsidenlinie ist wenigstens nahezu erfüllt: Zur Zeit des PTOLEMÄUS 
betrug die Länge des Perihels der Merkurbahn rund 50°, die des Perihels der 
Erdbahn rund 70°; der Unterschied ist gering, wenn wir berücksichtigen, daß 
das Perihel der Erdbahn wegen der kleinen Exzentrizität nur schwach aus- 
geprägt ist. Das größte Gewicht liegt also auf der Apsidenlage der Merkurbahn, 
die wegen der starken Exzentrizität dieser Bahn entsprechend scharf definiert 
sein müßte. Es ist also völlig unverständlich, wenn im Almagest die Länge des 
Apogäums mit Io’ um 40° zu klein angegeben wird. Es fällt dabei auf, daß 
PToLEmÄuSs zum Vergleich alte Beobachtungsdaten aus dem Jahre 262 v.Chr. 
heranzieht, aus denen er die Länge des Apogäums zu 6° bestimmt -— sein um 4° 
größerer Wert ist genau derjenige, den er erhalten würde, wenn er die Verlage- 
rung der Apsidenlinie wegen der Präzession (4° in 400 Jahren) berücksichtigen 
würde, unter der Voraussetzung, daß die alten Beobachtungen fehlerfrei waren. 
Man kann sich hier kaum des Verdachtes erwehren, daß PTOLEMÄuS (wie auch 
an anderer Stelle) seine eigenen Ergebnisse denen seiner Vorfahren angeglichen 
hat, vielleicht, weil er seiner eigenen Beobachtungskunst allzu kritisch gegen- 
überstand. 

Auch die Beobachtung von zwei Perigäen beiderseits der Apsidenlinie ist 
sicher falsch. Man könnte eine derartige Erscheinung nur auf folgende Weise 
erklären: daß beim Betrachten der stark elliptischen Merkurbahn von ver- 
schiedenen Seiten bald ihre große, bald ihre kleine Achse im rechten Winkel 
zur Visierlinie steht. Das würde dazu führen, daß der Winkel zwischen den 
beiden von der Erde an die Bahnellipse des Planeten gelegten Tangenten zwei 
verschiedene periodische Schwankungen ausführt: eine Schwankung von ein- 
jähriger Periode, die davon herrührt, daß der Mittelpunkt der Bahnellipse im 
Laufe eines Jahres einmal in Erdnähe, einmal in Erdferne gelangt, und eine 
Schwankung von halbjähriger Periode, deren Maxima eintreten, wenn sich die 
Erde in Richtung der kleinen Achse der Merkurbahn befindet, und deren 
Minima stattfinden, wenn sie die große Achse kreuzt. Wenn man aber diese 
Verhältnisse an Hand der bekannten Daten über die Bahnelemente von 
Erde und Merkur durchrechnet, so findet man, daß die halbjährige Schwan- 
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kung sehr viel kleiner ist als die große einjährige!) und daß sie nicht imstande 
ist, die beiden von ProLEmÄus vermuteten Maxima der Längendifferenz 
zwischen den Elongationen zu erklären. Es ist zwar richtig, daß. zur Zeit des 
ProLemÄus der scheinbare Epizykeldurchmesser in 70° Länge merklich 
größer gewesen ist alsin 10° Länge, und auch die angegebenen Zahlen stimmen 
größenordnungsmäßig einigermaßen. Von einem zweiten Maximum bei 310° 
kann aber keine Rede sein. Auch der scheinbare Epizykeldurchmesser im 
Apogäum, den ProLEmÄus mit 38° 6’ angibt, ist sicher falsch - in Wirklich- 
keit liegt das Minimum etwa bei 42°. Es kann sich also hier nur um grobe 
Fehler handeln. 

Wir haben am Schluß des Abschn. g die Frage auigeworfen, warum PTOLE- 
MÄuS den naheliegenden Gedanken nicht aufgegriffen hat, daß die Venus die 
Sonne umkreise und daß daher der Mittelpunkt des Epizykels dieses Planeten 
gleichzeitig der wahre Ort der Sonne sei. Wir können unseren Überlegungen zu 
diesem Punkte noch hinzufügen, daß er dann konsequenterweise auch für Mer- 
kur das gleiche hätte annehmen müssen. Apogäum und Exzentrizität des Ex- 
zenters der Venusbahn hätte er, wie wir an jener Stelle bemerkt haben, bei 
einer geringfügigen Abänderung seiner Theorie der Sonnenbahn mit dieser in 
Übereinstimmung bringen können. Bei der Bahn des Merkur, wie sie ihm er- 
schien, wäre das ganz unmöglich gewesen. Vielleicht ist diese unglückliche 
Fehlkonstruktion die eigentliche Ursache dafür, daß ProLEmÄuvs hier den Zu- 
gang zu den großen Zusammenhängen im Planetensystem verfehlen mußte, 
an deren Pforte er bei anderer Gelegenheit schon gestanden hat, ohne es zu 
wissen. Denn nur demjenigen hätte dieser Zugang zu höheren Einsichten offen 
gestanden, der das gemeinsame Bindeglied zwischen den einzelnen, nur schein- 
bar voneinander unabhängigen Erscheinungen erkannte. Dem PTOLEMÄUS 
blieb er verborgen, weil sein Weltbild ein widerspenstiges Glied in der Kette 
der Zusammenhänge enthielt, das sich den Regeln nicht fügen wollte, von 
denen die übrigen beherrscht wurden. 


12. Von PTOLEMÄUS zu KEPLER 


Der größte Mangel der antiken Planetentheorien war ihre Uneinheitlichkeit. 
Seibst wenn wir Sonne und Mond außer acht lassen, waren für die fünf 
eigentlichen Planeten nicht weniger als drei verschiedene Bewegungstheorien 
erforderlich, eine für Merkur, eine für Venus und eine für die drei äußeren 
Planeten. Dennoch war jenes gemeinsame Bindeglied zwischen diesen ver- 
schiedenen Bahntypen, von dem weiter oben die Rede war, schon in den ein- 
zelnen Theorien vorhanden, wenn auch unter fehlerhaftem Beiwerk versteckt. 
Dieses gemeinsame Element war die merkwürdige Koppelung der Planeten- 


1!) Die Amplitude der Jahresperiode ist ungefähr der Exzentrizität | 2). die 
5 
der halbjährigen dem Achsenverhältnis [= =) der Bahnellipse proportional. 
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bewegung an die Bahn der Sonne. Es tritt auch in der geozentrischen Fassung 
der Planetentheorien zutage, wenn wir von den sekundären Erscheinungen - den 
durch die Exzentrizität des Exzenters bedingten Ungleichheiten der Bewegung 
in Länge — abstrahieren. Es bleiben dann nur noch die mittleren Bewegungen 
auf dem Exzenter und auf dem Epizykel übrig, und die Bindung der Planeten- 
bewegungen an die der Sonne äußert sich dann in den folgenden beiden Regeln: 

I. Bei den inneren Planeten entspricht die mittlere Bewegung des Epizykel- 
mittelpunktes auf dem Deferenten nach Periode und Phase genau der mittleren 
Bewegung der Sonne. 

2. Bei den äußeren Planeten entspricht die Bewegung des Planeten auf dem 
Epizykel nach Periode und Phase genau der mittleren Bewegung der Sonne. 

Diese beiden Regeln lassen sich, auch wenn man den geozentrischen Stand- 
punkt nicht verläßt, in eine einzige und für alle Planeten gültige vereinigen. 
Man braucht nur folgende Änderungen vorzunehmen, die weder mit den an- 
tiken Bewegungsprinzipien noch mit der Erfahrung in Widerspruch stehen: 

a) Man darf offenbar, ohne daß die Bahn des Planeten sich ändert, die beiden 
Vektoren (Erde-Epizykelmittelpunkt und Epizykelmittelpunkt-Planet), aus 
denen sich der „Ortsvektor“ des Planeten (Erde-Planet) zusammensetzt, in 
ihrer Reihenfolge vertauschen, gemäß dem kommutativen Gesetz der Vek- 
torenaddition. Nimmt man diese Vertauschung bei den äußeren Planeten vor, 
so entspricht bei sämtlichen Planeten die mittlere Bewegung des Epizykel- 
mittelpunktes auf dem Deferenten nach Periode und Phase der mittleren Be- 
wegung der Sonne. 

b) Beobachtbar ist unmittelbar nur die Richtung, in der, vom Beobachtungs- 
ort aus gesehen, die Planeten stehen, d.h., wenn wir die Neigung der Kreise 
gegen die Ekliptik vernachlässigen, ihre ekliptikale Länge, nicht dagegen ihre 
Entfernung. Wir dürfen daher die Halbmesser der Bahnkreise, ohne mit den 
Beobachtungen in Widerspruch zu geraten, in beliebigen Längeneinheiten 
messen, und es ist zur Darstellung der scheinbaren Bewegungen nicht notwen- 
dig, die gewählte Längeneinheit mit irdischen zu vergleichen; d.h., es ist aus- 
reichend, die Verhältnisse zwischen den vorkommenden Strecken, z.B. zwischen 
dem Halbmesser des Epizykels und dem des Deferenten einer Planetenbahn zu 
kennen. Setzen wir nun, nach der unter (a) beschriebenen Vertauschung, sämt- 
liche Deferentenhalbmesser gleich dem Halbmesser der Sonnenbahn, der als 
Längeneinheit dienen möge: so gelangen wir zu folgendem allgemeinen Gesetz: 
Die Planeten bewegen sich in verschiedenen Kreisen um die Sonne, die sich ıhrer- 
seits auf einem Kreise mit dem Halbmesser eins um die Erde bewegt. 

Dies ist der Grundgedanke einer Theorie des Planetensystems, die der letzte 
prominente Anhänger des geozentrischen Prinzips, der Däne TycHo BRAHE 
(1546-1601) noch ein halbes Jahrhundert nach dem Tode des NıkoLaus Ko- 
PERNIKUS (I473-1543) aufgestellt hat. KOPERNIKUS hingegen hatte die an- 
dere noch mögliche Folgerung aus den obengenannten Regeln gezogen: Die 
Sonne als Mitielbunkt des Weltalls sieht fest. Um sie kreisen die Planeten, unter 
ıhnen auch die Erde, deren Bahn (Halbmesser I) zwischen denen des Mars 
(Halbmesser 1.52) und der Venus (Halbmesser 0.72) eingeschlossen ist. 

Von diesen beiden an sich gleichwertigen Entwürfen hatte der letztere vor 
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dem anderen den Vorteil größerer Einheitlichkeit voraus. Warum TycHo, ob- 
wohl er das kopernikanische System genau kannte, es doch für nötig hielt, 
einen Schritt rückwärts zu gehen und zugunsten des antiken geozentrischen 
Prinzips ein Kompromiß zu schließen, steht auf einem anderen Blatt. Der 
Hauptgrund mag das Fehlen einer meßbaren jährlichen Parallaxe der Fix- 
sterne gewesen sein. Die Güte der Beobachtungen TycHos, der noch ohne 
Fernrohr arbeitete, war zu seiner Zeit unübertroffen: Die von ihm gemessenen 
Gestirnsörter waren auf 1-2 Bogenminuten genau. Eine jährliche Parallaxe von 
I’ hätte auf eine Fixsternentfernung von rund 3500 Sonnenabständen (Astro- 
nomischen Einheiten) geführt. Das ist etwa !/,, Lichtjahr. Mit einer so hohen 
unteren Schranke für die Abstände der Fixsterne zu rechnen, mag den Astro- 
nomen zu TvcHos Zeiten noch schwer gefallen sein. 

Eine endgültige Lösung dieses himmelsmechanischen Hauptproblems brachte 
weder das heliozentrische Schema des KopPERNIKUS noch der Kompromißvor- 
schlag des TycHo BRAHE, da beide Hypothesen noch das antike Prinzip der 
gleichförmigen Kreisbewegung enthielten. Beide Forscher mußten also, um die 
Ungleichförmigkeiten der Planetenbewegung darzustellen, doch wieder zu den 
Hilfsmitteln der Alten, den exzentrischen Kreisen und den Epizykeln, Zuflucht 
nehmen. Nur die größte, primäre Ungleichheit, die den Wechsel zwischen 
Recht- und Rückläufigkeit der scheinbaren Planetenbewegung hervorruft, 
brauchte nun nicht mehr erklärt zu werden, da sie (bei KoPERNIKUS) als 
parallaktischer Effekt der Erdbewegung bzw. (bei BRAHE) als Mitführungs- 
effekt der Sonnenbewegung gedeutet wurde. Die kleineren Ungleichheiten blie- 
ben aber bestehen und wurden sogar vermehrt, da die glänzende Beobachtungs- 
kunst TycHos zu den schon bekannten noch weitere periodische Schwankungen 
der Planetenörter enthüllte, die neue Anforderungen an den Theoretiker stellte. 
Das gleiche gilt in besonderem Maße für die Theorie des Mondes, die ja durch 
die obigen Überlegungen gar nicht berührt wird. 

TvcHo BRAHEs Nachfolger an der kaiserlichen Sternwarte zu Prag, an der 
dieser bedeutende Astronom während der letzten Jahre seines Lebens wirkte, 
war JOHANN KEPLER (1571-1630), der das Glück hatte, das in mehr als zwan- 
zig Jahren gesammelte Beobachtungsmaterial seines Vorgängers auswerten zu 
dürfen. Nach langen, vergeblichen Versuchen, die Bahn des Planeten Mars 
durch Kreisbewegungen darzustellen, kam er auf den glücklichen Gedanken, 
auch dieses letzte Prinzip der antiken Astronomie fallen zu lassen, nachdem er 
schon das geozentrische System zugunsten des kopernikanischen aufgegeben 
hatte, und die wirkliche Form der Planetenbahnen sowie das Geschwindigkeits- 
gesetz ohne Vorurteil allein aus den Beobachtungsdaten abzuleiten. Die Frucht 
dieser Bemühungen, die ersten beiden seiner berühmten drei Gesetze der Pla- 
netenbewegung, hat er in seiner I60g in Prag erschienenen Schrift „Astronomia 
nova seu physica coelestis tradita commentariis de motibus stellae Martis ex 
observationibus G.V.TycHoNnIs BRAHE“ niedergelegt. Das dritte Gesetz, das 
eine Abhängigkeit zwischen den Umlaufszeiten der Planeten und ihren mitt- 
leren Entfernungen von der Sonne ausdrückt, ist als das wertvollste Ergebnis 
seiner späteren, im übrigen mit vielen mystischen Spekulationen angefüllten 
Arbeit „Harmonices mundi libri V“ (Linz 1619) zu verzeichnen. 


Von ProLzmäus zu KEPLER 65 


Diese drei Gesetze haben den folgenden Wortlaut: 


I. Die Planeten bewegen sich auf Ellibsen um die Sonne. Die Sonne befindetsich 
ın einem gemeinsamen Brennpunkt dieser Ellibsen. 


II. Der von der Sonne zum Planeten führende Leitstrahl überstreicht in gleichen 
Zeiten gleiche Flächen (Flächensatz). 


III. Die Quadrate der Umlaufszeiten der Planeten verhalten sich wie die dritten 
Potenzen ihrer großen Bahnhalbachsen. 


Die hier gewählte Numerierung der KEPLERschen Gesetze, die wir in der 
Folge mit „KEpLErR I-III“ bezeichnen wollen, ist nicht die historische, denn 
KEpLeEr hat als ersten den Flächensatz gefunden. Alle drei Gesetze stellen nach 
unseren heutigen Kenntnissen nur Näherungen an die wirklichen Bewegungs- 
verhältnisse dar. Sie gelten streng nur dann, wenn man die Massen der Planeten 
gegen die des Zentralkörpers, der Sonne, vernachlässigen kann - eine Voraus- 
setzung, die im Planetensystem mit großer Annäherung, aber keineswegs exakt 
erfüllt ist. 
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KAPITEL II 


DIE KEPLERSCHEN GESETZE UND DIE GRAVITATION 
13. Die Bahnbewegung in der KErLERschen Ellidse 


Durch die ersten beiden KEpLeErschen Gesetze wird die Bewegung eines Pla- 
neten um die Sonne vollständig beschrieben, wenn wir die am Schluß des 
vorigen Abschnitts genannten Vorbehalte machen. Wir werden dabei vorerst 
die Himmelskörper stets als punktförmige Gebilde ansehen. In Wirklichkeit 
sind sie endlich ausgedehnte Kugeln oder kugelähnliche Rotationskörper. Wir 
meinen dann immer ihre Mit- 
telpunkte,wenn wir ihre Örter 
im Raum (oder ihre Bahnen 
als ebene oder räumliche Kur- 
ven) beschreiben. Die Frage, 
ob dieser Standpunkt berech- 
tigt ist, wird später (Ab- 
schn. 27 und 28) beantwortet 
werden. In diesem Sinn wird 
also nach KEPpLEr I der ge- 
meinsame Brennpunkt der 
Planetenbahnellipsen durch 
den Mittelpunkt der Sonne 
belegt, und es sind die Mit- 
telpunkte der Planeten -oder 
auch gewisse mit besonderen 
Eigenschaften ausgestattete 
fingierte Punkte (Schwer- 
punkte) innerhalb der von den Planeten mit ihrem Satellitengefolge gebildeten 
Systeme -, die auf Ellipsen um die Sonne laufen. 

Solange wir uns mit der Bewegung eines einzelnen Planeten um die Sonne 
befassen, haben wir ein ebenes Problem vor uns. Wir wählen dann zweckmäßig 
die Bahnebene als Koordinatenebene, den einen Brennpunkt der Bahnellipse, 
in dem die Sonne steht, als Koordinatenursprung und die Richtung von der 
Sonne nach dem Perihel /J der Bahnellipse (Abb. 16) als Hauptkoordinaten- 
richtung. Ist P der Ort des Planeten zu einer bestimmten Zeit Z, und sind seine 
Polarkoordinaten r (Radiusvektor) und v (wahre Anomalie), so lautet die 
Gleichung der Bahnkurve 


Abb. 16. Bahnellipse eines Planeten. 


= p 
(II; ı) az ne (KEPLER I) 


Form und Größe der Bahn sind dann durch die beiden Konstanten 5 (Para- 
meter) und e (numerische Exzentrizität) bestimmt. Sind a und 5 die große und 
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die kleine Halbachse der Ellipse, so bestehen zwischen #, e einerseits und a, 5 
andererseits die aus der Geometrie der Ellipse bekannten Beziehungen 


(II; 2) 


in denen a, b und # als Längen geometrischer Strecken (2 ist die positive Ordi- 
nate im Brennpunkt) stets positiv sind, während für die reine Zahl e die Un- 
gleichung o< e< ı gilt. Der Abstand der Brennpunkte vom Mittelpunkt der 
Ellipse ist gleich ae und heißt „lineare Exzentrizität”. Füre=owirda=5b=$: 
Die Ellipse geht dann in den Kreis r = a über. Strebt e gegen I, so nähert sich 
die Bahnform dem Grenzfall der Parabel. 

An Stelle von e wird häufig der „Exzentrizitätswinkel“ & benutzt, jener Win- 
kel, unter dem von den Endpunkten der kleinen Achse aus die lineare Exzen- 
trızität erscheint. Es ist dann 


(11; 3) e=sinpg, JI-—e=cosp, 
und die Gleichungen (II; 2) lassen sich in der Form 
(II; 4) p=aco®o, b=acosp=Psecp 


schreiben. 

Während das erste KEPLERSsche Gesetz die Form der Bahn festlegt, regelt 
das zweite, der sogenannte Flächensatz, die Geschwindigkeit des Planeten in 
den verschiedenen Phasen seines Umlaufs. Mit Hilfe des Flächensatzes gelingt 
es, den Ort (r, v) des Planeten als Funktion der Zeit zu bestimmen. Das läßt 
sich auch ohne Rechnung leicht einsehen: Man denke sich die von der Bahn 
umschlossene Ellipsenfläche durch N verschiedene Leitstrahlen in N flächen- 
gleiche Sektoren zerlegt, deren Spitzen im Brennpunkt S zusammenlaufen. 
Durch diese Leitstrahlen werden N Bahnpunkte und zwischen ihnen N Bögen 
der Ellipse bestimmt, die nach Aussage des Flächensatzes in gleichen Zeiten, 
d.h. also in je U/N Zeiteinheiten durchlaufen werden, wenn U die Umlaufszeit 
bedeutet. Wählt man die ganze Zahl N belie- 
big groß, so ist damit die Aufgabe, den Pla- 
netenort für gleichabständige, beliebig dicht 
aufeinanderfolgende Zeitpunkte anzugeben, 
auf eine geometrische Teilungsaufgabe zurück- 
geführt. 

In Abb. 17 sei SPP’ ein solcher Ellipsen- 
sektor, dessen Inhalt dem N-ten Teil des ge- 
samten Flächeninhalts der Ellipse gleich sei, 
also abr/N betrage. Wächst N über alle Gren- 
zen, rücken also die Endpunkte des Ellipsen- 
bogens PP’ immer dichter zusammen, so darf Abb. ı7. Flächensatz. 


5s 
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der Bogen PP’ der Sehne gleichgesetzt werden, der Inhalt des Sektors also dem 
des Dreiecks SPP’. Ist r die Länge des Leitstrahls (Radiusvektors) SP und 
v =r-+ Ar diedesbenachbarten Leitstrahls S P’, Av = v’ — v der sehr kleine 
Winkel PS P’, so ist der Inhalt des Dreiecks SPP’ 


Iyfr + Ar) sindv&_r Av, 
2 2 


wenn wir uns auf Glieder 1. Ordnung in Ar und Av beschränken. Nach dem 
Flächensatz ist der Inhalt dieser kleinen Fläche dem Zeitintervall At, in dem 
der Planet von P nach P’ gelangt, proportional. Wir können also setzen 


r?Avsc4t, 


wo c einen konstanten Proportionalitätsfaktor bedeutet. Nach vollzogenem 
Grenzübergang erhalten wir dann streng 


(II; 5) an =c (KepLErll) 


als mathematischen Ausdruck für den Flächensatz. 
Führen wir rechtwinklige Koordinaten 


x“=1cCosv, — rsinv; = Ya y®, tgu= 
x 


ein, so ist, wenn wir die letzte dieser Gleichungen nach der Zeit differenzieren 
und Ableitungen nach der Zeit durch Punkte kennzeichnen, 


Ö xy — yYü 
cos®?9 Pu 


Setzen wir hierin wieder cosv = — und berücksichtigen (II; 5), so ergibt sich 
der Flächensatz in rechtwinkligen Koordinaten: 
(II; 6) 2y — yE=c. 


Über den Zusammenhang zwischen der „Flächengeschwindigkeitskonstante“ 
(kurz: Flächenkonstante) c und den Bestimmungsstücken der Ellipse läßt sich 
vorläufig folgendes aussagen: Ist U die Umlaufszeit des Planeten, so ist nach 
dem obigen Teilungsprinzip 


Andererseits ist der Flächeninhalt des in dieser Zeit vom Radiusvektor des 
Planeten überstrichenen Sektors 


abnı I 
N 
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Daraus ergibt sich 


(IL; 7) = Tab=nab, 


wenn wir mit n = 2r/U die mittlere Bewegung des Planeten in der Zeiteinheit 
bezeichnen, d.h. den in Bogenmaß ausgedrückten Winkel, um den sich in der 
Zeiteinheit ein Leitstrahl drehen würde, der in der Zeit U eine gleichförmige 
Drehung um 2x7 = 360° ausführt. Benutzen wir die Beziehungen (II; 3, 4), so 
können wir statt (II; 7) auch schreiben 


(II; 8) c=nV\Yba=nayı -e®= 


Der Flächensatz bildet die Grundlage für eine analytische Behandlung der 
KEpLErschen Bewegung. Drückt man 7 durch (II; ı) aus, so erhält man 


3 


dv c a\2 
a en) “ 


als Differentialgleichung für die wahre Anomalie als Funktion der Zeit. Ihr 
Integral 


ı/p\2/[ dv en 
(11 9) -(£) Bye h 


liefert die Zeit i, zu der sich der Planet in der wahren Anomalie v befindet. Die 
Integrationskonstante 2, gibt den Zeitpunkt an, an dem der Planet im Perihel 
v= 0 steht („Periheldurchgangszeit“ oder kürzer „Perihelzeit“). 


14. Die KepLErsche Gleichung 


Zu den rein geometrischen Überlegungen, die wir ohne Zuhilfenahme physi- 
kalischer Interpretationen durchführen können, gehört auch die Ausführung 
der in (II; 9) angedeuteten Integration. Diese gelingt leicht, wenn man anstatt 
der wahren Anomalie eine andere Variable E einführt. Da der Radiusvektor 7 
während der elliptischen Bewegung des Planeten zwischen dem Minimum 
a(1 — e) im Perihel und im Maximum a(ı + e) im Aphel der Bahn periodisch 
schwankt, und da, wie aus KEPLER I und II unmittelbar eingesehen werden 
kann, die Bewegung symmetrisch zu den Apsiden erfolgt, so liegt es nahe, die 
neue Variable so zu definieren, daß 


(II; 10) r=a(I —ecosE). 
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Im Perihel (E = o) und im Aphel (E =) stimmt E mit v überein. Für = — 


und Sr wird r = a; der Planet befindet sich dann in einem der beiden End- 


punkte der kleinen Achse. 
Aus (II; ı und 10) folgt 


vecsv=P —-r=alı —e) —a(lr —ecosE), 
also 


(II; ı1) 1rcosv=a(cosE —e), 
ferner aus (II; 10, II) 


(r sin v)? = r? — (rcosv)? = a?(ı — e?)sin? E, 
also 


(II; 12) rsinv=ayı — esinE, 


wobei der Quadratwurzel das positive Zeichen zukommt, wenn man festsetzt, 
daß E im gleichen Sinne wie v mit der Zeit wachsen soll. Durch Subtraktion 
und Addition erhält man aus (II; ıo, ı1) 


r(r —cosv)=alI-+ e) (I —kcos), 
r(I+cosv)=alı — e) (I + cos E) 


und, wenn man die erste dieser Gleichungen durch die zweite dividiert und die 
Identität 


(II; 13) 


I CoSs& 


— tgl 
I+ cos« 2 


auf beide Seiten anwendet, die zur Umwandlung von v in E und umgekehrt 
verwendbare Formel 


u I+e E 
(IT; 14) = ViHRz 
oder, wenn nach (II; 3) 
7 
1+ [2 - 9) 
ehe: RE u RE EP a 
e=sinp; ——_,- E \ #+2) 
1 cos| pP 


gesetzt wird, 


(II; 15) 
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Differenziert man (II; ı0) und (II; ı) in bezug auf die variablen Größen, so 
erhält man 
dr=aesnEdE, 


_ Desinv _ ae. 
dı= ca] ET, dv=r rn sin v. dv 
oder, wenn man in der zweiten Beziehung? dv = cdi = mare nach (II; 5,8) 
I-e 
setzt, 
dr = A sinvdt. 
Yyı-e 

Vergleicht man beide Ausdrücke miteinander, so folgt 

yı — a jr =ndi 

sin v 
oder, wegen (II; ı2 und 1o), 
(IT; 16) —dE = (t— ecosE) dE=ndt. 


Die Integration dieser Gleichung ergibt 
(II; 17) E-esnE=»r{ —;4)|. 


Das ist die KEPLERSsche Gleichung, die man umständlicher auch aus (II; 0) 
ableiten kann, wenn man v durch E mittels der Substitution (II; 14) ausdrückt. 
Die transzendente KerLersche Gleichung, deren Lösung im Kapitel IV 
(Abschn. 35) behandelt werden soll, gibt die Hilfsvariable E, die „exzentrische 
Anomalie“, als Funktion der seit dem Zeitpunkt ?, des letzten Periheldurch- 
gangs verflossenen Zeit bzw. des Winkels 
27 


(II; 18) M=nt -W=- TU) 


den man auch als die „mtitlere Anomalie“ des Planeten bezeichnet, da er wäh- 
rend eines Umlaufs gleichförmig von o bis 2 zunimmt. Ist E durch Auflösung 
der KepLerschen Gleichung gefunden, so kann man die zu einem beliebigen 
Zeitpunkt ? gehörigen rechtwinkligen Koordinaten des Planeten, x = r cosv 
und y=rsinv,aus (Il; ıı, 12) oder die Polarkoordinaten 7 und v aus (II; ıo, 
14) bestimmen. 

KeEpLer hat die Gleichung (II; 17) auf geometrischem Wege gefunden. Kon- 
struiert man (Abb. 18) um die Ellipse den Hauptkreis, d.h. den Kreis um den 
Ellipsenmittelpunkt M mit a als Halbmesser, der die Ellipse in den Endpunk- 
ten der großen Achse berührt, und verlängert man die Ordinate PO des Pla- 
netenorts P bis zum Schnitt X mit dem Hauptkreis, so ist der Winkel KMIl 
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gleich der exzentrischen Anomalie E. Man liest nämlich die Gültigkeit der 
Formeln (II; ıı, 12) direkt aus der Figur ab - die letztere, wenn man bedenkt, 
daß wegen des Affinitätsgesetzes der Ellipse die Proportion 


K0:PQ=a:b=1ı1:Jı —e& 


besteht. 


? 
Abb. 18. Exzentrische Anomalie. Ableitung der Kerrerschen Gleichung. 
Nun ist der Flächeninhalt des Kreissektors (//M K) 
(ıez og ‚ 
(IIMK) = is an = = E = Dreieck KMS + Kreisausschnitt (//ISK). 
Der Inhalt des Kreisausschnitts (//SK) ist, wiederum auf Grund des Affinitäts- 
gesetzes, gleich dem mit = multiplizierten Inhalt des Ellipsensektors (/IS P). 


b 
Dieser ist aber wegen KEPLER II 


2 
et ne y, sodaß (IISK) = Z(NSP}= IM. 
2 2 b 2 
Da nun der Inhalt des Dreiecks KMS 
I I i a . 
—MS-KO=—ae.asnE= —esinE, 
2 2 2 


so ergibt die Beziehung (II; 19) 
2 2 
—E = —M + esinE) oder E-esnE=M. 


15. Die antifokale Anomalie und das Punctum aequans 


Betrachten wir die Bewegung des Planeten P von dem zweiten Brennpunkt F 
der Bahnellipse (dem „leeren Brennpunkt“ oder „Antifocus“) aus, so sind 
(Abb. 19) seine Polarkoordinaten 

s=2a—r (antifokale Distanz), 

| w (antifokale Anomalie). 
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Im Kapitel I haben wir gesehen, daß in der antiken Planetentheorie die Be- 
wegung des Epizykelmittelpunkts vom dunctum aeguans aus mit konstanter 
Winkelgeschwindigkeit vor sich ging. Die Kreisbahn des Epizykelmittelpunkts 
(Deferent) entspricht in der modernen Theorie bei den inneren Planeten der 
Sonnenbahn (Erdbahn), bei den äußeren der Planetenbahn selbst. Die festen 
Punkte E (Erde) und F (punctum 
aequans) entsprechen also den bei- 
den Brennpunkten einer KEPLER- 
schen Bahnellipse, deren Gestalt 
wegen der kleinen Exzentrizität nur 
wenig von der Kreisform abweicht. | 
Wennalso dasErgebnis der Analyse ! | 
des PrTOLEMÄDS richtig ist, so darf A F M  .@e S 
man erwarten, daß der Antifokus App. ı9. Wahre und antifokale Anomalie. 
der elliptischen Bahn die Eigen- 

schaften eines punctum aequans wenigstens annähernd aufweist. Der Beweis 
für die Berechtigung dieser Annahme läßt sich leicht erbringen. 


Für die Polarkoordinaten s, w gelten die Beziehungen 


s=24—-r=al(lI+ecosE), 
(II; 20) scosw=2ae+trcosv=alcsE-+e), 
ssinv=rsnv=ayı—- esinE, 


die aus den Gleichungen (II; ıo-ı2) folgen und ihnen entsprechen. Alle Be- 
ziehungen zwischen 7, v und E gehen also in die zwischen s, w und E über, wenn 
man e mit —e vertauscht. Wegen (II; ı3) gilt daher auch 


w t=-e, 8 T 0%) E I-e, 0% 
II: = zeit —{ _— — 
nr V=# e(“ al u 


und 
V w E 
(II; 22) Bee, 


Differenziert man (II; 21) nach v und w, so ergibt sich 


to — 
dw I—e dv 5 2 dv dw .dv 
— [01 7 „m [m II] 0 oder . — . }) 
w I+te V ® V sın w sın v 
C 


d.h., wenn man die dritte Gleichung (II; 20) und den Flächensatz berücksich- 
tigt, | 


(II; 23) s——- =r—- oder en 
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Drückt man nun » und s nach (II; 10,20) durch die exzentrische Anomalie aus, 
so erhält man 


dw c 


C 
u en Denen 


während nach KEPpLer II 


dv c 


c 
ae a2(t — ecosE)® mel 2ecosE + 3eco®E-+ ...), 


Hierbei ist en —=nYı — e? nach (II; 8). Die zeitliche Änderung der antifokalen 


Anomalie weicht also nur um Glieder 2.Ordnung in der Exzentrizität von einer 
Konstanten ab, während die der wahren Anomalie auch Glieder 1. Ordnung 
enthält. Wegen der Kleinheit der Bahnexzentrizität aller alten Planeten (mit 
Ausnahme des Merkur) ist es daher verständlich, wenn die Astronomen der 
alten Schule die antifokale Winkelgeschwindigkeit dw/dt streng für konstant 
ansahen. 


16. Zentralbewegung und Gravitationskraft 


KEPLER hat seine Gesetze der Planetenbewegung auf empirischem Wege ab- 
geleitet - ihre Einordnung in ein physikalisches Weltbild war zu seinerZeit noch 
nicht möglich, doch wurden die Vorbedingungen dazu von seinem Zeitgenossen 
GALILEO GALILEI (1564-1642), dem Begründer einer neuen, auf Beobachtung, 
Experiment und exakter Messung fußenden Mechanik, geschaffen. Die Bestre- 
bungen GALILEIs fanden gegen Ende des 17. Jhs. ihre Fortsetzung und Voll- 
endung durch Isaac NEWToN (1643-1727), der in seiner berühmten, 1687 er- 
schienenen Schrift „Philosophiae naturalis principia mathematica“ die mathe- 
matischen Grundlagen der modernen Himmelsmechanik entwickelt hat. 

Während KEPLER sich noch damit begnügen mußte, einen Bewegungsvor- 
gang wie den Lauf der Planeten um die Sonne beschreibend darzustellen, 
suchte NEWTON ihn durch Zurückführung auf das Wirken von Kräften ver- 
ständlich zu machen. Dazu war natürlich nötig, den bis dahin verschwommenen 
Begriff der Kraft als mathematisch-physikalische Größe exakt zu definieren 
und damit der Messung und der Rechnung zugänglich zu machen. 

In der Newronschen Mechanik sind die Begriffe Kraft, .Trägheit und Be- 
wegungsgröße (Imbuls) eng miteinander verknüpft. Unter Bewegungsgröße ver- 
steht man das Produkt aus Masse und Geschwindigkeit eines bewegten Kör- 
pers, wobei die Geschwindigkeit als Vektor aufzufassen ist. Das Gesetz der 
Trägheit, das in seinem Wesen bereits von GALILEI klar erkannt, von NEWTON 
aber streng formuliert wurde, besagt, daß die Bewegungsgröße eines Körpers 
unveränderlich, d.h., als Funktion der Zeit betrachtet, eine Konstante ist, 
solange keine Kräfte auf ihn wirken. In dieser Formulierung ist die Definition 
der Kraft enthalten. Jede zeitliche Veränderung der Bewegungsgröße wird 
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durch eine auf den bewegten (oder ruhenden) Körper wirkende Kraft verur- 
sacht. Damit ist das Maß der Kraft durch die zeitliche Änderung der Bewe- 
gungsgröße, mit anderen Worten als deren Differentialquotienten nach der Zeit 
gegeben. 

Der Ort P eines Körpers, den wir auch jetzt als punktförmig ansehen wollen, 
sei durch den Vektor p symbolisiert, der vom Anfangspunkt eines Koordinaten- 
systems nach P führt. Bewegt sich der Körper auf einer Kurve, so wird dieser 
„Ortsvektor“ eine Funktion der Zeit 


(II; 24) p=pl). 


Ebenso wie die Bahnkurve, die durch sie mathematisch dargestellt wird, ist 
diese Funktion notwendig steirg (natura non facit saltus). Darüber hinaus sind 
die Bewegungen, mit denen wir es zu tun haben, stets so geartet, daß die Funk- 
tion (II; 24) beliebig oft nach der Zeit differenzierbar ist. Die erste Ableitung 
nach der Zeit 


. d 
wie 


liefert den Vektor der Geschwindigkeit. Der obigen Definition zufolge wird dann 
die auf den Massenpunkt P wirkende Kraft durch den Vektor 


a 


md) 


nach Größe und Richtung gemessen, wobei m die in P vereinigte Masse be- 
deutet. Im Rahmen der Probleme, mit denen wir es vorerst zu tun haben, 
dürfen wir die Masse m als unveränderlich betrachten. Es wird dann 


L a d?p 
t= md EAN ER a 


d.h., die Kraft ist proportional der Masse und der Beschleunigung des bewegten 
Körpers. 

Um die Eigenschaften einer Kraft kennenzulernen, die Bewegungen nach 
den KEpLERschen Gesetzen hervorruft, dürfen wir uns auf ein zweidimensionales 
Koordinatensystem beschränken, da eine derartige Bewegung ja in einer Ebene 
vor sich geht. Es sei also P (Abb. 20) der Ort des Planeten zu irgendeiner Zeit Z, 
seine Polarkoordinaten seien 7 und @. Der Ortsvektor des Planeten ist dann 


(II; 25) p=rt, 


wenn t den Einheitsvektor in der Richtung vom Koordinatenursprung S: nach P 
bedeutet. Geschwindigkeit und Beschleunigung von ? ergeben sich dann durch 
zweimaliges Differenzieren von (II; 25) nach der Zeit: 


(II; 26) d=ft-tri, 
(II; 27) P=fr-+2fi-tri. 
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Sind ferner die Achsenrichtungen eines rechtwinkligen Koordinatensystems 
durch die konstanten Einheitsvektoren i(® = 0°) und j(® = 90°) gegeben, so 
lassen sich der radiale Einheitsvektor r(o) und der auf ihm senkrecht stehende 
zirkulare Einheitsvektor m = r(® + 90°) in der Form 


(II; 28) Tr= 1c0s9-+ jsing, 
(II; 20) m= —1isinp +]jcosp 


darstellen. Differenziert man (II; 28) zweimal nach der Zeit, so ergibt sich 
t= (—-ising + jcoso)d=om, 


i= (—- i1sino+|cosp)& — (icosp + jsino)$® = dm — oft. 
Setzt man dies in (II; 26, 27) ein, so erhält man schließlich 


D=rt- rom, 
(II; 30) : Bi 
= rt + (Zio-+rö)m. 


Diese beiden Gleichungen bedeuten eine Zerlegung des Geschwindigkeits- und 
des Beschleunigungsvektors in zwei Komponenten, eine in Richtung des Orts- 
vektors zeigende radiale und eine im positiven Sinne um 90° gegen diese Rich- 
tung gedrehte zirkulare Komponente. 


Abb. 20. Ebene Bewegung eines Punktes. 


Erfolgt die Bewegung, über die bislang nichts vorausgesetzt wurde, nach den 
KEPLERschen Gesetzen, so gestatten die mathematischen Ausdrücke (II; ı, 5), 
diese Komponenten durch die gegebenen Bahnkonstanten auszudrücken. Neh- 
men wir an, daß die Sonne im Koordinatenanfang stehe und die Hauptkoordi- 
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natenrichtung die nach dem Perihel einer Planetenbahn sei, so ist @ mit der 
wahren Anomalie v identisch. Die Formeln (II; ı, 5) liefern dann 


_ d 
(I; 37) 2 I+ecosv’ 
6 
(II; 32) Dig 


Durch Differenzieren von (II; 31) erhält man 


be sin v d u 
= ——————— db = |——| .—sinv.d 
(IT + ecosv)? I-+ ecosv d 
oder, nach Einsetzen von (II; 31, 32), 
e , 
(II; 33) F=c—sinv. 
P 
Nochmaliges Differenzieren von (II; 32, 33) ergibt 
ae 
| V=2 a 
(II; 34) i 
u ._e@ e 
?=C0—c08V-d= Pe 


Setzt man die so erhaltenen speziellen Werte für die Ableitungen von 7 und 
po = vin (Il; 30) ein, so folgt für die Größe der beiden Komponenten des Be- 
schleunigungsvektors 


2 2 
(II; 35) radiale Komponente: F — rd? = = nn = -) => £ 


(II; 36) zirkulare Komponente: 2rö +rö=0. 
Damit folgt für den Beschleunigungsvektor nach (II; 30) der Ausdruck 


I E c® 

(II; 37) ze pr 

bzw. für die auf den bewegten Massenpunkt wirkende Kraft 
m.c® 

(II; 38) [= — pr r. 


Da der Faktor mc?/pr? eine wesentlich positive Größe ist, besagt (II; 38), daß 
die aufeinen nach den KEPpLERschen Gesetzen um die Sonne laufenden Planeten 
wirkende Kraft stets die Richtung — r hat, d.h. vom Planeten zur Sonne ge- 
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richtet ist. Außerdem gilt der Satz: Der Beitrag der Kvaft ıst der Masse des 
Planeten proportional und dem Quadrat seines Abstandes von der Sonne um- 
gekehrt brobortional. NEWTON bezeichnete diese Kraft als Gravitation und deu- 
tete sie als eine allgemeine Anziehung, die von der Sonne auf alle Massen aus- 
geübt wird, die sich in ihrer Umgebung befinden. | 

Die Formel (II; 36) sagt aus, daß die zirkulare Komponente der Kraft ver- 
schwindet, daß also die radiale Komponente allein wirksam ist. Kräfte mit 
dieser Eigenschaft haben stets die Richtung des Radiusvektors oder die ent- 
gegengesetzte, je nachdem die radiale Komponente eine positive oder negative 
Maßzahl besitzt. Kräfte dieser Art heißen allgemein Zentralkräfte, da sie als von 
einem Zentrum ausgehend angesehen werden können. Die durch sie bedingten 
Bewegungen werden dementsprechend Zentralbewegungen genannt. Die radiale 
Komponente, über die (II; 36) nichts aussagt, kann immer noch eine beliebige 
Funktion der Zeit und der Koordinaten 7, ® sein. Ist insbesondere der Zahlen- 
faktor der radialen Komponente negativ, wie bei der KEpLERschen Bewegung, 
so nennt man die Zentralkraft attraktiv, im anderen Falle repulsiv. In der 
Keprerschen Bewegung ist die Kraft von der Zeit und der Richtung ® unab- 
hängig, also eine Funktion des Abstandes allein; sie bildet also ein stationäres 
Kraftfeld, das zum Kraftzentrum radialsymmetrisch angeordnet ist. 

Für das Zustandekommen einer Zentralbewegung. ist die Gültigkeit des 
Flächensatzes eine hinreichende Bedingung, denn aus 


; Er, 207 
er PET 


folgt unmittelbar (II; 36). Diese Bedingung ist aber auch notwendig, d.h., der 
Flächensatz gilt für alle Zentralbewegungen. Schreibt man nämlich die Diffe- 
rentialgleichung (II; 36) in der Form 


re DEN 
2. + a 0, 
so folgt durch Integration 
2logr + logo =logc, 


wo logc eine Integrationskonstante bedeutet. Diese Gleichung ist aber mit 
dem Flächensatz r?& = c gleichbedeutend. 


Seinun R=R(r,o) der Betrag einer Zentralkraft, so läßt sich aus den bei- 
den Bedingungen 
R=m|# — rg? 


‚,ro=c 


eine Differentialgleichung herleiten, der die Bahnkurve 7 = r(p) genügen muß. 


Führt man statt r die neue Variable # = —ein, und kennzeichnet man Ablei- 
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tungen nach ® durch Striche, Ableitungen nach der Zeit, wie immer, durch 
Punkte, so ergibt sich durch zweimaliges Differenzieren nach o: 


: Ü f f 
u = rn ER = 0 —, 
p rY c 
nt L.©,.  #r,. F 
Zar: cu? 
Es ist also 
= —uu’; rd? c?u? 
und somit 
R = me?u?(w’ + u) 
oder, wenn wieder % durch r ersetzt wird, 
| d /[ı I 
II; R=m— u ne 
(IT; 30) ra 
Für das NewTonxsche Gravitationsgesetz ist speziell 
2 2 
RR. — mw” + u) oder „”’"--u= z: 


Diese Differentialgleichung 2.Ordnung hat die allgemeine Lösung 


= + Acos(p- 


oder 
OU: ZU SEENE 
ı+4Apcos(@—- 9) 


d.h. also, die Bahn ist ein Kegelschnitt. Das Kraftzentrum (Koordinatenan- 
fang) befindet sich in einem der Brennpunkte. Die Integrationskonstanten A 


und 9, haben folgende Bedeutung: Es ist A = = und o, ist der Richtungs- 


winkel nach dem Perizentrum. 


17. Das dritte KErLErsche Gesetz und die allgemeine Gravitation 


Die Formel (II; 37) für die Beschleunigung, die einem Planeten durch die 
Gravitationskraft der Sonne erteilt wird, 
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besagt zunächst nur, daß für einen und denselben Planeten, für dessen Bahn- 
bewegung die Konstanten c und 5 bestimmte Zahlenwerte annehmen, der Be- 
trag dieses Vektors nur von der Entfernung 7 des Planeten von der Sonne ab- 
hängt, und zwar dem Quadrat dieser Größe umgekehrt proportional ist. Neh- 
men wir nun mit NEWTOoN an, daß diese Gesetzmäßigkeit auf das Bestehen 
einer der Sonne innewohnenden und von ihr ausgeübten Kraft zurückzuführen 
ist, so folgt daraus, daß die Beschleunigungen, die irgendwelche beliebige 
Massenpunkte durch diese Kraft erleiden, der gleichen Gesetzmäßigkeit unter- 
worfen sein müssen. In dem Ausdruck für dieses Beschleunigungsgesetz dür- 
fen also nicht mehr diejenigen Größen vorkommen, die von der Gestalt einer 
bestimmten Bahn abhängen, auf der sich ein bestimmter Körper bewegt. Die 
einem beliebigen Planeten, der sich in der Entfernung 7 von der Sonne befindet, 
erteilte Beschleunigung wird also durch die Formel 


= T 
(II; 40) ee 


dargestellt werden müssen, in der C? eine positive Konstante bedeutet, die für 
das System Sonne-Planet maßgebend ist und nur von den individuellen Eigen- 
schaften (den Massen) dieser beiden Himmelskörper abhängen darf, nicht aber 
von den Elementen der von ihnen beschriebenen Bahnen. Der Vergleich beider 
Ausdrücke zieht nach sich, daß 


(II; 41) 2-5; c=Cy, 


d.h. also, daß die Flächenkonstante einer Planetenbahn der Quadratwurzel aus 
dem Bahnparameter proportional ist. | 

NewTron hat ferner gezeigt, daß die Anziehungskraft, die von der Erde auf 
den sie umkreisenden Mond ausgeübt wird, ihrem Wesen und ihrer Größe nach 
mit der Schwerkraft identisch ist, die den freien Fall der Körper auf der Erd- 
oberfläche verursacht. Aus den schon von GALILEI empirisch abgeleiteten Fall- 
gesetzen war bekannt, daß die Beschleunigung der Körper durch die Schwer- 
kraft von deren Masse unabhängig ist. Es lag also nahe anzunehmen, daß die 
Größe C wohl von der Masse des anziehenden, nicht aber von der des angezo- 
genen Körpers abhängt und daher für ein und dasselbe System, etwa das 
Planetensystem der Sonne oder das Satellitensystem eines Planeten, konstant 
ist. Um diesen Sachverhalt zu prüfen, führen wir in (Il; 41) für die Flächen- 
konstante c den Ausdruck (II; 8) ein und erhalten 


(IT; 42) e=napd; ?=na. 


Ist also C eine für das ganze Planetensystem gültige Konstante, so wird für 
verschiedene Planeten P,(?= 1,2, ...) mit den mittleren Bewegungen n,=2n/U, 
und den großen Bahnhalbachsen a, das Verhältnis 


a? C? 


(II; 43) U gm: 
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konstant sein. Das ist aber nichts anderes als der mathematische Ausdruck für 
das dritte KEPLERSsche Gesetz, das von KEPLER empirisch gefunden wurde und 
daher wenigstens mit großer Annäherung im Planetensystem erfüllt sein muß. 

Um einen Überblick zu gewinnen, mit welcher Genauigkeit dieses Gesetz, 
tatsächlich gilt, stellen wir in der folgenden Tabelle die großen Bahnhalbachsen 
(in astronomischen Einheiten), die siderischen Umlaufszeiten (in mittleren 
Tagen) und die nach (II; 43) berechneten Werte C? zusammen, und zwar links 
für die vier sonnennächsten Planeten, rechts für die vier großen Jupiter- 
monde in der Bewegung um ihren Zentralkörper. 


Planet | a | U | 10° C? | Trabant a | U | 10° C? 
Merkur 0.38710 | 87.969 | 2.9591 I 0.002819 | 1.7691 | 2.826 
Venus 0.72333 | 224.70 2.9591 II 0.004486 | 3.5512 | 2.826 
Erde I.00000 | 365.26 2.9591 III 0.007155 | 7.1546 | 2.825 
Mars 1.52369 | 686.98 2.9591 IV 0.012585 | 16.6890 | 2.825 


Innerhalb der hier benutzten Stellenzahl erweist sich die Größe C? also für 
jedes der beiden Systeme tatsächlich als konstant, während sie für verschie- 
dene Systeme beträchtlich verschieden ausfällt. Für das Jupitersystem ist C? 
rund 1047mal so klein wie für das Sonnensystem. Noch andere Werte würden 
wir.erhalten, wenn wir die gleiche Rechnung für die Trabantensysteme anderer 
Planeten durchführten. Es wird daher zweckmäßig sein, 


(II; 44) C?= MR 


zu setzen, wobei nun $® eine universelle Konstante und M einen Faktor bedeutet, 
der für jedes System verschieden ist und offensichtlich ein Maß für die vom 
Zentralkörper ausgehende attraktive Kraft ist, und die man daher als Maßzahl 
für die gravitierende Masse des Zentralkörpers einführen kann. Wählt man, 
wie esin der Astronomie üblich ist, als Masseneinheit die Sonnenmasse, so be- 
trägt dieser Festsetzung zufolge die Masse des Jupiter 1/1047. 

Definiert man nun, wie oben, die vom Zentralkörper auf den Begleiter aus- 
geübte Kraft als das Produkt aus Masse und Beschleunigung des letzteren, so 
wird nach (II; 40) 


Mm 
= Ct 
oder, wenn man (II; 44) substituiert, 
Mm 
(II; 45) Re 


der allgemeine Ausdruck für die Gravitationskraft. Diese Kraft ist demnach dem 
Produkt der beiden beteiligten Massen direkt und dem Quadrat ihres Abstandes 
umgekehrt proportional! 


6 Stumpff, Himmelsmechanik 
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In dieser endgültigen Gestalt, die sich auch in allen ihren Konsequenzen als 
mit der Erfahrung verträglich erwiesen hat, gibt das NEwToNsche Gravitations- 
gesetz zu folgenden grundsätzlichen Überlegungen Anlaß: Nachdem festgestellt 
worden ist, daß die einem Körper. innewohnende Attraktionskraft der Masse 

dieses Körpers proportional ist, wird es nur 
P folgerichtig sein, wenn man die Eigenschaft, 

Anziehungskräfte auf andere Körper auszu- 

üben, jeder Masse zubilligt. Wenn. also die 

Sonne. aufirgendeinen Planeten eine Kraft von 

der Form (II; 45) ausübt, so wird auch um- 

gekehrt der Planet auf die Sonne eine solche 

Kraft ausüben. Da nun aber (II; 45) in bezug 

auf die beiden beteiligten Massen symmetrisch 

ist, werden diese beiden Kräfte dem Betrage 
nach gleich groß sein. Ihre Richtung ist aber 
entgegengesetzt, da die eine vom Planeten zur 

Sonne (in der Richtung — r), die andere aber 

von der Sonne zum Planeten (in der Rich- 

tung t) wirkt. Im mechanischen System 
e Sonne-Planet gibt es daher die beiden ent- 
Q gegengesetzt gleichen Kräfte 


Abb. 2I. Zweikörperproblem: : 
Ortsvektoren. (II;46) {= —R M z vv = {2 = 2 t. 
: | 


Das entspricht einem allgemeinen ind der Newronschen Mechanik: In 
einem geschlossenen System, auf das keine äußeren Kräfte wirken, ist die 
Summe aller (inneren) Kräfte null, .d.h., jede auftretende Kraft (actio) wird 
durch eine gleich große Gegenkraft (reactio) kompensiert: Actio et reachio sunt 
aequales. 

Diese endgültige Fassung des Gravitationsgesetzes zwingt uns, die obigen 
Überlegungen, die zum dritten KEpLerschen Gesetz geführt haben, etwas zu 
modifizieren. Sei (Abb..21) von einem ruhenden (d.h. von Kräften nicht be- 
einflußten) Anfangspunkt O des Raumes aus $ der Ortsvektor der Sonne (S), q 
der Ortsvektor des Planeten (P) und p der von der Sonne zum Planeten füh- 
rende: Vektor, so ist nach dem Gesetz der Vektorenaddition 


5+p=g, ao p=4g-3. 
Die Beschleunigung des Planeten in bezug auf die Sonne ist demnach 
5=5-8. 
Gemäß (II; 46) sind die a Planet bzw. Sonne wirkenden Kräfte 


-+R Zr, 


ma = 
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woraus für die Beschleunigungen 


R M Mm 
(II; 47) or: bzw. IE gi 


folgt. Die Relativbeschleunigung des Planeten zur Sonne ist also 


(IT; 48) ee a 

Y 
Vergleicht man (II; 48) mit (II; 37), so findet man für die Flächenkonstante der 
Planetenbahn den neuen Ausdruck | 


(II; 49) c=k Yb YM-+ m. 


Setzt man dies mit (II; 8) gleich und bedenkt, daßn = z/U, so ergibt sich das 
dritte KEPLERSche Gesetz in der genaueren Form 
a? R? | 


Tr” Ans (M + m) (KePrLer ll) 


(II; 50) 


Das Verhältnis zwischen den Kuben der großen Halbachsen der Bahnen und 
den Quadraten der Umlaufszeiten ist also innerhalb eines Systems nicht, wie 
die ursprüngliche Fassung (II; 43) dieses Gesetzes vermuten ließ, eine für das 
ganze System gültige Konstante. Wird, wie oben, die Sonnenmasse M=1I 
gesetzt, so hat der Ausdruck auf der rechten Seite von (II; 50) infolge des 
Faktors I+ m für jeden Planeten einen individuellen Wert. Diese Unter- 
schiede fallen aber im Planetensystem nicht sehr ins Gewicht, da die Massen 
aller Planeten gegen die Sonnenmasse sehr klein sind. Von den vier Planeten 
der obigen Tabelle besitzt die größte Masse die Erde mit m = 1/329000 (ein- 
schließlich Mond). Dieser Betrag ist so geringfügig, daß der Faktor I + m bei 
‚fünfstelliger Rechnung nicht merklich von der Einheit abweicht. Würde man 
aber die Tabelle durch die Daten des Jupiter vervollständigen, dessen Masse 
von der Größenordnung 10”, also bei gleicher Rechengenauigkeit nicht mehr 
zu vernachlässigen ist, so würde man finden: 


a= 5.2028, U= 4332.6, (C? = 2.9617 - 10" 


und in Übereinstimmung mit (II; 50) 
2._ 22 N 2 A 
(IT; 51) Gr u(r4 2) 2.9591 \ + a) 10%, 


Die Diskrepanz zwischen den Formeln (II; 44) und (II; 51) beruht darauf, daß 
in der’ ersteren die der Sonne vom Planeten erteilte Beschleunigung außer acht 
‚gelassen wurde. Nur wenn.diese verschwindend klein ist, gehen beide Formeln 
ineinander über. 


6* 
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Aus (II; 8) und (II; 49) leitet man für die mittlere Bewegung eines Planeten 
in der Zeiteinheit den neuen Ausdruck 
3 


(II; 52) n=kYM + ma? 


ab. 
18. Gravitationskonstante und Sonnenparallaxe 


Den numerischen Wert der Gravitationskonstante % leitet man am besten aus 
den Elementen der Erdbahn ab, wobei zur Bestimmung der Erdmasse die 
Bahnbewegung des Mondes um die Erde herangezogen werden kann. Setzen 
wir Masse, große Bahnhalbachse und Umlaufszeit der Erde gleich m, a, U, die 
entsprechenden Daten für den Mond gleich ,, a,, U}, so gilt für die Bewegung 
des Systems Erde-Mond um die Sonne gemäß (II; 50) 


.a? R? 

und für die Bewegung des Mondes um die Erde entsprechend 

a; k? 

IR” 4n? am 7 m). 
Eliminiert man aus beiden Gleichungen die Massensumme m + m,, so ergibt 
sich 

a? a? 

were (or A) 

oder 


up PPNEEREEEREN: 
_ 2" 531/,._[I/ fa) 
R Fa r) a 


Drückt man nun die großen Halbachsen in astronomischen Einheiten (a = I) 
und die siderischen Umlaufszeiten in mittleren Sonnentagen aus, so wird 


mit a, = I: 389.3; U = 365.25636; U, = 27.32166. 
Das Hauptglied zr/U En 


(IT; 54) k= 6 assne, log k = 8.2355814 — 10. 


Das ı.Korrektionsglied in der Klammer beträgt 1.52 10”° und würde den 
oben angegebenen Wert. von k nur um 2-3 Einheiten der 8. Dezimalstelle än- 
dern. Bei siebenstelliger Rechnung, die für fast alle Anwendungen der theore- 
tischen Formeln, mit denen wir es hier zu tun haben werden, völlig ausreicht, 
kommt man also mit dem Wert (II; 54) aus. 
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C.F.Gauss hat in seiner „Theoria motus corporum coelestium“ (1809) die 
Gravitationskonstante nach (II; 53) mita= I und 


U = 36542563835; m + m, = 1: 354710 
zu 
k = 0.01720209895 


berechnet. Dieser Zahlenwert ist als „GAusssche Konstante“ seither in allen 
himmelsmechanischen Rechnungen benutzt worden, obwohl inzwischen für U 
und m + m, genauere Werte bekannt geworden sind. Heute gelten die von 
NEwcoMmB (um 1900) abgeleiteten Zahlenwerte 


(II; 55) U = 36525636042; m-+ m, = 1: 329390 


als die besten. Mit ihnen würde sich % geringfügig, aber doch für genaue Rech- 
nung merklich ändern. Um nun zu vermeiden, daß die zahlreichen mit dem 
obigen Zahlenwert der GAussschen Konstante durchgeführten Rechnungen 
ihre Gültigkeit verlieren, ist man übereingekommen, statt für % mit der fort- 
schreitenden Verbesserung unserer Kenntnis der astronomischen Konstanten 
ständig neue Werte einzuführen, die Gleichsetzung der astronomischen Längen- 
einheit mit der mittleren Entfernung der Erde von der Sonne aufzugeben. Be- 
rechnet man unter Beibehaltung der Gaussschen Konstanten die Größe a aus 
(II; 53) und den Daten (II; 55), so findet man 


(II; 56) log a = 0.000000013, 


d.h. also für die große Halbachse der Erdbahn einen Wert, der etwas größer als 
die astronomische Längeneinheit ist. 

Um die „Astronomische Einheit“ (A.E.) in irdischem Längenmaß ausdrücken 
zu können, ist es notwendig, die mittlere tägliche Parallaxe der Sonne (ro) 
durch Messung so genau wie möglich zu bestimmen. Sie hängt mit a und dem 
Äquatorhalbmesser der Erde o, durch die Gleichung 


__% 

sn To = Zar 

zusammen, wo R die, ebenso wie o,, inkm ausgedrückte Länge der A.E. und a 
die durch (II; 56) definierte Zahl bedeutet. 

Die genaue Bestimmung der Sonnenparallaxe ist eine der schwierigsten Auf- 
gaben der messenden Astronomie; ihre fundamentale Bedeutung leuchtet ein, 
da auf ihrer exakten Lösung letzten Endes die Möglichkeit beruht, alle Ab- 
standsmessungen im Universum auf jenes einheitliche Maßsystem zurückzu- 
führen, das in der gesamten Physik benutzt wird. Die Beschreibung der Metho- 
den der Bestimmung der Sonnenparallaxe gehört in den Bereich der Sdhärischen 
Astronomie. Hier soll nur dasjenige Verfahren kurz skizziert werden, das sich in 
der modernen Astronomie als das genaueste bewährt hat: Die Bestimmung 
dieser fundamentalen Konstanten durch Beobachtung von Planetoiden, die der 
Erde besonders nahe kommen, wie z.B. die kleinen Planeten Eros und Amor. 
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Durch genaue Messung der täglichen Parallaxe dieser Körper in ihrer größten 
Erdnähe (die bei Eros 0.16 A.E., bei Amor noch etwas weniger betragen kann) 
gelingt es, in dem zu einer bestimmten Zeit von Erde, Sonne und Planetoid 
gebildeten Dreieck, dessen Seitenverhältnisse aus der Himmelsmechanik be- 
kannt sind, die eine Seite, nämlich den Abstand Erde-Planetoid, auch in ir- 
dischem Maß auszudrücken. Dadurch werden dann die anderen beiden Seiten 
des Dreiecks, also auch der Abstand Erde-Sonne, ebenfalls in km ausdrückbar. 

Die besonderen Schwierigkeiten, die sich bei der Anwendung dieses Ver- 
fahrens ergeben, können an dieser Stelle nur gestreift werden. Zunächst ist klar, 
daß die einfachen Formeln von der Art (IT; 50) für den Zusammenhang zwischen 
den Umlaufszeiten und den großen Bahnhalbachsen der Planeten streng nur 
für den Fall gültig sind, daß keiner der Planeten in seiner Bewegung um die 
Sonne durch die übrigen gestört wird. In Wirklichkeit dürfen diese stören- 
den Kräfte nicht außer acht gelassen werden. Um sie berücksichtigen zu kön- 
nen, ist aber eine genaue Kenntnis der Bahnelemente und der Massen der 
störenden Planeten, einschließlich derjenigen des Systems Erde-Mond, erfor- 
derlich. Es ist klar, daß die Bewegung des Planetoiden, die zur Ermittlung der 
Sonnenparallaxe dienen soll, während der Opposition lange genug verfolgt 
werden muß und daß nach Möglichkeit auch mehrere aufeinanderfolgende 
Oppositionen beobachtet werden sollten, damit nicht nur die Elemente seiner 
eigenen Bewegung so genau wie möglich abgeleitet werden können, sondern 
a genügend Material vorhanden ist, um die Massen der störenden Planeten, 
wenn nötig, zu korrigieren. 

Die durch die Theorien der Himmelsmechanik gegebenen Zusammenhänge 
(über die an dieser Stelle noch nichts ausgeführt werden kann) führen für jede 
Beobachtung des scheinbaren Planetenorts auf Gleichungen, die neben den Ver- 
besserungen der Bahnelemente des Planeten und der Sonnenparallaxe noch eine 
Anzahl weiterer Unbekannter enthalten, unter denen die Korrektionen der an- 
genommenen Werte für die Massen der störenden Planeten die wichtigsten sind. 

Eine weitere Schwierigkeit bietet die in Geschwindigkeit und Beschleunigung 
der Planetenörter enthaltene Zeiteinheit, als die normalerweise der mittlere 
Sonnentag oder der Sterntag gilt. Dabei wird stillschweigend vorausgesetzt, 
daß diese aus der Rotationszeit des Erdkörpers abgeleitete Einheit unveränder- 
lich ist. Untersuchungen, die erst in den letzten Jahrzehnten zu greifbaren Er- 
gebnissen geführt haben, zeigen jedoch, daß die Rotationsdauer der Erde nicht 
konstant ist, sondern sehr langsam und unter Schwankungen zunimmt. So ge- 
ringfügig diese Veränderlichkeit unserer naturgegebenen Zeiteinheit auch sein 
mag (sie ist, obwohl man sie schon lange vermutet hat, erst durch moderne 
Zeitmessungsgeräte, die Quarzuhren, meßbar geworden), so spielt sie doch bei 
den äußerst subtilen Untersuchungen dieser Art eine bedeutsame Rolle. So 
haben die jüngsten Arbeiten über die Neubestimmung der Sonnenparallaxe 
und der Planetenmassen aus den Beobachtungen der Erosoppositionen von 
1931 und 1938 gezeigt. daB man eine von diesen Unregelmäßigkeiten der Erd- 
drehung befreite Zeitskala (NEwTonsche Zeit, Inertialzeit) benutzen muß, wenn 
es gelingen soll, gewisse systematische Abweichungen zwischen Beobachtung 
und Theorie zum Verschwinden zu bringen. 
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Der numerische Wert der Gravitationskonstanten hängt von der Wahl der 
Längen-, Zeit- und Masseneinheit ab. Formel (II; 50) zeigt, daß sie die Dimen- 
sion 


3 1 
Erim 2] 


besitzt. Drückt man den Faktor 2% statt im Bogenmaß in Bogensekunden 
aus, so ergibt sich statt (II; 54) 


In der Folge werden wir oft von der Möglichkeit Gebrauch machen, durch 
passende Wahl der Einheiten dafür zu sorgen, daß k = ı wird und somit als 
lästiger Faktor in den Formeln der Himmelsmechanik verschwindet. Man er- 
reicht das beispielsweise, wenn man als Zeiteinheit 


(IL; 57) = 58.13244 mittlere Tage 


einführt, d.h, an Stelle der gewöhnlichen, in mittleren Tagen ausgedrückten 
Zeit t die neue Variable | 
t=kt 


benutzt. Wir werden dieses Zeitmaß in den folgenden Kapiteln fast ausschließ- 
lich gebrauchen, zumal bei den Bewegungsproblemen der Planetoiden und der 
Kometen unseres Sonnensystems auch die Massen dieser kleinen Körper gegen 
die Sonnenmasse unbedenklich vernachlässigt werden können und somit auch 


der sonst mit $ immer verbundene ‚Faktor Yı + m gleich eins gesetzt werden 
darf. nn 


KAPITEL III 


ANALYSIS DER ZWEIKÖ RPERBEWEGUNG 
19. Die Differentialgleichungen der Zweikörperbewegung und ihre Lösungen 


Es ist bisher gezeigt worden, wie das NEwToxsche Gravitationsgesetz nach 
und nach aus den KEpLeErschen Regeln gewonnen wurde. Zur völligen Klärung 
der Zusammenhänge wird es aber auch notwendig sein, die Umkehrung zu 
behandeln, d.h. zu zeigen, wie die KerLerschen Regeln deduktiv aus der For- 
mulierung des Gravitationsgesetzes folgen. Eine Lösung dieses Problems — die 
einfachste, die es wahrscheinlich gibt — haben wir bereits in Abschn. 16 kennen- 
gelernt, als wir zeigten, wie sich die Gleichung der Bahn als allgemeine Lösung 
der Differentialgleichung (II; 39) der ebenen Zentralbewegung ergab, wenn wir 
der Zentralkraft die Form des NewTonschen Attraktionsgesetzes gaben. | 
Die Gleichungen (II; 47) stellen zwei vektorielle Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung für die Bewegung der beiden beteiligten Körper in einem 
„JInertialsystem“ dar, d.h. in einem Koordinatensystem, dessen Ursprung und 
dessen Achsenrichtungen unbeeinflußt von Kräften, also nur der „Trägheit“ 
(inertia) unterworfen sind. Bedenken wir noch, daß (vgl. Abb. 21 und II; 25). 


p=4- = RL, 
so können wir (II; 47) auch in der Form 


.. M 
(IT; 7) 
© mM 
= +3) 


schreiben. Wir erinnern uns, daß q, m Ortsvektor und Masse des Planeten, 3, M 
Ortsvektor und Masse der Sonne bedeuten. Geben wir den Ortsvektoren qund $ 
die rechtwinkligen Koordinaten x,, y,, 2; (Planet) und %,, Y,, 2, (Sonne), soist 
(III; ı) einem System von sechs skalaren Differentialgleichungen 2. Ordnung 


= Rz an): nenn): 

(III; 2) = - RI (y—Yy), h=-Rıky—Yı) 

> Yı 2 Yı "Y), = 7 23 Y = Yıls 
Zul ur a ne) De ter 0 u) 


äquivalent, dessen Lösung zwölf Integrale erfordert. 
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Die Lösung dieses Problems der ungestörten Zweikörperbewegung gelingt sehr 
einfach, wenn man die vektorielle Form (III; ı) der Differentialgleichungen bei- 
behält. Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit m, die zweite mit M, 
so erhält man 


(III; 3) mö+M3=o 


als mathematischen Ausdruck für die Gültigkeit des Prinzips von der Gleich- 

heit von Wirkung und Gegenwirkung (dem Verschwinden der Resultante aller 

inneren Kräfte). == 
Zweimalige Integration von (III; 3) ergibt 


(III; 4) my+-M3=«+Pbit, 

wobei a’ und 5b’ zwei konstante Vektoren sind. Setzt man 
a=(m+M)a; W’=(m+M)b, 

so erhält (III; 4) die Gestalt 


(III; 5) SS= we = a+ bi (Schwerpunktssatz) 
| | 


© ist der Ortsvektor des Schwerpunkts der beiden Massen M und m. Dieser 
Punkt liegt auf der Verbindungsstrecke der beiden Himmelskörper und teilt 
sie im Verhältnis der Massen so, daß er der größeren Masse am nächsten liegt. 
Aus (III; 5) folgt nämlich 


M m 
er eg 


Der Schwerpunktssatz sagt aus, daß der Schwerpunkt der beiden Massen, 
die sich wechselseitig nach. dem NEwTonschen Gesetz anziehen, linear 
(d.h. geradlinig und gleichförmig) im Raume fortschreitet. Die Bewegung des 
Schwerpunkts ist daher nach dem Trägheitsgesetz kräftefrei; er teilt diese 
Eigenschaft mit dem Anfangspunkt des Koordinatensystems, von dem wir 
vorausgesetzt hatten, daß es ein Inertialsystem sei. Auch der Koordinaten- 
anfang darf also, ohne daß sich an dieser Eigenschaft, unbeschleunigt zu. sein, 
etwas ändert, irgendeine geradlinig-gleichförmige Bewegung ausführen, statt 
zu ruhen, denn ein solches Zugeständnis würde ja lediglich bewirken, daß die 
Integrationskonstanten des Schwerpunktssatzes, die ihrer Natur nach will- 
kürlich sind, sich entsprechend ändern. Es ist somit erlaubt, dem Koordinaten- 
anfang die gleiche kräftefreie Bewegung wie dem Schwerpunkt zuzuschreiben 
und ihn dann durch eine einfache Parallelverschiebung des Koordinatensystems 
in den Schwerpunkt selbst zu verlegen. 

Man gelangt so zu zwei neuen Differentialgleichungen für die Bewegung der 
beiden Massen in bezug auf ihren Schwerpunkt. Subtrahiert man von den 
Gleichungen (III; ı) 

6=o 


(II;6) q-& = (=), 
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und eliminiert auf den rechten Seiten 3 bzw. q durch (III; 5): 


M-+m M-+m M 
RE ER EL >- BE gen Ä Be, 
& m © Fr ga bzw. 9= z © 5, 
so erhält man leicht 
i-&- -Rli®n-e), 
(III; 7) 
ee 
Y 


also für die beiden auf den Schwerpunkt als Koordinatenanfang bezogenen 
Ortsvektoren q — © (Planet) und 3 — © (Sonne) je eine Differentialgleichung 
von derselben Form, der gleichen übrigens, die man für den Vektor Sonne-Pla- 
net (4 — 3) erhält, wenn man die zweite der Gleichungen (III; ı oder 7) von der 
ersten subtrahiert: 


(III; 8) i-3=- —-R 


Die drei Gleichungen (III; 7,8) unterscheiden sich in einem allerdings sehr 
wesentlichen Punkt voneinander: Nur in (III; 8), also für die Bewegung des 
Planeten um die Sonne, stimmt die Größe r im Nenner der rechten. Seite der 
"Differentialgleichung mit dem Betrag der betreffenden Vektorfunktion überein, 
denn esistjar = |gq — 3|. Man kann aber auch die beiden Gleichungen (III; 7) 
auf eine Form bringen, für die dasselbe gilt. Sei g der Betrag des Vektorsq — ©, 
also der Abstand Schwerpunkt-Planet, und s der Betrag von 5 — ©, also der 
Abstand Sonne-Schwerpunkt, so gilt offenbar 


q_M 
gr De 
S m 
also 
a M+m_ M+m 
Bra m 


(III; 9) 


Alle drei Gleichungen besitzen also die gemeinsame Form 
2 


III; = —- —p, 
(III; 10) P Fri 
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wobei der konstante Faktor x? in den drei Fällen verschiedenen Funktionen der 
beiden Massen gleich ist. Es ist nämlich 


M3 
2 BEE ( * Da EB An 
I. fürp, =q— 65 (Schwerpunkt-Planet) x] = * M + mE» 
| m3 
B Ä for. zen. SEE 2 Dre Be nn 
(III; ır) ı 2. fürp,=8— © (Schwerpunkt-Sonne) x5=R Mm 
3. firp =q— 3 (Sonne-Planet) x»?=k?(M + m). 


In allen drei Fällen wird die Bahnbewegung von der gleichen Form sein, näm- 
lich derjenigen, die durch die Lösung der Differentialgleichung (III; 10) gegeben 
ist. Nach (III; 6) ist nämlich | 


= M 2. M ERS 
h=yem’ Pp =: Mm" Pp=D,— Pa 


d.h., die drei Vektoren sind jederzeit gleich- bzw. entgegengesetzt gerichtet, 
während ihre Beträge in konstanten Verhältnissen zueinander stehen. Die drei 
Bahnen sind daher ähnlich: Jede von ihnen läßt sich aus jeder der beiden an- 
deren durch eine affine Transformation (durch eine isotrope, d.h. nach allen 
Richtungen gleichmäßige, Dehnung) herstellen. 

Es genügt also, wenn wir uns in der Folge mit der Gleichung (III; ıo) be- 
schäftigen, der wir die allgemeine Form 


(III; 12) i=-7zr (r=|p) 


geben. Dabei werden wir von den drei Fällen (III; ır) durchweg den dritten 
bevorzugen, der die Bewegung in bezug auf den Zentralkörper als Koordinaten- 
anfang betrifft. Nur in besonderen Fällen, z.B. bei der Bahnbewegung von 
Doppelsternen, würden auch die beiden anderen zur Geltung kommen. 

(III; 12) ist eine vektorielle Differentialgleichung 2.Ordnung, die drei ska- 
laren Differentialgleichungen derselben Art für die drei Koordinaten von p 
äquivalent ist. Sie besitzt infolgedessen sechs Integrale; ihre Lösungen sind 
durch sechs willkürliche Integrationskonstanten (Bahnelemente) bestimmt. 
Multipliziert man (III; ı2) vektoriell mit p, so ergibt sich 


PB] = -— [pr] = 0, 


da.ja das Vektorprodukt eines Vektors mit sich selbst verschwindet. Diese 
Gleichung läßt sich sofort integrieren: Es ist 


(III; 13) [pP] = g (Flächensatz) |, 
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wobei g einen konstanten Vektor darstellt, der in Gestalt seiner Koordinaten 
drei der gesuchten sechs Integrationskonstanten in sich vereinigt. Das Inte- 
gral (III; 13) ist mit dem uns bereits bekannten Flächenintegral identisch. Aus 
der Definition des Vektorprodukts folgt, daß 9 ein auf der durch p und P be- 
stimmten Ebene normaler Vektor ist. Das bedeutet aber, daß die Bahnbewe- 
gung des Himmelskörpers in einer festen Ebene vor sich geht, die auch den 
Koordinatenanfang (Zentralkörper bzw. Schwerpunkt) enthält. Man darf also 
auf p und seine Ableitungen nach der Zeit die für jede ebene Bewegung gültigen 
Formeln (II; 25, 30) anwenden und findet dann 


(III; 14) gerri) + rohm = rön=cn, 


da [tt] = o und da [rm] = n ein auf der Bahnebene senkrecht stehender Ein- 
heitsvektor ist. Der Betrag des Vektors g, den man deshalb auch als den Vektor 
der Flächengeschwindigkeit (Drekimpulsvektor) bezeichnen kann, ist also gleich 
der Flächenkonstanten. 

Ein weiteres Vektorintegral erhält man, wenn man (Ill; ı3) mit (III; 12) 
vektoriell multipliziert. Es ergibt sich zunächst 


B= -— PIr9] = -— PHP - PPD, 


wenn man einen Satz der Vektoralgebra über die vektorielle Multiplikation 
eines Vektors mit einem Vektorprodukt anwendet. Da nun aber 


pp)=r 
und, wie man durch Differenzieren dieser Identität beweist, 
(IIT; 15) ph)=rr, 


so kann man auch schreiben: 
a. Ks rd — FH a d p 


Diese Gleichung ist integrabel und ergibt 


2 
(III; 16) [Pg] = —p + (Larracesches Integral) j 


Das ist das LAPLAcEsche Integral mit der neuen vektoriellen Integrationskon- 
stanten f, die wiederum drei skalaren Konstanten äquivalent ist. Diese sind 
allerdings von den Flächenkonstanten nicht unabhängig. Schreibt man (III; 16) 
in der Form 


„2 
i=Pg - —» 
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so bemerkt man, daß fin der Bahnebene liegt, da sowohl [Pg] als auch p der 
Bahnebene angehören. Es gilt also die Beziehung 


(fg) = 0, 


da f und g aufeinander senkrecht stehen. Zwischen den Koordinaten c,, ca, C; 
von g und den Koordinaten d,, d,, d, von | besteht demnach die identische 
Beziehung 


(III; 17) Cd + Code + Od, = 0, 


so daß also nur fünf der sechs Konstanten c, und d, voneinander unabhängig 
sind, während die sechste. aus (III; ı7) folgt. Mit anderen Worten: Während g 
ein willkürlich im Raum gegebener Vektor ist, bleibt f auf die durch g be- 
stimmte Ebene beschränkt und ist daher als ebener Vektor aufzufassen, zu 
dessen Festlegung zwei Koordinaten notwendig und hinreichend sind, etwa 
sein Betrag d und seine von irgendeiner festen Anfangsrichtung in der Bahn- 
ebene gezählte Richtung 9,.- 
Multipliziert man schließlich (III; 16) skalar mit p, so erhält man 


Ba) = pp) + Pi): 


Da nach dem Satz von der zyklischen Vertauschbarkeit der Faktoren gemisch- 
ter Produkte 


(p[pg]) = (elpP]) = (gg) = e? 


und ferner (pp) = r? ist, so folgt hieraus unmittelbar, wenn wir mit 9 — gu den 
von p und [ gebildeten Winkel bezeichnen, 


= xr + rdcos (p — Q,) 
oder 
c? 


2 
Ri: eng Freie 
1 + 7008 (P — ER 


d.h. die Gleichung der Bahn, die sich als ein Kegelschnitt erweist, dessen einer 
Brennpunkt im Koordinatenursprung liegt. Die Exzentrizität e = d/x? kann 
jeden beliebigen Wert zwischen o und annehmen, während negative Werte 
ausgeschlossen sind, da d als Betrag eines Vektors wesentlich positiv ist. Über 
das erste KEPLERSsche Gesetz hinaus, das nur von Ellidsen (os e< I) spricht, 
sind demnach auch Parabeln (e = ı) und Hyperbeln (e > ı) als Bahnformen 
zulässig. Tatsächlich kommen alle diese Bewegungsarten unter den Himmels- 
körpern vor. Elliptisch sind die Bahnen der Planeten und ihrer Trabanten, der 
periodischen Kometen und der Doppelsterne, parabolisch viele Kometenbahnen, 
während alle drei Bahnformen bei den Meteoren beobachtet werden. Gelegent- 
lich sind auch hyperbolische Kometenbahnen berechnet worden, doch waren 
deren Exzentrizitäten stets nur geringfügig größer als eins. 
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Von den sechs Integralen der Differentialgleichung (III; 12) fehlt jetzt nur 
noch eines. Wir erhalten es aus dem Flächensatz 


rdpo=cdt, 


indem wir r mittels (III; 18) durch @ ausdrücken und integrieren: 


(1) 
| do ; | 
. 2 Be ur an de == — 
(III; 19) b TER, ö / dt=c( - 1b). 


Die neue Integrationskonstante 2, ist der Zeitpunkt, für den o = 9, wird, also 
gemäß (III; ı8) der Radiusvektor 7 sein Minimum erreicht (Periheldurchgangs- 
zeit). Wie schon gezeigt wurde, führt die Auswertung des Integrals auf der 
linken Seite von (III; ı9) im Falle der Ellipse auf die KEPLERsche Gleichung. 
In den anderen Fällen ergeben sich ähnliche Beziehungen (siehe Abschn. 22). 

Der Lapraczsche Vektor f hat, wie oben bemerkt, in der Bahnebene die 
Richtung & = 9,, zeigt also nach dem Perihel der Bahn; sein Betrag d = x?e 
ist der Exzentrizität des Kegelschnitts proportional. Für e= o (Kreisbahn) 
verschwindet f, übereinstimmend mit der Tatsache, daß kreisförmige Bahnen 
ein Perizentrum nicht besitzen, da alle ihre Punkte vom Attraktionszentrum 
gleich weit entfernt sind. 

Ist die Bahnebene einmal festgelegt, so sind für die Definition der Bahn nach 
Form, Größe und Lage drei Konstanten notwendig und hinreichend, etwa @,, e 
und ?. Jede.der Variablen, durch die der Ort des Himmelskörpers in der Bahn 
bestimmt wird, muß also einer Differentialgleichung 3.Ordnung genügen, die 
sie als Funktion der Zeit bestimmt. So findet man aus (II; 32-34) 


und durch nochmaliges Differenzieren nach der Zeit 


z a ee. 
= —2— 7 — 008% — — d—-sinv = 
r pP “op 
FF f 
ee 
r Y 


‚Andererseits folgt aus der Formel für ? 


2 2 2 

e .. 06 0% 

ae — | 
Tr 


yd 
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wenn man c = x \f setzt. Benutzt man diese Beziehung zur Elimination von c, 
so erhält man schließlich 
| 0 ; | 


(III; 20) eur 


als Differentialgleichung 3. Ordnung für den Radiusvektor, in deren Koeffizien- 
ten die Bahnkonstanten nicht mehr vorkommen. Wir werden später auf diese 
bemerkenswerte Gleichung noch zurückkommen. 


20. Der Energiesatz und die Geschwindigkeitsbeziehung 


Im vorigen Abschnitt haben wir die Integration des Problems der Zweikörper- 
bewegung nach dem NewTronschen Gesetz vollständig durchgeführt. Die zwölf 
Integrale wurden dabei durch vier „Sätze“ geliefert: Den Schwerpunkissatz mit 
sechs unabhängigen Integrationskonstanten (den Koordinaten des Ortes und 
der Geschwindigkeit des Schwerpunktes in einem beliebigen Inertialsystem), 
den Flächensatz mit drei Konstanten (den Koordinaten des Flächengeschwindig- 
keitsvektors bzw. der Flächenkonstante c und den Richtungskonstanten der 
Bahnnormale), das LAPLAcEsche Integral mit zwei Konstanten (den Koordi- 
naten des LarLaczschen Vektors in der Bahnebene bzw. der Exzentrizität der 
Bahn und dem Richtungswinkel nach dem Perizentrum) und schließlich die 
KEPLERsche Gleichung in ihrer allgemeinsten Form (III; 19) mit einer Kon- 
stanten (der Perihelzeit). 

Wenn wir darüber hinaus noch weitere Integrale finden sollten, so kann’ es 
sich nur noch um Funktionen der bereits bekannten handeln. Eines der wich- 
tigsten dieser Integrale, das Enersieintegral, erhalten wir, wenn.wir (III; 12) 
skalar mit P multiplizieren: 


ke: Minds 
B)=- m. 
Diese Gleichung ist integrabel, da 


D|H 
Sim 


= I; Mi) =rr; -== ale). 


Wir erhalten also durch Integration 

(III: zr) ER 

(III; 21) 2 (PP) z V = +h, 

wo V den Betrag der Geschwindigkeit und A eine skalare Integrationskonstante 
bedeutet. 


Eine andere Art, diese Beziehung abzuleiten, ist folgende: Bezeichnet man 
die drei rechtwinkligen Ortskoordinaten des Planeten mit , @=1, 2, 3) 
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und die Geschwindigkeitskoordinaten mit 2, = g,,so kann man (III; 12) durch 
folgende sechs skalaren Differentialgleichungen 1.Ordnung ersetzen: 


VR = Pi 

® x? 

Beh= nl = P2 Rt). 
Setzt man nun 


4? 


(III; 22) H (9 Bd NDR - SE 


so nehmen diese sechs Differentialgleichungen die „Ranonische“ Form 


i OH 
ı op,’ 
III: 2 : i=12, 
( 3) „_ _ du ( 3) 
; 04% 


an. Multipliziert man diese Gleichungen mit ?, bzw. —d, und summiert über 
alle :, so ergibt sich 


& OH dH 
0-25 Di, + du d) = it’ 
d.h., es ist 
H= constt =h 
das Energieintegral. 


Wir wenden nun diesen Satz auf die drei Bewegungsfälle (III; ro) an. Für 
diese Fälle sei: 

I. (Bewegung des Planeten um den Schwerpunkt des Systems): Geschwindig- 
keit V,, Radiusvektor g, Integrationskonstante A,; 


2. (Bewegung der Sonne um den Schwerpunkt des Systems): Geschwindig- 
keit V,, Radiusvektor s, Integrationskonstante A,; 


3. (Bewegung des Planeten um die Sonne): Geschwindigkeit V, Radius- 
vektor r, Integrationskonstante 4. 


Multiplizieren wir in den ersten beiden Fällen die Gleichung (III; 2ı) mit 
der jeweiligen Masse des bewegten Körpers, so ergibt sich, wenn wir noch für 
den Massenfaktor x? die entsprechenden Werte aus (III; ıo) einsetzen, 
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oder, da (siehe S. go) 


_ M ; _ m - 
TMiye Min: 
Mm M 
ee 2, 
mi, mVi — R Due 
I Mm m 
Mh= — 2.2.59: 
Ri, „MV: R z un 


Die Summe dieser beiden Gleichungen ergibt 


(III; 24) i Mi 
az (mV? + MV}) — nn (Energiesatz) 


Die neue Konstante E, die auf den Schwerpunkt des Systems bezogen ist 
und in bezug auf die Massen, Koordinaten und Geschwindigkeiten der beiden 
Körper völlig symmetrisch gebaut ist, bezeichnet man als die Gesamtenergie des 
Systems, die Gleichung (III; 24) als den Energiesatz.. E setzt sich zusammen 
aus der kinelischen Energie 


T=-— (mvi+ MV 


und der potentiellen Energıe 
eyes 


v 


des Systems. Der Energiesatz besagt also, daß die Gesamtenergie des Systems 
konstant ist (Satz von der Erhaltung der Energie). Er gilt natürlich auch, wenn 
wir, wie im dritten Fall (III; 10), den Koordinatenanfangspunkt in die Sonne 
legen. Es ist dann entsprechend | 


(IL; 25) E=mh= Im  BruTm 


Hier bedeutet V die Relativgeschwindigkeit des Planeten zur Sonne. Die 
Größe U, eine skalare Funktion des Abstandes beider Körper, heißt das Poten- 
tial des Systems und hat im Falle (III; 25) die Form 

u 


Sie besitzt folgende merkwürdige Eigenschaft: Schreibt man die Differential- 
gleichung (III; ı2) in rechtwinkligen Koordinaten mit dem Ursprung in der 


7 Stumpff, Himmelsmechanik 
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Sonne [x° = A? (M + m)], so erhält man als Koordinaten der auf den Planeten 
wirkenden Kraft 


mi = Bm (Mm = 5 

= Eh nu y_ AU 
(III; 26) m kim (M + m) gt 
z oU 


mi= —km(M + Mag 


wie man leicht bestätigt, wenn man bei der partiellen Differentiation von U 
berücksichtigt, daß 


or x 
?=x#+y:+2°%, aso — = — usw. 


0x 


ist. Sind it, j, t die Einheitsvektoren in Richtung der drei Koordinatenachsen, 
so läßt sich wegen (III; 26) die er (III; 12) auch in der Form 


(III; 27) md = Si ir + get = grad U 


schreiben, d.h., die Kraft, die auf den Planeten wirkt, ıst gleich demGradienien der 
Potentialfunktion! | 

Aus (III; 21) läßt sich der Zusammenhang zwischen der Energiekonstanten A 
und den im vorigen Abschnitt definierten Integrationskonstanten der Bahn- 
bewegung herleiten. Multiplizieren wir die erste Gleichung (II; 30) mit sich 
selbst skalar, so erhalten wir für das Quadrat der Geschwindigkeit 


= (5) = #?(er) + 2rio (em) + 7°9° (mm) 
oder, da (rr) = (mm) = 1, (rm) = 
(III; 28) V:= 72 + r29? 
Ersetzt man nun r, #, $ = Ö durch (II; 31-33), so ergibt sich 


2 2 
vr = Ze sinn + zz le + scan)? - z (T + 2ecosv +) = 
- 5 I+ ecosv -:5°)-5(2-5% 
ag aloween c=x#YPp 
j un. ee 
(III; 20) V -»[; R ) 


Andererseits ist nach (III; zr) 


Pre + 22). 


Y x2 
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Daher ist 


Eu 99 
(III; 30) h=-mıl 


2p 


Nun ist nach (II; 2) für die Ellipse $ = a(ı — e?); für die H'yperbel aber, wie 
aus der Geometrie bekannt, 5 = a(e? — ı) der Ausdruck für den Parameter 
der Bahn, der seiner geometrischen Bedeutung nach eine wesentlich positive 
Größe darstellt. Wir können dieser Formel einheitlich die Gestalt 


p=al-e) 


geben, wenn wir die Verabredung treffen, die Größe a im Falle der Hyperbel als 
negativ anzusehen. Unter dieser Voraussetzung dürfen wir statt (III; 30) ein- 
heitlich 


und für das Quadrat der Geschwindigkeit 


Vega 
(4 17 | 


schreiben. Diese Formel ist auch für die Parabel richtig, für die a = wird, 
denn es ist ja dann e = I und, da $ stets endlich ist, nach (III; 30)% = o. 

Die Geschwindigkeitsrelation (III; 31), die nur eine andere Form des Energie- 
satzes darstellt, lehrt, daß die Geschwindigkeit eines Himmelskörpers im Gravi- 
tationsfeld der Sonne, abgesehen von r, nur noch von der großen Halbachse der 
Bahn, nicht aber von deren Exzentrizität abhängt. Ferner folgt aus ihr, da 
beide Seiten von (III; 31) stets >o sein müssen!), daß für elliptische Bahnen 
(a > 0) stets r < 2a ist, während für a = & (Parabel) und a< o (Hyperbel) 
der Abstand des Himmelskörpers von der Sonne auch unendlich groß werden 
kann. Für die Parabel lautet die Geschwindigkeitsbeziehung 


Fr 
(III; 32) m= V «Vz. 


(III; 31) 


Die Geschwindigkeit eines die Sonne in einer Parabelbahn umlaufenden Ko- 
meten oder Meteors ist demnach der Quadratwurzel aus dem Abstand von der 
Sonne umgekehrt proportional, wird im Unendlichen null und hängt. im übri- 
gen von den Bahnelementen nicht ab, wohl aber von der Masse, dax=kyı+ m, 
' wenn die Sonnenmasse gleich eins gesetzt wird. Wegen der Geringfügigkeit der 


1) V=o ist für endliches nur bei den geradlinigen Bahnen möglich, die einen 
singulären Fall der Zweikörperbewegung darstellen (siehe Abschn. 26), 


7. 


IO0Oo Analysis der Zweikörperbewegung 


Masse der Kometen (und erst recht der Meteore) darf aber stets m = 0 gesetzt 
werden, so daß sich (III; 32) praktisch auf 


v=ry 
Y 


reduziert. So haben also alle auf Parabeln um die Sonne laufenden Kometen 
und Meteore in der gleichen Sonnenentfernung auch die gleiche Geschwindig- 
keit. Insbesondere ist die Geschwindigkeit aller Meteore, die aus parabolischen 
Bahnen auf die Erde stürzen, in bezug auf die als ruhend angenommene Sonne 
stets die gleiche, nämlich, wenn wir den Sonnenabstand der Erde im Zeitpunkt 
des Einfangens (d.h., wenn die hier vernachlässigte Anziehungskraft der Erde 
sich bemerkbar zu machen beginnt) und damit auch den des Meteors gleich 
eins setzen, 

A 


‚Ei. _ „m 
Tag et 


V=kyz2 


wie man leicht berechnet, wenn man für % den Wert (II; 54) setzt. 

Bei nichtparabolischen Bahnen ist der zweite Summand in (III; 31) von’ 
null verschieden; er bewirkt im Fall der Ellipse eine Verminderung, im Falle 
der Hyperbel eine Vergrößerung der Geschwindigkeit gegen die parabolische. 
Kennt man also Radiusvektor und Relativgeschwindigkeit in bezug auf die 
Sonne für irgendeinen Zeitpunkt, so genügen diese Daten zur Bestimmung der 
Bahnform. Das Kriterium lautet: 


V<x y: (Ellipse) 
(III; 33) V=x y: (Parabel) 
V>« V: (Hyperbel) 
Für Kreishalten (r = a) ergibt sich aus (III; 31) insbesondere 


V= — = const. 
Ya 
Die Formel (III; 31) läßt sich noch weiter vereinfachen, wenn man nach 
(II; 20) den „antifokalen Abstand“ 


| s=24a-—-r 
einführt. Es wird dann 


iss% „_ Ks 
(III; 34) [4 a 


Diese Formel gilt zunächst nur für die Ellipse, läßt sich aber ohne Schwierigkeit 
auch auf die Hyperbel übertragen, wenn man neben a auch s negativ sein läßt. 
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Für die Parabel wird (III; 34) allerdings unbestimmt, da sowohl s als auch a 
unendlich groß werden. Aus (II; 20) folgt aber, daß der Quotient s/a dem Grenz- 
wert 2 zustrebt, so daß (III; 34) in die mittlere Formel (III; 33).übergeht, wie 
es sein muß. 


21. Der Hodograph der Zweikörperbewegung 


Trägt man Orts- und Geschwindigkeitsvektor eines bewegten Punktes im 
Koordinatenanfangspunkt an, so beschreibt die Spitze des Ortsvektors die 
Bahnkurve der Bewegung, die des Geschwindigkeitsvektors eine andere Kurve, 
die ebenfalls für die Bewegung charakteristisch ist und die man als Hodograph 
bezeichnet. Allgemein ist nach (II; 26) 


P=fr+rom. 
Für die Zweikörperbewegung ergibt sich nach (II; 31-33), wenn wir 9 = v und 
c= x} setzen, der spezielle Ausdruck 
R — xYp [eSsins 2 mo an Eu = 


He. x 
= — (tsinv + mcosv) + —m. 


1 1 


Dabei ist j=rsinv-+ mcosv, wie man der Abb. 20 ee entnimmt, 
ein Einheitsvektor, der mit der Richtung r den Winkel — — — U einschließt, d.h. 


gegen die Perihelrichtung um 90° im Sinne der Be verschoben ist. 
Er steht demnach auf der großen Bahnachse senkrecht. Der Hodograph der 
Zweikörperbewegung wird also durch 


(IT; 35) ee 


Y ra 


dargestellt, d.h. durch einen konstanten Vektor, dessen Spitze M (Abb. 22) 
auf der positiven Brennpunktsordinate im Abstand zeiyd vom Brennpunkt 


liegt, und einen beweglichen Vektor von der konstanten Länge x/YB, der sich 
um M so dreht, daß seine Richtung der des Ortsvektors stets um 90° im Sinne 
der Bewegung vorauseilt. Der Hodograph ist demnach ein. Kreis mit dem 


Mittelpunkt M [= 0; = ”®\ und dem Halbmesser x/Yp. Seine Gleichung 


lautet, wenn wir die rechtwinkligen Koordinaten von P mit &, % bezeichnen, 


(III; 36) + (0-5) 5. 
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Im Falle einer elliptischen Bewegung wird die große Achse von diesem Kreis 


geschnitten; die Schnittpunkte haben die Abszissen +x/Ya. Die Richtung der 
Geschwindigkeit durchläuft, bei 90° (Perihelgeschwindigkeit) beginnend, alle 
Werte zwischen o und 2. Im Falle der Parabel berührt der Hodograph die 
Apsidenlinie im Brennpunkt. Der Brennpunkt selbst (Geschwindigkeit null) 
entspricht dem unendlich fernen Punkt der Bahn. Ist die Bahn eine Hyperbel, 
so haben Hodograph und große Achse keinen Punkt gemeinsam. Der Rich- 


Abb. 22. Hodograph der elliptischen Bewegung. 


tungswinkel y der Geschwindigkeit gegen die positive Ordinatenachse (die der 
Richtung der Perihelgeschwindigkeit entspricht) ist zwischen zwei Grenzen 
eingeschlossen, die durch die Richtungen der beiden Tangenten vom Brenn- 
punkt an den Hodographen gegeben sind. Alle Punkte des Hodographen, die 
den Punkten des von dem Himmelskörper durchlaufenen Hyperbelastes ent- 
sprechen, liegen oberhalb der die Berührungspunkte dieser Tangenten verbin- 
denden Geraden (der Polare des Brennpunkts). Der unterhalb dieser Geraden 
liegende Bogen des Hodographen entspricht dem Nebenast der Hyperbel, der 
den Antifokus einschließt. Dieser Nebenast wird durchlaufen, wenn die Kraft, 
die auf den Massenpunkt wirkt, repulsiv ist: Die Geschwindigkeit erreicht da- 
her im Scheitel des Nebenastes (unterster Punkt des Hodographen) ein Mini- 
mum, während sie im Scheitelpunkt des Hauptastes (Perihel), dem bei allen 
Bahntypen der oberste Punkt des Hodographen entspricht, stets ihr absolutes 
Maximum annimmt. 
Allgemein sind die rechtwinkligen Koordinaten der Geschwindigkeit 


= —-Vsny= — —sıinv, 


YB 
ri 


(III; 37) 


y= Vcosy= e-+ cosv). 
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Hieraus folgt 


E sin v 
(III; 38) tg y er 


3 


was zu einer einfachen Beziehung zwischen y und (im Falle der Ellipse) der 
exzentrischen Anomalie führt. Dividiert man nämlich (II; ı1, 12) durch (Il; 9), 
so erhält man 


cosE — e sınE 
III: er MPIEBIEHNERHERBEGBREEINGEER. 1 = y 92 ul rer, 
(IT; 39)  coso I-ecosE’ m: Bee I—-ecosE 


Abb. 23. Differenz der wahren 
und der antifokalen Anomalien zweier Planetenörter. 


Setzt man dies in (III; 38) ein, so folgt 


= „tgE = secptgE, 


III; 40 tgy = ——— 


wenn man noch, nach (II; 3), den Exzentrizitätswinkel & einführt. 

Für den Hodographen gilt folgender geometrische Satz, der an späterer 
Stelle (Abschn. 49) angewandt werden wird. Seien (Abb. 23) O, und Q, zwei 
Punkte des Hodographen, die den Bahnpunkten P, und ?, einer elliptischen 
Bewegung entsprechen. Verlängert man die Geschwindigkeitsvektoren OQ,, 
O0, nach rückwärts, so sind 00; ‚003 die Geschwindigkeitsvektoren, die zu den 
P, und P, diametral gegenüberliegenden Ellipsenpunkten P} und P3 gehören. 
Die zu diesen Punkten führenden Radiusvektoren; und rz sind offenbar gleich 
den zu P, und P, gehörenden antifokalen Distanzen. 
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Nun ist <Q,MOQ, = 2] = w — v,, da ja die Vektoren MO stets zu den zu- 
gehörigen Ortsvektoren O P normal sind und daher untereinander dieselben 
Winkel bilden wie diese. Es ist daher auch x 0,010, = f als Umfangswinkel 
über dem gleichen Bogen. Ebenso ist dann auch & 0,0,05 = f, wenn 2f 
= w, — w, die Differenz der antifokalen Anomalien von P, und P, bedeutet. 
Der Winkel zwischen den beiden Geschwindigkeitsvektoren 00, und 00, ist 
demnach (als Außenwinkel im Dreieck 0010,) gleich f+ f’. Für die Parabel 
ist f = 0; es gilt daher der Satz: In der Parabelbewegung ist der Winkel 
zwischen zwei Geschwindigkeitsvektoren stets halb so groß wie der zwischen 
den beiden Ortsvektoren, also gleich der halben Differenz der beiden wahren 
Anomalien. In der Hyperbel ist /’ negativ. 


22. Das Integral der Anomalie 


Die Integrationskonstante @,, die wir als Richtungswinkel des LArLAceschen 
Vektors in der Bahnebene erhielten, definiert die Richtung nach dem Perthel 
(Perizentrum) der Bahn. Die Differenz v = @ — o, stellt also den heliozentrisch 
gesehenen Winkelabstand vom Perihel dar, den wir schon früher als wahre 
Anomalie bezeichnet haben. 

Die Gleichung (III; 19), in der das linksseitige Integral'noch auszuführen ist, 


lautet, wenn wir v statt @ — 9, einführen, c = x/# setzen und unter T die 
'Durchgangszeit durch das Perihel (p = @,) verstehen, 


R ® 
dv x 
un nn er Tl 
(HL 47) [ (1 + ecoso)% Ya . 
0 
Die Ausführung der Integration ist verschieden, je nachdem esı ist. 
Außerdem kann der Fall e = o gesondert behandelt werden, da er besonders 
einfach liegt. Wir unterscheiden somit vier verschiedene Fälle: 


a) Kreisbahn (e = 0): Gleichung (III; 41) lautet dann 


oder, da hier? = a, 
(III; 42) v=—-(t-T)=nli-T)=M, 


d.h., in der Kreisbahn ist die wahre Anomalie der Zeit proportional (wahre 
= mittlere Anomalie). Der Fahrstrahl dreht sich also mit der konstanten 


Winkelgeschwindigkeit n = ee (vgl. II; 52). 


ai 
u ya 
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b) Parabelbahn (e = ı): In diesem nächst einfachen Fall nimmt (III; 4r) die 


‘Form 
® . dD 


dv ( d x | 
el ae ee 
ir +cosv)? et y95 ( ) 

2 


0 


an. Substituiert man 


Wenn man links das Integral ausführt und rechts, wie bei Parabelbahnen üb- 


lich, statt des Parameters? die Periheldistanz q = £ einführt [aus# = a(I —e®) 


undg=alı — e) folgt ja = 1I-+ e= 2 bei der Parabel], 


| 


eg 
(III; 43) Eröser 


Aus dieser kubischen Gleichung kann die wahre Anomalie direkt als Funktion 
der Zeit gefunden werden. Über die Methoden ihrer Auflösung wird im Abschn. 
34 berichtet werden. 


c) Ellidsenbahn (e<ı): Die Integration von (III; 4ı) gelingt durch Ein- 
führung der exzentrischen Anomalie E anstatt v. Schreibt man (III; Ar) in der 
aus dem Flächensatz folgenden Form 


[r dv = ct - T) 
) 


und setzt nach (II; 16)rdE = nadt, nach (II; 8) rdv=cdt= n]pa?dt, so 
findet man durch Elimination von dt 
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mithin 


® E 
[re dv = Yap [rdE = nYpaalt — T) 
Bı) 0 


oder, wenn man 7 durch (II; 10) ausdrückt und integriert, 


E 
(II;4) [it—ecosE)dE=E-esnE=nt—-T)=M, 
0 


also die KEPLERsche Gleichung. 


d) Hyberbelbahn (e>1; a<co): In der hyperbolischen Bewegung verliert so- 
wohl die mittlere Anomalie M (und mit ihr die mittlere Bewegung r) als auch die 
exzentrische Anomalie E ihren reellen Sinn. Die Integration von (III; 41) ge- 


Abb. 24. Bewegung in der Hyperbel. 


lingt dennoch in reeller Form, 
wenn man statt E eine andere 
Hilfsvariable einführt, diein der 
Hyperbel (Abb. 24) folgender- 
maßen definiert wird: Es seien 
P der Ort des Himmelskörpers 
und r,v seine Polarkoordinaten, 
bezogen auf die im Brennpunkt 
des linken Hyperbelastes ste- 
hende Sonne S als Koordinaten- 
ursprung und die Richtung von 
S nach dem Perihel /J als Haupt- 
richtung. Um den Mittelpunkt 


M der Hyperbel sei mit dem positiven Halbmesser x = — a der „Hauptkreis“ 
IIK A beschrieben, der die Hyperbel in den Scheiteln // und A berührt. Vondem 
FußpunktO des von ? auf die Apsidenlinie gefällten Lotes aus ziehe man die 
Tangente OK an den Hauptkreis und verbinde ihren Berührungspunkt X mit 
M. Dann ist der Winkel IMK = H die erwähnte Variable, die an die Stelle 


der exzentrischen Anomalie treten soll. 
Aus der Polargleichung der Hyperbel 


(IIL; 45) = 2 


I+ ecosv 


__ale— 1) 
I+ecosv 


und der aus Abb. 24 unmittelbar abzuleitenden Beziehung 


(III; 46) rcosv=a(e — secH) 


folgt durch Elimination von cos v 


(III; 47) r=aleseccH — 1). 


Schließlich findet man nach einfacher Rechnung 


y: sin?v = r?(I — cos?v) = ale? — 1) (sec? H — ı) = o®(e — ı) tg? H, 
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also, wenn man festsetzt, daß v und H gleichsinnig wachsen sollen, 


(III; 48) rsinv=aye— ıtgH. 


Aus (III; 47, 46) ergibt sich dann durch Subtrahieren und Addieren 
r(r —-cosv)=ole+1)(scH— 1), 


(II; 49) r(I+cosv)=ale— ı) (secceH+ ı) 


und, wenn man die erste dieser Gleichungen durch die zweite dividiert und die 
Identität | 

IT—cos% secex—I % 
I+cosx seex+t1ı 2 


auf beiden Seiten anwendet, die (II; 14) äquivalente Beziehung 


V e+ı, H 
III: A a, 
(III; 50) 2 nuz 


Differenziert man (III; 47), so erhält man 
dr=cvetgHsecHdHh. 
Außerdem ist nach (II; 33) 


dr = x» —_sinvdt. 


Yb 


Setzt man diese beiden Ausdrücke gleich, so folgt 
tgHsecH dH x _ % 
sin v di  ayp Yaeye-ı 


oder, wegen (III; 48, 47) 
— sec HdH = (esec®H — scH)dH = 


Hieraus folgt durch Integration 


(IT; 5:) | euH+itel- -—) =, 


als transzendente Gleichung für Z, die im Falle der hyperbolischen Bewegung 
die KEpLErsche Gleichung ersetzt. 

Der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung gleicht formal dem ent- 
sprechenden der KEprerschen Gleichung, kann aber nicht wie dieser den An- 
spruch auf die Bezeichnung „mittlere Anomalie“ erheben, denn in der Hyper- 
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belbewegung gibt es keine „Umlaufszeit“, und die Begriffe „mittlere Bewegung“ 
und „mittlere Anomalie“ sind daher nicht im gleichen Sinne wie bei der Ellipse 
verwendbar. In der Tat würde der Ausdruck für » auf der rechten Seite von 
(III; 44) für e > ı imaginär werden. Denn setzen wir a = —«, wo « eine reelle 
positive Größe ist, die den Halbmesser des Hauptkreises der Hyperbel dar- 
stellt, so steht auf der rechten Seite von (III; 44) der Ausdruck 


M = ae N je Be en 
Ger Du? Aa A 


so daß M imaginär ist. 

Man gewinnt die Gleichung (III; 5ı) übrigens auch direkt aus der KEPLER- 
schen Gleichung durch Anwendung folgender Substitutionen: Vergleicht man 
die Formelsysteme (III; 46-48) mit den entsprechenden Formeln (II; 10-12) 
für die Ellipse, so erhält man 


Hyperbel Ellipse 
rcosv=—a(seccH - e) rcosv=al(cosE -— e) 
(III; 52) rsinv= —-ayı -—e(-itgH) | rsinv= ayı - @sinE 
Y = —a(r—esecH) Y =a(I —ecosE) 


Die elliptischen Formeln gehen also in die hyperbolischen über, indem man 
sinEmit—:tgH, amit—a 
(III; 53) cos E mit secH, -3 ee. 
tgE mit — :sinH, 
vertauscht. Diese Substitutionen sind miteinander verträglich, da 
sin®E + co®E= (itgH)’ + se® H = 1. 


Wegen e®=cosE+isinE ist nun sE=1In (oosE + isinE). Man kann 
also 3E durch 


In (secH-+ tg H) = In ru en 
sin (® - 
2. 
Inctg(= — 2) = -Intg(2 — =) 


ersetzen, und die mit —i multiplizierte KEPLERsche Gleichung verwandelt 
sich in 


| SIE 
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In gleicher Weise erhält man auch das hyperbolische Analogon zu (II; 14). Aus 


sıinE= 2 sin 08 = —ıtg H, 


I+cosE= 2 00° =1I+secH 


folgt 


und daher (III; 50) aus (II; ı4). Schließlich erhält die Beziehung (III; 40) 
zwischen der exzentrischen Anomalie und dem Richtungswinkel y der Bahn- 
geschwindigkeit im Hyperbelfall die Form 


tgE = I _sinH. 


| i 
(III; 54) tgy= 
. y@—ı ee —ı 


23. Beziehungen zwischen den Anomalien in der Ellipse 


In der elliptischen Bewegung sind die Beziehungen zwischen dem Radius- 
vektor 7, der wahren Anomalie v und der exzentrischen Anomalie E durch die 
Gleichungen (III; 52) 

(I) (U) 


rcosv=alcosE — e) | bcosE —asinE 
(III;55) rsinv=bsinE a sin E b cos E 
Y =a(1 —ecose) | 


gegeben. Multipliziert man die ersten beiden dieser Gleichungen mit den Fak- 
toren (I) bzw. (II) und addiert, so erhält man 


r(bcosEcosv+asinEsinv) =ab(Ir —ecosE) =rb, 
(III; 56) (dcosEsinv—asinEcosv) = atesinE — (a? — 59) sinEcosE 
=raesinE. 


Hieraus folgen, wenn man e = sin p und b = a cos p setzt und durch ra divi- 
diert, die trigonometrischen Gleichungen 


cosp=sinEsinv-+ cosEcosvcosY, 


Us) 0. 
sinpgsinE= —-sinEcosv-+ cosEsinvcos@, 
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die man auch: findet, wenn man den Cosinussatz und den Sinus-Cosinussatz 
der sphärischen Trigonometrie auf das sphärische Dreieck ABC der Abb. 25 
anwendet, dessen Seiten und Winkel die in der Abbildung eingetragenen Werte 
haben mögen. Auch der Sinussatz ist erfüllt, da er die Identität 


sinpgcosE=cosEsin 


ergibt. Außer (III; 57) gelten im gleichen Dreieck die Beziehungen 


sinE = sinvcosp — cosvsinosinE, 


(III; 58) une 
cosEsinv=sinvsing@ + cosvcosposinE 
und 
sinv=sinEcosp®-+ cosEsinpsinv, 
(III; 59) | 


cosvcosp=cosEcosp —sinEsinosinv, 


aus denen man leicht die häufig gebrauchten Formeln 


, cos Yo sinv j cososinE 
RN I WE ne 
I+sinpcosv ı—sınpcosE 
(III; 60) 
cos v - sin cosE — sin 
cosE = el), 0SU = u 
I+ sin@cosv 1—sinpcosE 


ableiten kann, Für den bei schwach exzentrischen Bahnen 
stets kleinen Unterschied zwischen der wahren und der 


Abb. 25. Trigonome- exzentrischen Anomalie erhält man aus (III; 60) 
trische Beziehungen 
zwischen den Ano- _ sin@cosv + cos?v + cos 9 sin? v 


malienderEllipsenbahn. COS v-E) I+ sinpcosv , 

also 

‚„v-—E 1ı | sin? v(I — cos 

sin? = —[I—-cos(w-E)= u 2) 

2 2 I+ sıno cos v 
oder, da 
a 2 _ocm2 P 
Irsnpcesv=--; I1[—-cosp=2sın 2 
‚v-E r. 
(III; 61) sin = Vz sin“ sinv. 
2 p 2; 


Das Vorzeichen der Wurzel ist positiv, da v — E stets das Vorzeichen von 
sin v hat. 

Faßt man, in Analogie zum System der geographischen Längen und Breiten 
auf der Erdkugel, C als Nordpol einer. Sphäre auf, dann sind CA und C B zwei 
Meridiane mit dem Längenunterschiedpund A, B zwei auf diesen Meridianen 
gelegene Punkte mit den Breiten E bzw. v. 
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Führt man statt v die „antifokale Anomalie“ w ein, so erhält man aus den 
Grundformeln (IT; 20) durch analoge Überlegungen die (III; 57) entsprechen- 
den Formeln 


csp=sinEsinw- cosEcoswcoso, 
(III; 62) ü i 


sinposinE=sinEcosw-—cosEsinwcosp, 


die auch unmittelbar aus (III; 57) folgen, wenn man, wie in Abschn. 15, v mit 
w und e mit — e bzw. @ mit — o vertauscht. So ergeben sich auch aus (III; 58, 
59) die Beziehungen 


sinE=sinwcosp-+ coswsinpsinE, 


(III; 63) KR 
csEsnw= — sinwsing + coswcospsinE 
und | 
| sinw=sinEcosp—cosEsinpsinw, 
(III; 64) | 


coswcosp =cosEcosp + sinEsinpsinw, 


während man an Stelle von (III; 60) die Formeln 


inE— _® p sın w ae cos 9 sın E 
I—sinpcosw I+sınpcoE 
(III; 65) 
cos w — sin ® cosE+sino 
cos E = —— , c008W = —— 
I — sin®cosw I+sinpcosE 
findet. 


Die Gleichungen (III; 62-64) gelten im Dreieck A B’C der Abb. 25, in dem 
B’ auf der gleichen Länge wie BD, aber auf der Breite w liegt, und in dem der 
Abstand A B’, ebenso wie AB, gleich o ist. Es gilt also der folgende merkwür- 
dige Satz: 

Ist in einem sphärischen Koordinatensystem (Länge, Breite) A ein Punkt mit 
den Koordinaten (o,E), und schlägt man um A einen Kreis mit dem Halbmesser o, 
so schneidet dieser den Meridian mit der Länge p in zwei Punkten mit den Brei- 
ten v und w. Dieser Satz behält seine Gültigkeit, wenn von den Anomalien &, v, 


w einige oder alle größer als - sind; die entsprechenden Punkte liegen dann auf 


der Verlängerung ihrer Meridiane über den Pol hinaus. 

Aus den sphärischen Dreiecken ABC und A B’C lassen sich alle möglichen 
Beziehungen ableiten, die zwischen den Anomalien und dem Exzentrizitäts- 
winkel o gelten. So folgen die Formeln (II; ı4) und (II; 21) aus den auf diese 
beiden Dreiecke angewandten NarpiErschen Analogien. Z.B. ist in ABC auf 
Grund dieser Formeln 


tg le = tg z 2 Au =) cos & az =) = a ya 
2 2 2 2 2 2 2 2 
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oder 


Bu 2 — sin =) 
2 2 


tg 


Hieraus folgt, wenn man die Sinusausdrücke auflöst und die Gleichung durch 
cos = cos 2 kürzt, 
2 2 


= 
2 


p 


v UV E 
#2 (tl + tg = 


oder, wie (II; 14), 


p 
Br E_; Den Itre & 
vr 2) 8a Ni-e°z' 


Die gleiche Operation, auf A B’C angewandt, führt auf (II; 21). Auch die An- 
wendung der bekannten Tangentenformeln 


2? _ 6 -asinis-b) _ a+b+c 
537 s-Jsins en 2 
ln. eo, (tree 
ur cos (0 — a) cos (a — ß) a 2 ) 


die für jedes sphärische Dreieck mit den Seiten a, b, c und den ihnen gegen- 
überliegenden Winkeln «, ß, y gelten, führt zu weiteren interessanten und wenig 


m am a m am un mi u GE ai ae Ab En CE dp 


Abb. 26. Tangente und Normale der Ellipse. 
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bekannten Beziehungen zwischen den Anomalien der elliptischen Bewegung, 
deren Ableitung dem Leser überlassen bleibe. 

Aus dem gleichschenkligen Dreieck ABB’ erhält man schließlich alle Be- 
ziehungen, die zwischen E und @ einerseits, dem Richtungswinkel y der Bahn- 
tangente (bzw. des Geschwindigkeitsvektors) und dem Winkel ö (den Orts- und 
GeschwindigkeitsvektordesPlaneten 
miteinander bilden) andererseits be- 
stehen. Dabei soll w, wie schon in 
Abschn. 21, den Winkel darstellen, 
den die Bahngeschwindigkeit mit der 
Perihelgeschwindigkeit bildet, also 
mit der Richtung der positiven Ordi- 
natenachse. Nach einem bekannten 
Satz aus der Geometrie der Kegel- 
schnitte halbiert die Normale N P 
der Ellipse (Abb. 26) den Winkel 
zwischen den beiden Brennstrahlen 
S PundF Pundhalbiert dieTangente 
T P den Außenwinkel des Dreiecks 
SPF bei P. Es ist demnach 


Ar 


U. Ww JT 


(11,66) — = 8, 


und, da im Dreieck SPT 


v+trö-+ Ds vl=nr Abb. 27. Beziehungen 
2 j zwischen den AnomalieninEllipsenbahnen. 


vw Für Hyperbeln ist H statt E, 


(III; 67) =y. x statt p zu setzen. Ferner ist 
2 
| vtw nn 5 v-w 
In dem rechtwinkligen Dreieck a a Tao 


ABD, das entsteht, wenn man in 

Abb. 25 das gleichschenklige Dreieck ABB’ durch die Mittelsenkrechte AD 
halbiert (Abb. 27), gelten demnach auf Grund der für rechtwinklige sphärische 
Dreiecke gültigen Formeln die Beziehungen 


sinycosp=sinösinE, 


(III; 68) sin ysing = cos6, 
cos y — sin ö cosE 
und 
tgEctgy=coso, ctgöctgwy=sinocosE, 
a Breer p göctgy = sing 


tgEtgp =cosösecy, cigöctgp=sinE, 


unter denen man die schon früher abgeleitete Formel (III; 40) wiederfindet. 


8 Stumpfi, Himmelsmechanik 
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Für Parabelbahnen rückt der Punkt A in den Äquator, daE = o, und der 
Kreis um A mit dem Halbmesser o = —tällt mit dem Meridian der Länge 2 
2 


ganz zusammen, d.h., zu jeder beliebigen wahren Anomalie v gehört E=o. 
Aus (Ill; 68) folgt für die Parabel 


cosy = sin6, 


(IIT; 70) d.h. y=--5, 


siny= cosö, 
übereinstimmend mit einer bekannten geometrischen Eigenschaft dieses Kegel- 
schnitts. Hieraus folgt übrigens auch die am Schluß des Abschn. 2I er- 
wähnte Eigenschaft der Parabelbewegung, daß der Winkel zwischen zwei 
Geschwindigkeitsrichtungen (Tangenten) halb so groß ist wie der zwischen den 
beiden zugehörigen Ortsvektoren. Für 
jeden Ort ist nämlich nach Definition 


ö= © + v) — v, also wegen (III; 70) 


29 = v. Für zwei verschiedene Örter ist 
also 


I 
RM =mm. 


24. Beziehungen zwischen den 
Anomalien in der Hyperbel 


Abb. 28. 
Exzentrizitätswinkel der Hyperbel. Für die Hyperbel werden E und © 
imaginär. Führen wir, wie in Abschn. 22, 
statt E die reelle Hilfsvariable 7 ein, so ergeben sich an Stelle der Gleichungen 
(III; 57) analoge Beziehungen, wenn wir statt @ einen „hyperbolischen Exzen- 
trizitätswinkel“ x durch 


(III; 71) siny= —, edgy=J®—ı 


definieren. Die geometrische Bedeutung dieses Winkels lehrt Abb. 28: x ist der 
Winkel, den die vom Brennpunkt S an den Hauptkreis der Hyperbel gezogene 


Tangente mit der großen Achse bildet. Man erkennt ferner, daß 2 — x.der zu 
„- — gehörige Hilfswinkel H ist. 
Setzt man, wie in Abschn. 22, in (III; 57) 
sinE=-ıtgH, cosE=secH 
und ferner, wie oben, 
(III; 72) sinpg=coseccy, csp9= —ıJ® — I= -—icigy, 
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so verwandeln sich diese Gleichungen, wenn man noch mit —sinx cos H her- 
aufmultipliziert, in 


cos Hcosy =cosvcosy-+ sinvsinysin, 


III; 
(11T; 73) sind =sinvcosy — cosvsinysinH. 


Diese Formeln entsprechen der zweiten Gleichung (III; 59) bzw. der ersten 
Gleichung (III; 58), wenn man E mit H und ® mit y vertauscht. Damit ist 


Abb. 29. Tangente, Normale 
und antifokale Anomalie der Hyperbelbahn. 


gleichzeitig bewiesen, daß alle für die Ellipse im vorigen Abschnitt entwickelten 
Beziehungen zwischen den Anomalien in analoge für die Hyperbelübergehen, 
wenn man diese Vertauschungen vornimmt. | 

Auch der Begriff der antifokalen Anomalie läßt sich auf die Hyperbel über- 
tragen. Verbindet man (Abb. 29) den Bahnort P mit den beiden Brennpunkten 
S und F und bezeichnet mit » den Winkel SF P, so folgt aus (III; 52) und 
Abb. 29 | 
1c0sv=20e—scosw=ale—secH), 


sind = sinw=aye—ıtgH=ßtgH, 
7 = s—-2ae =ealescH—1ı) 
oder 
(1) (H) 
scsw=«al(e+ secH), PsecH atg H 
ssinw=ßtgH, —atg H ßsecH. 
s = aleseccH+ ı) 


8% 
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Multipliziert man die ersten beiden dieser Gleichungen mit den Faktoren (I) 
bzw. (II) und addiert, so ergibt sich 


s(ßsecHcosw— atgHsinw) =«aßlesecH + se H —tg’?H)=sß, 
s(@tgH cosw+ ßBsecH sinw) = @etgH + (+ B)tgH secH = saetgH 


oder, wenn man gemäß (III;71I) e=cosecy, = «ctgyx einführt und mit 
siny cos H 


z heraufmultipliziert, 
& 


coswcosy —sinwsinysin# =cosycosH, 
sinwcosy-+ coswsinysnHd =sinHA. 


Diese Formeln gehen aus der zweiten Gleichung (III; 64) und der ersten Glei- 
chung (III; 63) hervor, wenn man wieder E mit H und @ mit x vertauscht. 
Damit ist gezeigt, daß Abb. 26 auch in bezug auf das Dreieck A B’C für die 
Hyperbel Gültigkeit behält, wenn man die Bezeichnungen der Seiten und 
Winkel entsprechend ändert. 

Auch die Formeln (III; 68, 69), die für die Ellipse aus dem rechtwinkligen 
Dreieck ABD (Abb. 27) abgeleitet wurden, gelten mutatis mutandis für die 
Hyperbel, vorausgesetzt, daß die oben gegebene Definition der antifokalen 
Anomalie nicht zu Widersprüchen führt. Nun zeigt aber Abb. 29, daß zwischen 
den Winkeln y und ö einerseits und den Anomalien v und w andererseits die 
aus der Abbildung unmittelbar ablesbaren Beziehungen 


+ w IT 
=, 
2 2 2 


v—w 
ze; 


(III; 74) 


gelten, die mit (III; 66, 67) nur übereinstimmen, wenn man — w statt w setzt. 
Tatsächlich ist aus Abb. 2g ersichtlich, daB w im negativen Sinne wächst, 
wenn v zunimmt. Behalten wir aus Gründen der Bequemlichkeit die obige 
Definition von w bei (in der also v und w das gleiche Vorzeichen haben), so 
müssen wir in Abb. 27, wenn diese für Hyperbeln gültig bleiben soll, nicht nur 


E, og mit H, x, sondern auch y, ö mit — —6, — — y vertauschen. Die Formeln 


(III; 68, 69) gehen dann in 


cosöcosy=cosysinH, 


(III; 75) cosösiny =siny, 
sin Ö = cosywcosH 
und 
tg Htgö = cosy, tgwtgö=sinycosH, 
(IT; 76) glhige 5X gsyis X 


tg Htgy = sin y cosec ö, tgyctgy = sin 
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über. Die gleichen Formeln erhält man auch, wenn auch in anderer Reihen- 
folge, wenn man in (III; 68, 69) w und ö unverändert läßt, dafür aber die tri- 
gonometrischen Funktionen von E durch (III; 53) und die von @ durch (III; 72) 
ersetzt. 


25. Die Mittelwerte des Radiusvektors 


Man bezeichnet die große Halbachse a der Kerprerschen Ellipse auch als die 
mittlere Entfernung des Planeten von der Sonne. Diese Bezeichnung-läßt sich 
auf zweierlei Arten rechtfertigen: ı. ist a gleich dem arithmetischen Mittel aus 
den beiden Extremen, die r im Laufe der Bewegung einnimmt, nämlich aus der 
Periheldistanz a(x — e) und der Abdheldistanz a(I + e). 2. ist a der Mittelwert 
von r, wenn man r als Funktion der exzentrischen Anomalie auffaßt. Aus 
(II; 10) folgt nämlich durch Integration über E, erstreckt über einen vollen 
Umlauf, 


27 


jr dE=2na, 
0 
also der Mittelwert von r (E) 
‚27% 
r( =. [rae=a 
ZI 
0 


In gleicher Weise kann man aus KEPLER I, 
I I ir N 
—_— — cos v 
Y B“ £ 


folgern, daß 1/5 der Mittelwert des als Funktion der wahren Anomalie betrach- 
teten Kehrwertes I/r des Radiusvektors ist. 

Darüber hinaus ist es von Interesse festzustellen, welche Mittelwerte der 
Radiusvektor annimmt, wenn man ihn als Funktion der wahren Anomalie v 
oder der mittleren Anomalie M ansieht. Differenziert man die ersten beiden 
Gleichungen (III; 55) nach r, v und E, so erhält man 


drcosv - rdvsnv= —adEsnE, 

drsinv+ rdvcsv= bdEcosE 
und durch Auflösung dieser Gleichungen nach dr und 7 dv 
dr =dE(bcosEsinv — asinEcoso), 
rdv=dE(bcosEcosv- asinEsinv). 


Vergleicht man die Klammerausdrücke der rechten Seiten mit (III; 56), so 
folgt 
dr = aesin E dE (wie in Abschn. 14), 


rdu=bdE. 
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Integriert man die zweite dieser Gleichungen über einen vollen Umlauf, so er- 


gibt sich der Mittelwert von r (v) 
an 


= frao=>, 


0 


d.h., der über 7 als Funktion der wahren Anomalie genommene Mittelwert des 
Radiusvektors ist gleich der kleinen Halbachse der Ellipse. 
Aus dem Differential der Keprerschen Gleichung 


| AM =dE(1 —ecosE) 
folgt schließlich ß 


rdM =adE(t —ecosE”?=adE(ı — 2ecosE-+ e?cos?E), 


also nach Integration über einen vollen Umlauf der Mittelwert von r als Funk- 
tion der mittleren Anomalie bzw. der Zeit 


2n 
r(M) 7 [ra=alıt =) _ 
0 


Unter Umständen ist es nützlich, auch die Mittelwerte von ı/r zu kennen. 
Über v erstreckt, ist dieser Mittelwert, wie schon erwähnt, gleich 1/5. Dagegen 
ist das zeitliche Mittel des reziproken Radiusvektors gleich 1/a, denn es ist nach 
(III; 44) und dem Flächensatz 


a=p 
Fu 


iMmeyie a, a | a, 
xyYB 2u) 7 ze)" TE @ 
0 


26. Die geradlinige Bahn 


Außer den bisher behandelten Kegelschnittbahnen liefern die Differential- 
gleichungen der Zweikörperbewegung unter gewissen Umständen noch singu- 
läre Lösungen, die als Grenzfälle der normalen anzusehen sind. 

Der auf der Bahnebene senkrecht stehende Vektor g der Flächengeschwindig- 
keit bildet mit dem in der Bahnebene selbst liegenden heliozentrischen Orts- 
vektor p stets einen rechten Winkel; das skalare Produkt beider ist also ständig 
null. Sind c,, c,, ce, die Koordinaten von g und x, y, 2 die des Planeten, so stellt 
diese Beziehung, 


(III; 77) (ep) =u% + @y+ 02=0, 


die Gleichung der durch den Koordinatenanfang gehenden Bahnebene dar. Ihr 
genügen auch die Koordinaten d,, d,, d, des LapLAczschen Vektors f, wie schon 
in (III; ı7) gezeigt worden ist. Sie verliert ihren Sinn dann und nur dann, 
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wenn alle drei Flächenkonstanten c, und damit auch der Vektor g selbst ver- 
schwinden. Wegen 
gl=c=xYB 


würde in diesem Falle der Bahnparameter # den Wert null annehmen. Aus 
p=a(r — e?) = ale — ı) folgt, daß bei festgehaltenem, im übrigen beliebig 
großem a bzw. & der Parameter 5 gegen null strebt, wenn man die Exzentrizität 
sich der Eins nähern läßt. Geometrisch ist evident, daß dieser Vorgang einem 
Schrumpfen des Kegelschnitts, welchen Typs er auch sei, auf die große Achse 
gleichkommt. Der Kegelschnitt selbst artet dabei in eine gerade Linie aus - im 
elliptischen Typ in eine endliche Strecke von der Länge 2a, im parabolischen in 
einen einseitig begrenzten Strahl, im hyderbolischen ebenfalls, wenn lediglich 
der vom Himmelskörper wirklich durchlaufene Hyperbelast als Bahn an- 
gesehen wird. 
Die gleichen Folgerungen zieht man auch aus (III; 16): Wegen g = o ist für 
die singuläre Bahn 
pP 
ALER 7 
nn f 


oder, wenn man, wie früher, p = rt setzt, 


I 
(III; 78) ieh 
Der in die Richtung von der Sonne nach dem Ort des bewegten Massenpunktes 
zeigende Einheitsvektor r ist demnach konstant und dem LapLAcezschen Vek- 
tor f entgegengesetzt gerichtet. Da der Betrag von f nach (III; ı8) d = x?eist, 
so folgt aus (III; 78), wie zu erwarten ist, e = I. Die Richtung von { ist stets 
die von der Sonne zum Perihel. Beim Grenzübergang rückt der Brennpunkt 
in das Perihel hinein, da ja bei festem endlichen a für e — ı die lineare Exzen- 
trizität ae gegen a strebt. Der Ortsvektor p hat demnach für alle Zeiten die 
Richtung nach dem Aphel, d.h., der Himmelskörper bewegt sich auf einem 
vom Zentralkörper ausgehenden Strahl. 

Die Bewegung des Körpers auf diesem Strahl ist bekannt, wenn der Radius- 
vektor r als Funktion der Zeit bestimmt wird. Die vektorielle Bewegungs- 
gleichung | 

= Br p=rt) 


y3 


geht, dar = const, also $ = fr, in die skalare Differentialgleichung 
(TIL; 79) Im, 


über. Multipliziert man sie mit ?, so entsteht die Gleichung 
$ 


u _ 2 
u at 72° 
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deren Integration den Energiesatz in der Form 


2 
(III; 80) ZP=—4h 


T 


liefert. Da in der geradlinigen Bahn 7 =V ist und « + o angenommen werden 
muß, so erweist sich (III; 80) als identisch mit der Geschwindigkeitsrelation 
(III; 31) und A als identisch mit der Energiekonstanten (III; 30) 


(III; 81) keu , 


Eigentümlich ist, daß in diesem singulären Grenzfall trotz e = ı die Unter- 
scheidung der Bahnformen in solche vom elliptischen, parabolischen und 
hyperbolischen Typ erhalten bleibt, da ja beim Grenzübergang die große Halb- 
achse unverändert bleibt, deren numerischer Wert das Kriterium für den Bahn- 
typus darstellt. Das kommt noch deutlicher zum Ausdruck, wenn man die 
Lösung der Differentialgleichung (III; 79) durch eine weitere Integration zu 
Ende führt. Aus (III; 80, 81) erhält man 


t=+% 2 _2 oder zen, 
V; a ı 


also durch Integrieren 


Tr 


(III; 82) ee 
SER. 
y: a 


Nimmt man an, daß ?, die Anfangs-, 2 die Endzeit eines durchlaufenen Bahn- 
stücks ist, so ist die linke Seite von (III; 82) stets positiv. Rechts wird also das 
positive Zeichen gelten, wenn auch dr positiv ist, der Massenpunkt sich also ın 
dem betreffenden Zeitintervall vom Attraktionszentrum entfernt (Steigbewe- 
gung). Ebenso gilt das negative Zeichen, wenn dr < o, der Massenpunkt sich 
also dem Attraktionszentrum nähert (Fallbewegung). Setzt sich, was nur beim 
elliptischen Bahntyp vorkommt, die Bewegung aus einem aufsteigenden und 
einem absteigenden Ast zusammen, so tritt am Umkehrpunkt, an dem r das 
Maximum 2a erreicht, ein Vorzeichenwechsel ein. 

(III; 82) ist natürlich nichts anderes als das Anomalieintegral (III; 4r), in 
dem die hier sinnlos gewordene Variable v durch r substituiert wurde. In der 
Tat erhält man aus der allgemeinen Bahngleichung 


P 


I-+ ecosv 


a 
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durch Differenzieren 
(I + ecosv)® 


er ep sin v 


Damit wird (III; 41) 


2(6 — &,) | 


. 


Bedenkt man nun, daß 


esinv= +Ye — (ecoso) — + e je ? er ı) = 


so erhält man 
2 $ 1-e 


Setzt man hierin # = a(I — e?), wobei a beim hyperbolischen Typ negativ zu 
nehmen ist, und läßt man 2 gegen null streben, so geht (III; 83) in (III; 82) 
über. 

Die Ausführung des Integrals (III; 82) gelingt durch geeignete Substitu- 
tionen, wobei man wiederum die drei Bahntypen zu unterscheiden hat, je 
nachdem I/a positiv, null oder negativ ist. 

Am einfachsten gestaltet sich die Rechnung beim parabolischen Typ. Hier 
erhält man (r/a = o) 


(IIT; 84) #(t — 6.) uff ee) 


Diese Formel gewinnt man auch durch Grenzübergang aus (III; 43), wenn man 
diese Gleichung, da hier beide Grenzen willkürlich sind, in der Form 


v ® 
(III; 85) x(t— Lt) = Y2gq ee +7 Dtg® 31 
schreibt. Setzt man in der Bahngleichung der Parabel, 
P 


I-+cosv ’ 
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$ = 2q (q = Periheldistanz) und I + cosv = 2 cos? = so erhält man 


IM;6) + =—t -glr+ 2); 1-74. 
cos? = ö i 7 


Führt man dies in (III; 85) ein, so findet man 


1 37 
— r—g\: I Peg. 
x( 0) Y2q q 3 q a 


10 377 
= +72 or 0? + 2-93). 


also, wenn man g gegen null streben läßt, die Gleichung (III; 84). 


Die Substitutionen, die zur Ausführung des Integrals (III; 82) im ellip- 
tischen und hyperbolischen Fall notwendig sind, ergeben sich zwanglos, wenn 
man, ausgehend von den entsprechenden Lösungen des Anomalieintegrals im 
allgemeinen Fall, gleichfalls den 
Grenzübergang zum singulären 
Fall vornimmt. Diese Lösungen 
sind, wie wir wissen, die KEPLER- 
sche Gleichung bzw. ihr hyper- 
bolisches Analogon (III; 5ı). Die 
Grenzübergänge sind leicht zu be- 
werkstelligen, da ja die exzentri- 
sche Anomalie E ebenso wie der 
Winkel H in der Hyperbelbe- 
wegung geometrisch durch die Be- 
griffe „große Achse“ und „Haupt- 
kreis“ definiert sind und daher ebenso wie diese ihren Sinn auch beim Über- 
gang auf die singuläre Bewegung bewahren. 

Es genügt, den elliptischen Typ der geradlinigen Bewegung zu untersuchen. 
Die Bahn des Massenpunktes P (Abb. 30) ist die große Achse, auf die die ur- 
sprüngliche Ellipse durch affine Schrumpfung (b — o) ausgeartet ist. Dabei ist 
der rechte Brennpunkt S in das Perihel //, der Antifokus F in das Aphel A ge- 
rückt. Die Bewegung von P besteht, mathematisch gesehen, in einem perio- 
dischen Hin- und Herpendeln zwischen den beiden Endpunkten der „Fall- 
strecke“ /J/A. Bei der physikalischen Deutung dieses Vorgangs hat man aller- 
dings zu beachten, daß die Bewegung des fallenden Körpers bei der Ankunft 
in IJ ihr natürliches Ende findet, d.h. in den dort befindlichen Zentralkörper 
stürzt (Einsturz eines Meteors in die Sonne!). 


A-F PH 
Abb 30. Geradlinige Bewegung. 
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Nun sei P der Ort des Massenpunkts zur Zeit i, 7 sein Abstand von der in // 
befindlichen Sonne. Es ist dann der Winkel KMII =E die exzentrische Ano- 


malie und | 
KP=asnE=+Ja®@ —-(a—-r)”= +Yr(2a —r). 


Die KerLersche Gleichung, die wir wieder mit beliebiger unterer und oberer 
Integrationsgrenze in der Form 


xt — I) = Ya[E — esinE],, 


schreiben, läßt sich dann in 
x(t — {,) = + ja are in ee al, ua 


umwandeln, nachdem der Grenzübergang e — I vollzogen worden ist. 

Für die praktische Rechnung ist diese Formel unzweckmäßig, da die Funk- 
tion arc sin im Intervall o<r< 2a mehrdeutig ist und für = a, wo ihr 
Argument den Wert ı annimmt, nicht genau ermittelt werden kann. Es ist 
daher besser 


19 


E 
E = 2arctg (5 - 


| E 
zu setzen. In Abb. 30 ist der Winkel KAll = > als Umfangswinkel über dem 
Bogen KIT, dessen Mittelpunktswinkel E ist. Man findet dann 


= 41 (a — r)? +) 
za—r 2a —Y 
und erhält somit 
(II;87) »(t-1)= ty . arc wy. a IE 


Diese Lösung ist innerhalb eines Umlaufs (0 < E< 2n) eindeutig und immer 
scharf numerisch bestimmbar. Die beiden Vorzeichen gelten, wie in (III; 82), 
für ES o, also für dr 20. 

Der Weg zur Auffindung der das Integral (III; 82) lösenden Substitution ist 
nun vorgezeichnet. Man setze 


Y 2a2° a2 2 I 
Y a 


— mon , 


2a—r' I (I + 22) 


Damit wird (III; 82) 


2?dz 
x(t — bo) ee 
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und die Ausführung der Integration ergibt. 
2 


2 
12) 


(III; 88) »(t— 8) = + 2yoRlaretgz - 
— — in (III; 87) übergeht. 


Auch der hyperbolische Fall läßt sich nunmehr ohne weitere Umstände er- 
ledigen. Für negatives a wird 2 imaginär. Setzt man also den Halbmesser des 
Hauptkreises der Hyperbel —a = «, so empfiehlt sich die reelle Substitution 


was nach Einsetzen von z = 


y 
2a+r’ 


2 = 


die mit © = Te gleichbedeutend ist, was man auch geometrisch leicht ein- 
sehen kann. Sie führt (III; 82) in 


#1) ERREE, eur 


über — die Ausführung der Integration ._ 


Re j 
xt —-i)= +2 
Zr I+ Ft = 6], 
oder, wenn man wieder für £ den obigen Wert einsetzt, 


(II;89) »(@-%) - +1@|im Be] 


Die Integrale (III; 84,88, 89) ergeben direkt die Steig- bzw. Fallzeit des 
Körpers zwischen zwei Punkten des vom Gravitationszentrum ausgehenden 
Strahls. Beim parabolischen und hyperbolischen Typ der Bewegung kann die 
Entfernung r des Körpers vom Attraktionszentrum jeden beliebigen Wert 
zwischen o und © annehmen, während beim elliptischen Typ auf den Bereich 
zwischen o und 2a beschränkt bleibt. Die Geschwindigkeitsrelation (III; 31) 
gilt unverändert. Sie liefert für die drei Bahntypen. 


ER (elliptischer Typ), 


V2 — 22 -_ (parabolischer Typ), 


„2X +7 
= H" 


Be (hyperbolischer Typ). 
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Bei der elliptischen Bewegungsart wird der obere Grenzpunkt + = 2a mit 
der Geschwindigkeit null erreicht (Umkehr- oder Scheitelpunkt zwischen stei- 
gender und fallender Bewegüng). Beim parabolischen Typ liegt der Scheitel- 
punkt im Unendlichen, beim hyperbolischen ist auch im Unendlichen die Ge- 
schwindigkeit noch von null verschieden, nämlich 


en 


Ya z 


Die andere, untere Begrenzung der Fallstrecke ist durch + = 0 gegeben, d.h. 
durch das Attraktionszentrum selbst. Es wurde schon gesagt, daß in ihm die 
Bewegung praktisch aufhört, da ein Zusammenstoß der Massen erfolgt, wenn 
ererreicht wird. Andererseits kanny = oauch als Anfangspunkt der Bewegung an- 
gesehen werden - die Masse m wird dann ausdem Ort der Masse M abgeschleudert 
(Ejektion). Wenn wir von der physikalischen Deutung dieser Vorgänge (Auf- 
sturz bzw. Ejektion) absehen, das Attraktionszentrum also als einen ausdeh- 
nungslosen, symbolisch mit Masse belegten Punkt ansehen, tritt der singuläre 
Charakter der geradlinigen Bewegung an dieser Stelle deutlich zutage. Für 
y = o wird nämlich, unabhängig vom Bahntyp, die Aufsturz- bzw. Ejektions- 
geschwindigkeit unendlich. Hier verliert also bereits der erste Differential- 
quotient von x nach der Zeit seinen Sinn. Wir werden auf die mathematischen 
Schwierigkeiten, die mit der Beschreibung der Bahnbewegung unmittelbar vor 
der Kollision bzw. nach der Ejektion verbunden sind, im Abschn. 64 noch zu- 
rückkommen. 

Es ist bemerkenswert, daß die Natur selbst die hier auftretende Singularität 
mit unüberwindlichen Schranken umgibt, so daß die Fallgeschwindigkeit eines 
Körpers gewisse endliche Grenzen niemals überschreiten kann. Sie teilt jeder 
gravitierenden Masse ein endliches Volumen zu, das sie ausfüllt und das die 
Annäherung einer anderen gravitierenden Masse bis zur völligen Koinzidenz 
unmöglich macht. Das ist jedenfalls die Sachlage, solange es sich um Körper 
handelt, wie sie in der Astronomie gewöhnlich vorkommen, also um Kugeln mit 
radialsymmetrischer Massenverteilung oder um Gebilde, die sich von ihnen nur 
unwesentlich unterscheiden. Von ihnen gilt, daß die von ihnen ausgehenden 
Gravitationskräfte so wirken, als sei ihre gesamte Masse in ihrem Mittelpunkt 
vereinigt. Dieser Satz, der alle unsere bisherigen Aussagen rechtfertigt, wird im 
nächsten Abschnitt bewiesen werden. Er gilt, solange sich die angezogene 
Masse noch außerhalb der Begrenzung des anziehenden Körpers befindet, in 
unserem Problem der geradlinigen Bewegung also bis zum Sturz auf die Ober- 
fläche des Zentralkörpers, der nach den oben abgeleiteten Formeln stets mit 
endlicher Geschwindigkeit erfolgt. 

Anders wird es, wenn wir die Möglichkeit zulassen, daß der fallende Körper 
(reibungslos) in den anziehenden eindringen kann. Man könnte diesen Vorgang 
etwa so realisieren, daß man annimmt, ein Stern falle zentral in einen kugel- 
förmigen Sternhaufen hinein, ohne mit einem Mitglied des Haufens zu kolli- 
dieren. Wir werden im nächsten Abschnitt auf diesen in der Wirklichkeit 
durchaus denkbaren Vorgang zurückkommen und zeigen, daß sich das An- 
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ziehungsgesetz ändert, sobald sich der fallende Stern im Innern des Haufens 
befindet, insofern nämlich, als die bereits durchstoßenen Kugelschalen des 
Haufens keine Anziehungskraft mehr ausüben. Im Mittelpunkt des Haufens 
selbst ist die Kraft gleich null, da dort die Resultierende aus den Anziehungs- 
kräften aller Sterne des Haufens auf den eingedrungenen Körper verschwindet. 
Der fallende Stern wird dann beim Durchgang durch den Mittelpunkt eine 
endliche Maximalgeschwindigkeit erreichen. Danach kehrt sich der Vorgang 
um: Die Geschwindigkeit nimmt wieder ab und erreicht, wenn der Körper auf 
der entgegengesetzten Seite den Haufen wieder verläßt, den gleichen Betrag 
wie beim Eintritt. So entsteht, wenn es sich um eine Fallbewegung vom ellip- 
tischen Typ handelt, ein Hin- und Herpendeln des Sterns auf einer geraden 
Strecke, aber nicht, wie die Theorie bei Annahme punktförmiger Massen vor- 
schreibt, zwischen Umkehrpunkt und Attraktionszentrum, sondern zwischen 
zwei Umkehrpunkten, die symmetrisch zum Attraktionszentrum (in unserem 
Beispiel zum Mittelpunkt des Kugelhaufens) angeordnet sind. 

Gleichung (III; 87) gestattet die Berechnung der Fallzeit eines frei fallenden 
Meteors aus der Ruhelage bis zum Aufsturz auf die Oberfläche der Sonne. Sie 
ist etwas kürzer als die „ideale Fallzeit“, die sich ergeben würde, wenn man die 
Sonne als geometrischen Punkt mit der Masse M = ı betrachtet. Zur Berech- 
nung deridealen Fallzeit haben wirr = 2a und, = ozusetzen und erhalten dann 


I, = 


st Va? 
x 


Dies entspricht [siehe (II; 50) oder auch (III; 44) mit E =] der halben Um- 
laufszeit in einer Ellipse mit der großen Halbachse a, ein Ergebnis, das zu er- 
warten war, da ja die Umlaufszeit in der Ellipse bei gegebenen Massen nur von a 
abhängt und daher beim Grenzübergang auf die geradlinige elliptische Bewe- 
gung erhalten bleibt. Die gesamte Umlaufszeit entspricht dann der Dauer von 
Steig- und Fallbewegung zusammen. 

Ist die Ausdehnung des Zentralkörpers klein gegen die Fallstrecke, so ist 
auch die Korrektur klein, die wir an die ideale Fallzeit anzubringen haben, um 
die Fallzeit bis zur Oberfläche des Zentralkörpers zu berechnen. Der Zentral- 
körper habe Kugelgestalt, sein Halbmesser betrage oe. Dann entspricht diese 
Korrektion Ö67 der Fallzeit von» = o bis = 0. Es ist also 


2 Ya} 2(0) 0 
T= — = 
Ö „ are tg 2 ze | ; 2(e) 2a— go 


Ist nun o gegen 2a klein, so auch 2. Der Ausdruck in der Klammer ist also die 
Differenz zweier kleiner Zahlen gleicher Größenordnung und daher in der ge- 
gebenen Form für die Rechnung ungeeignet. Setzt man aber 


I I I 
artgz=2 - - +? — — + .-, 
ö 3 5 7 


2 
—=2-?2?+°-zZ+.. 
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so findet man 

4 5 6 9 12 
III; go 6T=—I(zfa’lı - + <r— 354 ...|. 
(LIT; 90) re 


Für sehr kleines z beschränkt sich die Korrektion der Fallzeit daher auf das 
Hauptglied dieser Entwicklung, 


oT = er (zYa)°. 


Beispiel: Ein Meteor falle aus der Erdbahn, d.h. aus der Entfernung eins, 
mit der Anfangsgeschwindigkeit null geradlinig auf die Sonne. Wie groß ist 
die ideale Fallzeit, wie lange fällt es bis zum Einsturz in die Sonne, und welches 
ist die Einsturzgeschwindigkeit? 

Da dasMeteor eine verschwindend kleine Masse besitzt, istx = % = 0.0172021 
zu setzen. Es ist ferner 2a = I, der Sonnenhalbmesser oe = 0.6955 - I0® km 
= 0.004653 A.E. Die ideale Fallzeit beträgt dann 


IT 
T, = —= = 649570. 


Ferner ist z = VS — 0.068367, das Hauptglied der Korrektion daher 


ee ’ — 0400876 = 1296 
er MG, 


Das erste Zusatzglied in der Klammer von (III; 90), — 2? = 0.0056, vermag die- 


sen Betrag nur um weniger als eine Zehntelminute zu ändern. Die gesuchte 
Fallzeit beträgt daher 


T=T,- 6T = 64.561 mittlere Sonnentage. 
Die Aufsturzgeschwindigkeit errechnet sich mit 7 = o zu 


A.E. km 
V. = 0.3558 7 ie 615.7 


27. Potential und Gravitationsfeld ausgedehnter Himmelskörper mit 
radialsymmetrischem Massenaufbau 


Es ist nun an der Zeit, die am Anfang des Abschn. 13 aufgeworfene Frage zu 
beantworten, ob bzw. unter welchen Bedingungen es erlaubt ist, die Himmels- 
körper als mit Masse belegte ausdehnungslose Punkte zu betrachten. Von die- 
ser Vereinfachung dürfen wir offenbar bedenkenlos Gebrauch machen, wenn 
die räumliche Ausdehnung der betrachteten Körper genügend klein gegen ihre 
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Abstände voneinander ist, so klein etwa, daß bei der gewählten Stellengenauig- 
keit der Rechnung das Verhältnis zwischen Durchmesser und Abstand ver- 
nachlässigt werden darf. 

Diese Bedingung ist meistens erfüllt, wenn wir die Bewegung der Fixsterne 
im interstellaren Raum oder in den äußeren Teilen der Kugelhaufen betrach- 
ten, nicht aber im Planetensystem. So ist z.B. der Abstand zwischen Erde und 
Sonne nur wenig größer als das hundertfache des Sonnen- bzw. das zehn- 
tausendfache des Erddurchmessers. Wenn im Planetensystem — mit Ausnah- 
men, auf die wir noch zurückkommen werden - die oben erwähnte Verein- 
fachung dennoch gestattet ist, so deshalb, weil die Himmelskörper des Systems 
mit großer Annäherung nach Gestalt und Massenverteilung radialsymmetrisch 
aufgebaut sind. Wir werden beweisen, daß solche Körper auf andere, die sich in 
beliebiger Entfernung von ihnen befinden, nach dem NEWTOoNnschen Gesetz 
der Gravitation so wirken, als seien ihre Massen in ihren Mittelpunkten vereinigt. 

In Abschn. 20 haben wir festgestellt, daß in einem kräftefreien Koordinaten- 
system das Potential U eines Massenpunktes P’ mit der Masse m’ in bezug auf 
einen anderen Massenpunkt P mit der Masse m die Form 

u ae 
Y 


hat, wenn r der Abstand PP’ ist. Die Kraft, die von P’ auf P wirkt, ist dann 
durch den Wert gegeben, den die Vektorfunktion 


f= +grad U 


an der Stelle P annimmt!). Nehmen wir an, daß die anziehende Masse ein aus- 
gedehnter Körper X sei, der aus beliebig vielen Massenelementen dm’ bestehen 
möge, so addieren sich die Potentiale und Kräfte in bezug auf P, und wir 
können schreiben 


(III; gı) U = vom (E 


K 


wobei das Integral über alle Massenelemente von X zu erstrecken ist. Ist X ins- 
besondere radialsymmetrisch aufgebaut, hat er also die Gestalt einer Kugel, 
die aus konzentrischen Schichten (Kugelschalen) von jeweils konstanter Dichte 
zusammengesetzt ist, so ist das Potential U(P) eine im ganzen Raum außerhalb 
der Kugel stetige und endliche Funktion von P, die so beschaffen ist, daß die 
Flächen U = const konzentrische Kugelflächen darstellen, deren gemeinsamer 
Mittelpunkt mit dem Mittelpunkt der Kugel zusammenfällt, der gleichzeitig 


1) Das Vorzeichen ist bei attraktiven Kräften so zu wählen, daßfnach dem At- 
traktionszentrum gerichtet ist. Da grad U stets die Richtung nach wachsendem 
U hat, ist für Ur"! das positive Zeichen gültig, während [siehe (III; 95)] für 
U > r? das negative Zeichen zu nehmen wäre. 
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ihr Schwerpunkt ist. Die Gradienten dieser skalaren Funktion, die die Niveau- 
flächen U = const überall rechtwinklig durchstoßen, sind also nach dem Mittel- 
punkt C des Körpers gerichtete Vektoren, deren Beträge nur von dem Ab- 
stand 7 des „Aufpunktes“ P von C abhängen. Die von dem Körper K auf P 
ausgeübte Gravitationskraft ist also notwendig eine Zentralkraft. 

Die Potentialfunktion U genügt im ganzen Raume außerhalb von X der 
LapLaceschen Differentialgleichung 

U U U 


(III; 92) AU = 5 EICH TE 


wenn wir irgendein rechtwinkliges Koordinatensystem mit C als Anfangspunkt 
einführen und den Punkten P und ?’ die Koordinaten x, y, z bzw. x’, y’, 2’ zu- 
schreiben. Es ist dann 


r=(#—- x)’ +(y-y)+(@-2)?” und 


Or x-X O9 y-y 9 2-—?! 


x r >’ 0y r ’ 0. +’ 
somit | 
OU _dUOHr __,., mit 
0x dr 0x r 
OU Rmm| (x — x) 
ee 


woraus sofort (III; 92) folgt, wenn man die entsprechend gebauten Ausdrücke 
für die partiellen Ableitungen nach y und z hinzufügt. Da (III; 92) unabhängig 
von der Lage des anziehenden 

Massenelements dm’ in P’ ist, P'(ziysz') 


dürfen wir den Operator A auch “ n 


auf U anwenden, und es ist daher 
auch AU=o. 

Um den oben ausgesprochenen 
Satz zu beweisen, betrachten wir 
zunächst eine unendlich dünne 
und mit Masse gleichmäßig dicht 
belegte Kugelschale X (Abb. 31) 
mit dem Halbmesser a und dem 
Mittelpunkt C. Die gesamte auf 
der Schale verteilte Masse sei Abb. 31. 


(III;9g) M= [ dm’. Potential einer Kugelschale. 
K 


P(x,y,2) 


Der Aufpunkt P mit den auf C als Koordinatenanfang bezogenen rechtwink- 
ligen Koordinaten x, y, z habe von C die Entfernung R und von P’(x’, y’, 2‘) 


9 Stumpff, Himmelsmechanik 
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die Entfernung 7. Ferner sei U(R) das Potential der Kugelschale in P. Wegen 
R?= x°+ y?+ z?ist dann 

OU _dUOR_dUx PU_@UR dur = 

Ööx dROx dRR’ 982 dRR'dR\R RR)’ 
also, wenn wir die entsprechenden Ausdrücke in y und z hinzufügen, 


uU, 2dU _2@UR 
_dR' RdR R dR 


Es gilt also, solange R > o, die Differentialgleichung 


a(UR) 
dR® 
deren allgemeines Integral 
UR=aR+ß ode U=e+ E 


lautet, wo «&, ß zwei willkürliche Integrationskonstante sind. 

Wir haben nun zwei Fälle zu unterscheiden: 

I. der Aufpunkt P befindet sich außerhalb. der Kugelschale. Dann ist 
R-a<r<R-+ a,und es gilt daher wegen (IIl; 93) die Ungleichung 


M dm’ M 
(IT; 94) ne sang 


für jedes R > a. Strebt R gegen &, so strebt daher 


dm’ 
O= m] r 


gegen null, was nur möglich ist, wenn « = 0, also U = ß/R ist. Die Unglei- 
chung (III; 94) läßt sich daher auch 


a a un 


a 
Ir 5 


schreiben, und man findet ß/R?m = M, wenn man R gegen »& streben läßt. 
Damit ist gezeigt, daß die Konstante ß den Wert R?mM haben muß, und es ist 
also | 

„mM 


U=Rk TR 


Das Potential einer gleichmäßig mit Masse belegten Kugelschale von der Ge- 
samtmasse M auf einen’ Aufpunkt mit der Masse m im Abstand R> a vom 
Mittelpunkt der Kugel ist also dasselbe wie das eines im Mittelpunkt der Kugel 


Potential und Gravitationsfeld ausgedehnter Himmelskörper I3I 


liegenden Massenpunktes, in dem die Masse M vereinigt ist. Das gleiche gilt 
natürlich für das Potential einer aus konzentrischen Kugelschalen von jeweils 
gleicher Massendichte zusammengesetzten Vollkugel auf einen außerhalb ihrer 
Oberfläche liegenden Aufpunkt. Durch Anwendung des Prinzips von der Gleich- 
heit von Wirkung und Gegenwirkung überlegt man sich leicht, daß dieser Satz 
seine Gültigkeit auch dann behält, wenn an Stelle des Massenpunktes ? ebenfalls 
ein radialsymmetrisch aufgebauter Körper tritt. Es ist demnach gestattet, bei 
der Untersuchung der translatorischen Bewegungen der Himmelskörper diese 
durch Massenpunkte zu ersetzen, sofern es sich um Kugeln der beschriebenen 
Art handelt. 

Diese Überlegungen gelten nicht, wenn sich der Aufpunkt im Innern einer 
Kugelschale befindet. Dann ist o< R<a, und es folgt, daß $ = o, also 
U=x« = const sein muß. Denn wäre ß + 0, so würde U bei Annäherung des 
Aufpunkts an den Kugelmittelpunkt (R — o) unendlich groß werden, während 
in Wirklichkeit im Mittelpunkt der Kugel für alle Massenelemente » = a und 
daher nach (III; gı) | 


U (0) = vom [Er u LE 
a 4a 


endlich ist. Es hat daher für das ganze Innere der Kugelschale, einschließ- 
lich des Mittelpunkts, den wir vorhin ausnehmen mußten, das Potential diesen 
konstanten Wert, gegen den übrigens auch U strebt, wenn sich der Aufpunkt 
der Kugelschale von außen nähert. Im Innern einer homogen mit Masse be- 
legten Kugelschale (oder einer Hohlkugel von beliebiger Dicke und radial- 
symmetrischem Massenaufbau) sind also die NewTonschen Gravitationskräfte 
null, da alle Ableitungen der Potentialfunktion verschwinden. 

Ein Massenpunkt, der sich im Innern eines radialsymmetrisch aufgebauten 
Körpers befindet (z.B. ein Stern im Innern eines kugelförmigen Sternhaufens) 
wird demnach nur von denjenigen Massenelementen angezogen, deren Abstand 
vom Mittelpunkt der Kugel kleiner ist als sein eigener, während diejenigen 
Schichten, deren Abstand größer ist, keine Kräfte auf ihn ausüben. Ein Stern, 
der sich im Innern eines solchen Haufens bewegt, wird also einem Kraftgesetz 
unterliegen, das mit dem Abstand vom Mittelpunkt des Haufens variiert. Die 
Bahnen, die ein solcher Stern beschreibt, werden wesentlich durch das Gesetz 
bestimmt sein, mit dem die Dichte der Materie im Haufen mit dem Abstand 
vom Mittelpunkt variiert. Natürlich werden die Ergebnisse einer Analyse dieses 
Problems cum grano salis zu verstehen sein: Es handelt sich ja hier um ein 
statistisches Dichtegesetz, das nur durchschnittliche Werte für die Massendichte 
angibt. Die wirklichen Bewegungen der Sterne werden sich von den berechneten 
etwa in derselben Art unterscheiden, wie die von Wellen bewegte Oberfläche 
des Meeres sich von der Gestalt einer Kugelfläche unterscheidet, die man ihr 
bei großräumigen Betrachtungen zubilligen darf. 

Die Idealisierung, die wir bei einer solchen Betrachtungsweise an dem Pro- 
blem vornehmen müssen, besteht darin, daß wir das Dichtegesetz ö(R) eines 
Kugelhaufens als stetige und (evtl. bis auf endlich viele Sprungstellen) difie- 
renzierbare Funktion des Abstandes R vom Mittelpunkt auffassen, was in 


Q* 
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Wirklichkeit nur der Fall wäre, wenn der Körper K stetig mit (gasförmiger, flüssi- 
ger oder fester) Materie erfüllt ist. Eine reibungslose Bewegung wäre dann aber 
unmöglich. 

Sei ganz allgemein ö(R) die Massendichte einer radialsymmetrisch mit Masse 
belegten Kugel, so ist das Potential in bezug auf einen Massenpunkt ? mit der 
Masse m im Abstand R vom Mittelpunkt 


UR)=R En 
wo 
R 
M(R) = 4r [0° ö(e) de 


die in dem Kugelkern vom Halbmesser R eingeschlossene Teilmasse des Kör- 
pers bedeutet. Wir wollen an dieser Stelle nur den besonders einfachen Fall 
betrachten, daß die Dichte im Innern der Kugel konstant, also 


öe)=Ö für oso<Za 
sei. Es ist dann für R> a 
BET LEE M=M(a) = zraBd, 


‚während im Innern der Kugel (R< a) 


oder, da ö = u ; 


an 


3 


| 3 
— 22 —_ "CR 

U(R)=R R z = — (CR 

gilt, wenn wir die Konstante 2 k?M/a? mit C bezeichnen. 

Während sich der Massenpunkt P außerhalb eines Sternhaufens nach dem 
Gravitationsgesetz so bewegt, als sei dessen Gesamtmasse in seinem Mittel- 
punkt vereinigt, würde im Innern des Haufens, wenn dessen Dichte konstant 
wäre, das Beschleunigungsgesetz 


(III; 05) = —- — grad U=CRT=CH 
gelten (siehe Fußnote S. 128), die Beschleunigung also proportional mit dem 


‘Abstand vom Mittelpunkt wachsen, bis sie an der Oberfläche des Haufens 
den dort nach dem NEewTonschen Gesetz zu erwartenden Betrag erreicht. 
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Wir werden später sehen (Abschn. 89), daß die Bewegung eines Massenpunktes 
unter dem Einfluß eines derartigen Kraftgesetzes, die in der Physik als „har- 
monische Bewegung“ bekannt ist, auf Ellipsen vor sich geht, deren Mittelpunkt 
mit dem Attraktionszentrum zusammenfällt. 


28. Potential und Gravitationsfeld abgeblatteter Himmelskörper. 


Die Voraussetzung radialsymmetrischen Massenaufbaus ist bei den meisten 
Himmelskörpern, mit denen es die Himmelsmechanik zu tun hat, nur mit mehr 
oder weniger großer Annäherung erfüllt. So ist die geometrische Gestalt vieler 


Abb. 32. Potential eines homogenen Ellipsoids. 


Planeten die von merklich abgeplatteten Rotationsellipsoiden. Bezeichnet man 
ihren Äquatorhalbmesser mit a, den etwas kleineren Polarhalbmesser mit 5, 
so mißt man die geometrische Abplattung der Oberfläche durch den Ouo- 
tienten 

a—b 


a U} 


Genau bekannt sind die Abplattungen der Erde(1 : 297), des Jupiter (1: 16.35) 
und des Saturn (1:10.44), während man die des Mars (=31:190) und des 
Uranus (>21: 18) nur mit einiger Unsicherheit abschätzen konnte. Die vermut- 
lich vorhandene Abplattung des Neptun läßt sich wegen der Kleinheit dessschein- 
baren Durchmessers der Planetenscheibe, der wenig mehr als 2’’ beträgt, durch 
Messung nicht bestimmen. Die Planeten Merkur und Venus, die nur langsam 
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um ihre Achse rotieren, sind ebenso wie der Erdmond mit genügender Genauig- 
keit als kugelförmig anzusehen. Das gleiche gilt für die Sonne, bei der ein Unter- 
schied zwischen Äquator- und Polardurchmesser, wenn vorhanden, geringer als 
der zufällige Meßfehler sein müßte. 

Zur Entscheidung der Frage, unter welchen Bedingungen es gestattet ist, die 
bestehenden Abweichungen des Massenaufbaus von der Kugelsymmetrie zu 
vernachlässigen, berechnen wir das Potential eines Rotationsellipsoids mit ge- 
gebener Abplattung. Wir dürfen dabei - aus Gründen, die im Verlauf der Unter- 
suchung noch ersichtlich werden - die Massendichte im Innern des Körpers als 
konstant annehmen. 
 Essei (Abb. 32) K ein Körper homogener Dichte, dessen Gestalt symmetrisch 
zu den drei Achsen eines rechtwinkligen räumlichen Koordinatensystems sei, 
dessen Mittelpunkt, der gleichzeitig auch der Schwerpunkt ist, also mit dem 
Koordinatenanfang C zusammenfällt. P’(x’, y’, 2’) sei der Ort eines Massen- 
elements dm’ im Innern von K und im Abstand o von C. Dann ist das Potential 
von K an der Stelle ?P (x, y, z), an der sich ein Massenpunkt mit der Masse m 
befinden möge, durch 


(III; 96) U= km 
K 


dm’ 


gegeben, wo 
| ?=(x—- X)’ +(y-y)”+(@—-27)=R?’—2zoRcosp+ e 


und @ der zwischen C P und C P’ eingeschlossene Winkel ist. Es ist dann 


1 
ne era e\| 
I AL 2 (| 


oder, wenn man die Klammer nach dem binomischen Satz entwickelt und 
Glieder von höherer als 2.Ordnung in der kleinen Größe o/R vernachlässigt, 


a a ee me 
(III; 97) = 14 Sony (@) (IT — 3cos?o) + | 


Nun sind aus Symmetriegründen, wenn man über alle Massenelemente des 
Körpers integriert, die „Momente“ ı. und 2.Ordnung 


' dm = ' im’ = [2 dm’ = 
u IE Mm I» m fz m=o0 
[y: dm’ = [z'# dm’ = (xy dm’ =0. 
Andererseits sind 


(III; 99) 
A=[(y?+2Y)dm, B=|(@?+ #Y)dm, C= |[(#?+ y°) dm 
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die drei Hauptträgheilsmomente des Körpers, dessen Hauptträgheitsachsen mit 
den Koordinatenachsen, die ja nach Voraussetzung auch seine Symmetrie- 
achsen sind, zusammenfallen. Aus (III; 99) folgt 


= _ A+B-C 
[ram +2 2, [ram = = [ram 2423, 


hieraus 


2 


ferner wegen 0cosp = FE und (III; 98) 


Je cos p dm’ = 0 


und 


eosoram = HB +C-A+YP(C+A-B)+r(4+B-0)] 


= -(A+ B-0)+ [PIC -4)+ IC -B). 


Setzt man den Wert (III; 97) in (III; 96) ein und setzt die Gesamtmasse des 
Körpers 


Jam =M, 


so ergibt sich mit den obigen Ausdrücken für die Integrale 


U-m® im Tga+B+0 „At B-0) + 


+ SabtC -A)+ PIC Bl+ = 


g Mm an = = 
u Im ZEN +(C- Bl + 


Haze - MH IC-Blt 


Ist X speziell ein abgeplattetes Rotationsellipsoid (Sphäroid) oder ein ähnlicher 
Rotationskörper, dessen Rotationsachse mit der 2-Achse zusammenfällt, so 
ist A = B, und man erhält einfacher 


U= el +56 -4) F — (2) | + n 
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oder, wenn (Abb. 32) # den Winkel bezeichnet, den der Strahl OP mit der 
x, y-Ebene bildet und den man als die Deklination des Aufpunktes in bezug auf 
die Äquatorebene des Körpers K bezeichnen kann, 


„mM 


(III; 100) U=R R 


C—ÄA a 
+ A300 d) + n* 


Für die Hauptträgheitsmomente eines homogenen Rotationsellipsoids erhält 
man schließlich auf Grund einer elementaren Anwendung der Integralrechnung 


(III; 1or) C= Ma; A =B=_M(@+ 52) 


und daher, wenn man die Abplattung « einführt, 


M 5 a a 
also schließlich 
2 
(IH;1ı02) U=%R ”— I + Sal — =) (2) - (I - 35in?d) + 2 


Das Potential eines abgeplatteten Himmelskörpers ist also, zunächst unter 
der Voraussetzung homogener Dichte, mit dem Potential der NewTronschen 
Gravitationskraft identisch, solange das Zusatzglied in der Klammer gegen die 
Einheit vernachlässigt werden darf. Sofern dies der Fall ist, darf man den 
Körper K also durch einen in seinem Mittelpunkt gelegenen und mit der 
Masse M belegten Massenpunkt ersetzen. Für & > o ist das offenbar nur dann 
der Fall, wenn R gegen den Äquatorhalbmesser a des attrahierenden Körpers 
genügend groß ist. Für siebenstellige Rechnung ergibt sich als Bedingung hierfür, 


wenn wir den ungünstigsten Fall 9 = 2 zugrunde legen und &? gegen « ver- 
nachlässigen, 2 


2 (a ı 
2.(%) <Zıo" oder R> R,= 2000 aYaa. 


Für Erde, Jupiter und Saturn erhält man z.B. 


Erde: = I: 207, 20004 = 0.08533 A.E., R, = 0.007 A.E. 
Jupiter: = 1:16.35, 20002 = 0.96075 A.E., R, = 0.336 A.E. 
Satum:!: =I:!I0.44, 20004 = 0.80636 A.E., R, = 0.353 A.E. 


Die kritischen Abstände R, sind in allen drei Fällen bedeutend kleiner als die 
im Planetensystem vorkommenden Abstände zwischen den Planeten selbst. 
Sie sind aber merklich größer als die Abstände der Satelliten von ihren Zen- 
tralplaneten. So ist z.B. der Abstand des Mondes von der Erde rund I: 400 
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= 0.0025 A.E., also fast dreimal kleiner als derjenige Abstand, in dem bei 
siebenstelliger Rechnung der Einfluß der Abplattung der Erde keinen Einfluß 
mehr hat. Auch die Satellitensysteme des Jupiter und des Saturn liegen weit 
innerhalb dieser kritischen Grenze. In allen Satellitenproblemen der Himmels- 
mechanik muß daher auf die Abplattung des Planeten Rücksicht genommen 
werden. In noch weit größerem Maße gilt das für die Bewegungstheorie der 
engen Doppelsternsysteme. 

Die kritischen Abstände verkleinern sich etwas, wenn man von der proviso- 
rischen Annahme konstanter Dichte im Planeteninnern abgeht; die nach obi- 
gem Schema gerechneten Werte sind also Höchstwerte, jenseits derer die Ver- 
nachlässigung der Abplattung unter allen Umständen gestattet ist. In Wirk- 
lichkeit ist die Dichte eine Funktion des Abstandes vom Planetenmittelpunkt, 
die mit wachsendem Abstand abnimmt. Bei der Erde beträgt die Dichte im 
Mittelpunkt etwa ı2 g/cm?, an der Oberfläche rund 3 g/cm?, und die Abnahme 
erfolgt an gewissen Stellen unstetig: die Erde besteht aus einem sehr dichten 
Kern, der von dem Mantel in 2900 km Tiefe durch einen Dichtesprung getrennt 
ist, und es ist nicht ausgeschlossen, daß auch noch andere, wenn auch weniger 
ausgeprägte Sprungschichten existieren. Über die Abplattung des Erdkerns ist 
nichts Sicheres bekannt, sie ist aber wahrscheinlich geringer als die der Ober- 
fläche. Der Äquatorwulst der Erde, der die Abhängigkeit der Potentialfunktion 
von ® und die dadurch verursachte sphäroidische Deformation der Niveau- 
flächen dieser Funktion vornehmlich hervorruft, besteht aus Material, dessen 
Dichte nur etwa °/, der mittleren Erddichte beträgt. Es ist daher zu erwarten, 
daß der Faktor C —A in (Ill; ı00) etwas kleiner ausfällt als bei homogener 
Dichte. Über das Dichtegesetz im Innern der Riesenplaneten ist noch wenig 
bekannt, doch darf man vermuten, daß bei ihnen die Dichte der Oberflächen- 
schichten relativ zur mittleren Dichte noch geringer ist als bei der Erde. Alle 
diese Überlegungen deuten darauf hin, daß die aus (III; ıor) abgeleiteten Be- 
träge des von 9 abhängigen Zusatzgliedes nur obere Schranken für die wirk- 
lichen Beträge darstellen. | 

In den meisten praktisch vorkommenden Fällen genügt es immer, das in 
(III; 100) aufgeführte erste Entwicklungsglied der Potentialfunktion zu be- 
rücksichtigen. Eine Ausnahme bildet das neuerdings aktuell gewordene Pro- 
blem der Bewegung künstlicher Erdsatelliten. Hier ist a/R nahezu gleich der 
Einheit, und die Entwicklung der Potentialfunktion müßte, um eine genaue 
Berechnung der wirksamen Kräfte zu garantieren, um einige Glieder weiter 
getrieben werden. Auch müßte man, um die Beträge der Koeffizienten dieser 
Glieder genau genug berechnen zu können, die Größe C —A und die ebenfalls 
von der Dichtefunktion abhängigen Momente höherer Ordnung genauer ken- 
nen, als dies aus unserer jetzigen Kenntnis vom Massenaufbau der Erde mög- 


lich ist. Zwar läßt sich die „dynamische Abplattung“ Zu der Erde auf 


himmelsmechanischem Wege mit Hilfe der Theorie der Mondbewegung und der 
mit ihr eng zusammenhängenden Verlagerung des Frühlingspunktes (Präzes- 
sion und Nutation) ermitteln, aber für die in den höheren Gliedern von (III; 
100) vorkommenden Momente höherer Ordnung ist dies nicht mehr möglich, 
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da ihr Einfluß auf die Bewegung des Mondes dazu nicht groß genug ist. Es 
könnte aber die genaue Beobachtung eines weit genug außerhalb der Grenzen 
der irdischen Atmosphäre kreisenden künstlichen Satelliten zur Bestimmung 
dieser wichtigen Größen benutzt werden. An dieser Stelle kann auf dieses Pro- 
blem, das erst im Zusammenhang mit den Störungstheorien und insbesondere 
den Bewegungen der Satelliten im Band III dieses Werkes angeschnitten wer- 
den kann, nur hingewiesen werden. | 

Ebenso wie es möglich ist, Potential und Gravitationsfeld eines kugelsym- 
metrisch aufgebauten Himmelskörpers durch das eines in seinem Mittelpunkt 

7 p liegenden Massenpunkteszuersetzen, 
läßt sich auch zeigen, daß das von 
der Abplattung herrührende Zusatz- 
potential, das nicht, wie das erstere, 
eine Funktion des Abstandes R allein 
ist, sondern auch von der Deklina- 
tion 9 des Aufpunktes abhängt, er- 
„y setzt werden kann durch das Poten- 
tial eines mit Masse gleichmäßig 
| Abb. 33. belegten Ringes, der den Mittelpunkt 
Potential eines ringförmigen Massefadens. des Himmelskörpers in dessen Äqua- 

torebene umgibt. Das gilt wenig- 
stens, solange es ausreicht, sich auf das erste Zusatzglied der Entwicklung 
(III; 100) zu beschränken. 

Um dies zu beweisen, definieren wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem 
so, daß der (fadenförmige) Ring mit dem Halbmesser o in der x, y-Ebene liegt 
(Abb. 33) und sein Mittelpunkt mit dem Koordinatenanfang C zusammenfällt. 
Wir erhalten das Potential U, dieses Ringes, indem wir in (III; 100) die Ring- 
masse M,„ statt M und für C, A die Hauptträgheitsmomente des Ringes 


an 


2 
C,=le®dm"=0M,; 4,= |0o?cos® FE EL co odo— — ?2M 
a 0 OM, a 4 p ER a er 
0 


einsetzen. Es ist dann 


| 
(III; 103) U,= er Ir+ (2) (I — 3sind) + 2 


Nun denke man sich das homogene Rotationsellipsoid mit der Dichte ö zerlegt 
in eine homogene Kugel mit dem Halbmesser 5 und der Masse 


M,= Ken} T, 
3 
und in den Restkörper mit der Masse 


22 
M—-M=dM= 3 z0söl: _ =) = 221 = em. 
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Das Potential des Ellipsoids ist dann gleich der Summe der Potentiale U, und 
AU der beiden Teilkörper. Es ist also nach (III; Lo2) 


2 
U = 270 Desmer en + 32[2-2) (2) (3 
und wegen M=M,+t «aM 


2 
dU = EN 4 ei — n (2) (I — 3sin?d) + u 


Setzen wir hierin M = ER... SO , so folgt 


3 


2 
dlU= EN 4 (2) (1 — 3 sin?d) + u 


Vergleicht man diesen Ausdruck mit (III; ı03) so erkennt man, daß beide 
Formeln ineinander übergehen, wenn man 


o? 2 2 
M,=dM und 4 m d.h. e=ay2 


setzt. Das Potential des homogenen Rotationsellipsoids zerfällt daher in zwei 
Teile: 

ı.in das Potential einer homogenen Kugel vom Halbmesser 5 und der 
Masse M, ; 

2. in das Potential eines in der Äquatorebene liegenden, mit der Kugel kon- 


zentrischen, ringförmigen Massenfadens vom Halbmesser 0 = aYo.4 und der 


Masse dM = 2« \: _ ) M des den Äquatorwulst bildenden Restkörpers. 


29. Universelle Gültigkeit des NEwTonschen Gravitationsgesetzes 


Bei dem Versuch, die Bewegungen der Himmelskörper unseres Planetensystems 
zu beschreiben, hat sich das NEwTonsche Gravitationsgesetz bewährt. Es ist 
möglich, die Bahnbewegungen der Planeten, Satelliten, Kometen und Meteore 
in diesem System mit Hilfe der Integrale jener Differentialgleichungen zu be- 
rechnen, die aus dem NewTonschen Attraktionsgesetz folgen, und zwar so 
genau, daß die berechneten Örter dieser Himmelskörper innerhalb der durch 
die unvermeidlichen zufälligen Beobachtungsfehler gegebenen Grenzen dar- 
gestellt werden. Zwei Ausnahmen hiervon bestätigen nur die Regel. Die eine 
betrifft die Bewegung des Erdmondes. Dieser Himmelskörper ist der Erde so 
nahe, und seine Bahngeschwindigkeit so groß, daß die bei der Formulierung der 
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theoretischen Ansätze notwendige Idealisierung der Bedingungen, unter denen 
die Bewegung des Mondes zustandekommt, zu gewissen systematischen Ab- 
weichungen zwischen Beobachtung und Rechnung führt. Insbesondere spielt, 
worauf schon hingewiesen wurde, bei der Theorie der Mondbewegung die Mas- 
senverteilung im Erdinnern eine wichtige Rolle. Da indessen unsere Kenntnisse 
vom Aufbau des Erdkörpers beschränkt sind, darf man nicht erwarten, daß 
Theorie und Beobachtung völlig miteinander in Einklang gebracht werden 
können. Auch die schon früher (Abschn. 18) erwähnte Unregelmäßigkeit der 
Erdrotation ruft Abweichungen dieser Art hervor, deren Beseitigung allerdings 
durch Vervollkommnung der Zeitmessungstechnik erwartet werden darf. Die 
andere Ausnahme betrifft die Bewegung des Planeten Merkur. Wie in der 
Theorie der Störungen (Band III) gezeigt werden wird, bewirken die „säku- 
laren Störungen“ durch, die übrigen Planeten eine langsame Drehung der 
Apsidenlinie einer Planetenbahn. Nun ist die beobachtete Apsidenbewegung des 
Merkur um einen geringen Betrag (rund 43” im Jahrhundert) rascher, als die 
aus dem NEwTonschen Gesetz folgende Theorie verlangt. Diese Lücke in der 
Naturgesetzlichkeit der Planetenbewegungen ist durch die allgemeine Rela- 
tivitätstheorie von ALBERT EINSTEIN geschlossen worden, aus der sich folgern 
läßt, daß das Attraktionsgesetz geringfügig von der ihm durch NEWToN ge- 
gebenen Form abweicht, und zwar um gewisse in der Nähe großer Massen nicht 
mehr zu vernachlässigende Terme, durch deren Berücksichtigung die beobachtete 
Apsidenbewegung dersonnennahen Planeten zahlenmäßiggenau dargestellt wird. 

Andererseits befinden sich die Fixsierne in so großen räumlichen Abständen 
jenseits der Grenzen des Planetensystems, daß es a priori nicht unbedingt 
sicher ist, ob das NEwTonsche Gesetz auch dort noch in der gleichen Form 
gültig ist, obwohl gegen die Annahme der universellen Gültigkeit eines Natur- 
gesetzes, das sich in der näheren Umgebung der Sonne so glänzend bewährt hat, 
stichhaltige Gründe kaum geltend gemacht werden können. Eine Möglichkeit, 
diese grundsätzlich bedeutsame Frage zu beantworten, bieten die zahlreichen 
visuellen Doppelsterne, deren Bahnen man durch Beobachtung verfolgen konnte. 
Innerhalb der Beobachtungsgenauigkeit erfüllen die Bewegungen dieser Ge- 
stirne folgende beiden Regeln: | 


I. Die scheinbare Bahn des Begleiters um den Hauptstern ist eine Ellipse, 
in deren Innern sich der Hauptstern irgendwo befindet. 


2. Der vom Hauptstern zum Begleiter führende Fahrstrahl überstreicht in 
gleichen Zeiten gleiche Flächen. 


Diese beiden Regeln sind notwendige, aber nicht hinreichende Bedingungen 
für die Gültigkeit des NewToxschen Attraktionsgesetzes in den Doppelstern- 
systemen. Aus diesem Gesetz würde folgen, daß die wahre Bahn des Begleiters 
um den Hauptstern eine Ellipse ist, in deren einem Brennpunkt der Haupt- 
stern sich befindet. Projiziertman diese Bahn auf die durch den Ort des Haupt- 
sterns gelegte Tangentialebene der Sphäre, so erhält man als „scheinbare Bahn“ 
wiederum eine Ellipse, doch kann im Innern dieser Ellipse der Hauptstern 
einen beliebigen Platz einnehmen, je nach der Exzentrizität der wahren Bahn 
und der Lage der Bahnebene in bezug auf die Projektionsebene. Da ferner für 
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die wahre Bahn, falls diese durch das Wirken einer Zentralkraft hervorgerufen 
wird, der Flächensatz gilt, so hat er ebenfalls für die scheinbare Bahn Güiltig- 
keit. Projiziert man nämlich (Abb. 34) eine ebene geschlossene Fläche mit 
dem Inhalt f, deren räumliche Lage durch den auf ihr senkrecht stehenden 
Einheitsvektor m gekennzeichnet ist, auf die Tangentialebene, deren Lage 
durch den zu ihr normalen Einheits- 

vektor rn bestimmt wird, so ist der m 

Flächeninhalt der Projektion 


g=fcos(m,n), 


wenn (m, n) den von den Vektoren 
m und rn eingeschlossenen Winkel 
bedeutet. Sei nun f insbesondere 
der Flächeninhalt des vom Fahr- 
strahl des Begleiters in der wahren Z___ | 4 
Bahn überstrichenen Ellipsensek- Abb. 34. Gültigkeit 
tors, so folgt aus dem Flächensatz des Flächensatzes für Projektionen. 

f= const und aus der. Konstanz 

der beiden Vektoren auch g = const, d.h., der Flächensatz gilt auch in der 
scheinbaren Bahn. Es gilt aber auch die Umkehrung dieses Satzes, d.h., da für 
die scheinbare Bahn der Flächensatz erfahrungsgemäß erfüllt ist, so ist dies 
notwendig auch für die wahre Bahn der Fall. Daraus folgt aber, daß die 
Kraft, mit der der Begleiter vom Hauptstern angezogen wird, eine Zentral- 
kraft ist. 

Ob diese Zentralkraft jedoch mit der NewTonschen Gravitationskraft iden- 
tisch ist, kann aus den Beobachtungen nicht ohne weiteres geschlossen werden. 
Zwar ist die wahre Bahn sicher eine Ellipse (oder ein Kreis), es ist aber noch 
unentschieden, ob sich der Hauptstern wie in der KEPLERschen Bewegung in 
einem der Brennpunkte der wahren Ellipse oder an irgendeiner anderen Stelle 
im Innern dieser Kurve befindet. 

Um diesen Sachverhalt zu klären, erinnern wir uns der Gleichung (II; 39) 
im Abschn. 16: 


F 


[7 R I. n d’u 
R(u,g) = me? u (u + u); un, u ur, 


die für jede Zentralkraft erfüllt ist und in der R eine beliebige Funktion von % 
und dem Richtungswinkel @ des vom Zentralkörper zum Begleiter führenden 
Fahrstrahls sein kann. Es ist also zu untersuchen, wie der Betrag der Zentral- 
kraft als Funktion von # und ® beschaffen sein muß, damit die Bahn eine 
Ellipse sei. 

In einem durch die Hauptachsen der Ellipse definierten rechtwinkligen 
Koordinatensystem lautet die Bahngleichung 


x? + a®y? = a?:bR. 


Sei (Abb. 35) S (x, ß) der Ort des Hauptsterns innerhalb der Ellipse und seien 
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&=rcosp,n=rsing die auf S bezogenen relativen Koordinaten des Be- 
gleiters P, so gilt 
b?(@<+rcosp)?+ a?(ß + rsing)? = a?b? 
oder | 
r?(b? cos®p-+ a?sin?o) + zr(@b?cosp + Ba?sing) = C? = 


— a2b2 — (025? + B2ad) > o. 


Abb. 35. Gültigkeit des Gravitationsgesetzes für Doppelsternbahnen. 


Setzen wir nun 


2 2 2 cin? 2 b? 2 _ 2 
De ne Zu ae ul Ze _ I I cos 29 =A-Bcos2p, 


pr 2 
er Au DET, Sa Nerdt 


I 
— ı u, 
Y 

so läßt sich die Bahngleichung auch in der Form 


(III; 104) w„— 2u/=6; u=P +? +0=YP+9 


schreiben, wo 
9®=W+®=F+Gcos20 + Hsin29 
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mit 


p_M+N M? — N? 
2 


+4, a ne, H=MN 


gesetzt ist. Differenziert man (III; 104) zweimal nach ® und addiert # hinzu, 
so erhält man 
209" — 0’? + 409°? 


u" Hu=W" + Y z 
+ ze 


Da nun 


Y"=-%, 0"=-4(@-F), 0'°=4[(@+ H®) — (0 - F), 


so folgt nach einfacher Rechnung 
F? — (G?+ H?) F? —- (+ H>) 


a u 


Der Betrag R der Zentralkraft läßt sich demnach, je nachdem man die erste 
oder die zweite Darstellungsart von #”’ + % wählt, durch 


(III; 105) 
F—-(G@-+ H%) OR FR -(@+ 3) 


men? (m—M cosp — N sing)? 


vo| 


(F+Gcos29 + Hsin2p) 


ausdrücken. Machen wir nun die plausible Annahme, daß R von der Lage des 
Koordinatensystems unabhängig, also eine Funktion von # allein sei, so gibt es 
zwei Möglichkeiten dazu, je nachdem wir die linke oder die rechte Seite der 
Formel (III; ı05) der Darstellung von R(w) zugrundelegen. Man erhält für 
diese beiden Möglichkeiten 


I. GeH=0; Re mc?ur YF — mel. (III; 106) 
2 _ 2 2 
2) M=N=o; Remo I mr HN r. 


Im ersten Falle ist die Kraft dem Quadrat des Abstandes umgekehrt propor- 
tional, wie beim NEwTonschen Gesetz, womit eigentlich schon gezeigt ist, daß 
die Bewegung wirklich nach diesem Gesetz verläuft. Wir können dieses Ergeb- 
nis aber noch durch folgende Überlegungen erhärten: Wegen H=0o=MN 
wird eine der beiden Größen M oder N verschwinden — nicht beide, da sonst 
wegen G = oauch B = 0 wäre, was nur im Falle einer Kreisbewegung (a = b) 
zuträfe, denn es wäre dann nach (III; 104) « =A = const. Andererseits kann 
aber die Kreisbewegung nur eine sdezielle Form der Bewegung sein, da der 
Hauptstern dann im Mittelpunkt des Kreises, in der Projektion also im Mittel- 
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punkt der scheinbaren Ellipse läge, was erfahrungsgemäß nur in seltenen Aus- 
nahmefällen zutrifit. Aus G = o folgt also 


MN. _ a — b? 


— B ER 
2 306° 
so daß also, wenn nur eine der beiden Größen M oder N verschwinden soll, dies 
nicht M sein kann, da dann a? — b?< o wäre. Wir haben daher N = o und 
daher auch f = 0 zu setzen, d.h., der Hauptstern befindet sich irgendwo auf 
der großen Achse der Ellipse. Mit ß = o erhält man dann 
C? = b? 2 2 M zer ab? = @ 
We, MS 
undaus2B = M? 
2 278 2,2 2 74 
—. a u oder & = tae, 
d.h., der Ort des Hauptsterns ist einer der beiden Brennpunkte der wahren 
Bahnellipse. Schließlich findet man 
M? ab a2 + b8 
u a 
2 a2 2C* Tr 2C? 
oder, mit a? = a?e?, C? = a?b?(ı — e?) = bf, 
@ae+a2—ed) a@ ı 


F= 


2b up 
Der Ausdruck für die Größe der Zentralkraft wird demnach 
me? „Mm 
BT 72’ 


wenn c—=x Yp gesetzt wird. 

Im zweiten Fall (III; 106) ist = ß = o. Der Hauptstern befindet sich dem- 
nach im Mittelpunkt der elliptischen Bahn, und es ist, wegen C? = a?b?, 

a? b? 
R-(@+2)=4-Bb=27,=2 

und daher Der.any 
der Betrag der Zentralkraft, die dem Abstand der beiden Himmelskörper direkt 
proportional ist. In der Physik treten Zentralkräfte dieser Art bei elastischen 
und Pendelschwingungen kleiner Amplitude auf (harmonische Bewegung, siehe 
auch Abschn. 89). Im Falle der Doppelsternbahnen ist diese Möglichkeit aus 
demselben Grunde ausgeschlossen, aus dem wir weiter oben ausschließen 
mußten, daß es sich nur um Kreisbahnen handelt. Denn auch hier müßte der 
Hauptstern stets im Mittelpunkt der scheinbaren Ellipse zu finden sein, was 
den Beobachtungen widerspricht. Das NEwToNsche Gesetz ist also das einzige, 
das die Bewegungen der Doppelsterne zu erklären vermag, und es besteht so- 
mit kein Grund, an seiner universellen Gültigkeit zu zweifeln. 


KAPITEL IV 


DIE BERECHNUNG 
UNGESTÖRTER EPHEMERIDEN 


30. Koordinatensysteme und Örter 


Die Bewegung eines Massenpunktes um einen anderen oder um den gemein- 
samen Schwerpunkt beider wird, als Lösung einer vektoriellen Differential- 
gleichung 2.Ordnung, durch sechs unabhängige Konstanten, die Bahnelemente, 
eindeutig bestimmt, sofern man annimmt, daß außer diesen beiden Massen — 
etwa Sonne und Planet - keine anderen Körper vorhanden sind, die merkliche 
Anziehungskräfte (störende Kräfte) ausüben. Setzt man die Elemente einer 
solchen ungestörten Bahn als bekannt voraus, so ermöglichen die im vorigen 
Kapitel abgeleiteten Beziehungen in jedem Fall, die in irgendeinem räumlichen 
Koordinatensystem definierten Örter des Himmelskörpers als Funktionen der 
Zeit zu berechnen. 

Eine Liste, in der Örter von Himmelskörpern - handle es sich um un- 
gestörte Bahnen auf Grund der KepLErschen Gesetze oder um exakte Bahnen 
unter Berücksichtigung aller störenden Kräfte - für eine beliebig lange Reihe 
von gleichabständigen Zeitpunkten verzeichnet sind, heißt „Ephemeride“ 
(epnueois = Tagebuch). Die Bedeutung des Wortes weist auf eintägige Zeit- 
intervalle hin, und in der Tat enthalten viele Ephemeriden, die in den astro- 
nomischen Jahrbüchern zu finden sind, die Koordinaten der Himmelskörper 
(Sonne, Mond und die Planeten bis einschließlich Saturn) für jeden Tag des 
Jahres (meistens für o® Weltzeit). Daneben kommen auch andere Intervalle 
vor: so einstündige des Mondes in nautischen Jahrbüchern (Nautical Almanac!), 
viertägige für die Planeten Uranus, Neptun und Pluto, deren scheinbare Be- 
wegung langsam erfolgt, und zehntägige für die scheinbaren Örter einer Aus- 
wahl hellerer Fixsterne (Fundamentalsterne). Schließlich werden bei der ephe- 
meridenmäßigen Berechnung der „speziellen Störungen“ der Planeten- und 
Kometenbahnen, die im Band II behandelt werden sollen, auch längere Inter- 
valle (20, 40 und 80 Tage) benutzt. 

Die Berechnung von ungestörten Ephemeriden ebenso wie die von einzelnen 
Örtern, die sich auf bestimmte vorgegebene Zeitpunkte beziehen, erfolgt teils 
nach strengen Formeln, teils auf Grund von Reihenentwicklungen. Die hierbei 
verwendeten Methoden sind äußerst vielgestaltig, und ihr Formalismus gewährt 
tiefe Einblicke in die Natur des Zweikörperproblems. Es ist daher gerechtfer- 
tigt, ihnen einen breiten Raum in dieser Darstellung zu gewähren, um so mehr, 
als sie auch die Grundlage des umgekehrten Problems bilden, das eine sehr 
große praktische Bedeutung hat: der Aufgabe nämlich, die Bahnelemente 
eines Himmelskörpers aus einzelnen gegebenen oder beobachteten Örtern zu 
bestimmen (Kapitel VIII und IX). 

Bevor wir an das Problem der Ephemeridenrechnung selbst herangehen, muß 
einiges über die Koordinatensysteme gesagt werden, die in der Astronomie be- 
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nutzt werden. Diese Dinge werden in der „Sphärischen Astronomie“ behandelt 
und müssen hier als bekannt vorausgesetzt werden. Es genügt daher, an dieser 
Stelle eine kurze Zusammenfassung zu geben. 

Die Mannigfaltigkeit der. verwendeten Koordinatensysteme ist ziemlich groß. 


Man unterscheidet: 


I. nach der Lage des Koordinatenursprungs 


a) heliozentrische Systeme (Ursprung im Sonnenmittelpunkt), 

b) geozentrische Systeme (Ursprung im Erdmittelpunkt), 

c) topozentrische Systeme (Ursprung im Beobachtungsort), 

d) baryzentrische Systeme (Ursprung im Schwerpunkt Sonne-Planet oder 
Erde-Mond, mitunter auch im Schwerpunkt des gesamten Planeten- 


systems). 


Die baryzentrischen Systeme haben in der Ephemeridenrechnung geringere Be- 
deutung, sie werden aber häufig in der Astronomie der Doppelsterne benutzt. 
Die Systeme, deren Ursprung im Schwerpunkt Erde-Mond liegen, werden mit- 
unter bei der Bestimmung von Planetenbahnen verwendet, da das Baryzentrum 
des Systems Erde-Mond mit weit größerer Annäherung eine KEPLERsche: 
Ellipse beschreibt, als dies für den Erdmittelpunkt (oder gar den auf der Erd- 
oberfläche liegenden Beobachtungsort) der Fall ist, und da man aus diesem 
Grunde die einfachen Gesetzmäßigkeiten der Zweikörperbewegung für die Be- 
wegung des Baryzentrums (als Koordinatenanfangspunkt) mit der gleichen 
Berechtigung in Anspruch nehmen kann wie für die des beobachteten Planeten 
oder Kometen. In der Stellarastronomie werden auch, wie hier nur am Rande 
vermerkt sei, galaktozentrische Systeme (Ursprung im Mittelpunkt des Milch- 
straßensystems) verwendet. 

Ferner unterscheidet man 


2. nach der Lage der Haupikoordinaienebene 


a) ekliptikale Systeme (Hauptkoordinatenebene der Ekliptik parallel), 
b) äguatoreale Systeme (Hauptkoordinatenebene der Ebene des Erdäquators 


parallel). 


(In der Stellarastronomie benutzt man auch galaktische Systeme, deren 
Hauptkoordinatenebene der Ebene des Milchstraßensystems parallel ist.) 
Da Ekliptik und Äquator ihre Lage im Raume infolge der Planetenstörungen 
und der Präzession und Nutation ständig verändern, ist es nötig, zwecks ge- 
nauer Definition dieser Systeme einen Zeitpunkt, die Edoche, anzugeben, auf 
den sich die Orientierung der Köordinatenachsen beziehen soll. Einzelne Örter 
pflegt man häufig auf die instantane Lage der Ebenen zu beziehen, eine zusam- 
menhängende Folge von Örtern (etwa eine Ephemeride oder die für eine Bahn- 
bestimmung erforderlichen Ortsangaben eines Himmelskörpers für verschie- 
dene Beobachtungszeiten) meist auf die mittlere Lage von Ekliptik, Äquator 
und Frühlingspunkt am Jahresanfang oder zu einer Normaleboche (1925.0, 
I950.0, I975.0 usw.). Unter der mittleren Lage versteht man dabei die Lage der 
Ebenen ohne Rücksicht auf die periodischen Schwankungen infolge der Nu- 
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tation. Die Hauptkoördinatenrichtung (die positive X-Achse) ist dabei stets 
nach dem (instantanen bzw. mittleren) Frühlingspunkt gerichtet, der als 
Schnittpunkt zwischen Ekliptik und Himmelsäquator an der Sphäre beiden 
Systemen gemeinsam ist. 


3. Nach der Ari des Systems unterscheidet man 
a) rechtwinklige Koordinatensysteme, 
b) Polarkoordinaiensysieme. 


Wenn nicht ausdrücklich anders vermerkt, wollen wır für die Koordinaten 
stets folgende Bezeichnungen verwenden: 


A. Rechtwinklige Koordinaten: 


a) heliozentrisch im Ekliptiksystem: x, y, 2 
b) heliozentrisch im Äquatorsystem: &, 9, 2, 
c) geozentrisch im Ekliptiksystem: &,n,{, 
d) geozentrisch im Äquatorsystem: &,n7,£. 


“ 


Den Querstrich über den Äquatorkoordinaten wollen wir nur da gebrauchen, 
wo eine Unterscheidung gegenüber den Ekliptikkoordinaten nötig ist. Wo ein 
Zweifel oder eine Verwechslung ausgeschlossen ist oder wo es auf die Orien- 
tierung des Systems nicht ankommt, wird der Strich fortgelassen. Die kleinen 
'parallaktischen Korrektionen, die an topozentrische Örter angebracht werden 


müssen, um geozentrische zu erhalten, werden mit A&, A &: ... bezeichnet. 


B. Polarkoordinaten: 


a) heliozentrisch im Ekliptiksystem: r, 2, b 
(r = heliozentrische Distanz, ! = heliozentrische Länge, 5 = heliozen- 
trische Breite), | 
b) heliozentrisch im Äquatorsystem: v, , b, 
c) geozentrisch im Ekliptiksystem: o, 4, B 
(o = geozentrische Distanz, A = geozentrische Länge, ß = geozentrische 
Breite), 
d) geozentrisch im Äquatorsystem: o,«, ö 
(x = Rektaszension, ö = Deklination). 


C. Geozentrische Koordinaten der Sonne: 


Für die geozentrischen Koordinaten der Sonne benutzt man große latei- 
nische Buchstaben: 


a) vechtwinklige Koordinaten: X, Y,Z (Ekliptik), X ‚ Y, Z (Äquator). 
b) Polarkoordinaten: R, L, B (Ekliptik), R, A, D (Aquator). 


Diese Koordinaten werden im folgenden stets als gegeben vorausgesetzt, da sie 
aus den Sonnenephemeriden der astronomischen Jahrbücher für jeden belie- 
bigen Zeitpunkt durch Interpolation entnommen werden können. Hierbei ist 
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zu bemerken, daß B (die Sonnenbreite) stets sehr klein ist und im Maximum ı” 
nur wenig überschreitet. Mit den geozentrischen Koordinaten der Sonne sind 
natürlich gleichzeitig auch die heliozentrischen Koordinaten der Erde (des Erd- 
mittelpunkts) gegeben. Die ekliptikalen Koordinaten der Erde sind 


— X, -Y, -Z (rechtwinklig) bzw. RL + rn, —B (polar). 


Entsprechendes gilt für das Äquatorsystem. | 

Der Übergang von rechtwinkligen zu Polarkoordinaten vollzieht sich nach 
einfachen Formeln. So gelten zwischen x, y, z einerseits und 7, 2, b andererseits 
die aus der analytischen Geometrie bekannten Formeln 


x=rcosbcosl, y= Ye + a 
(IV; ı) y=vcosbsinl, tgl = z, 
z=rsind, tg = — c0sI=— sin], 


entsprechende Formeln für die übrigen zusammenhängenden Koordinaten- 
tripel. Insbesondere findet man für die ekliptikalen Koordinaten der Sonne 


X=RcosBcosZ, 
(IV; 2) Y=RcosBsinl, 
Z=RsinB 


oder, da B sehr klein ist, so daß stets csoB=ıundsinB= B= B”sin I” 
gesetzt werden darf, 


X=RcosLl, 
(IV; 2a) Y=Rsınal, 
ZeRB 


und für viele Zwecke auch B=oundZ=o. 


Bezeichnet man mit g den geozentrischen Ortsvektor eines Planeten, mit p 
seinen heliozentrischen Ortsvektor und mit 3 den geozentrischen Ortsvektor der 


Sonne, so ist 


g=p+B. 
Es gelten also die Koordinatengleichungen 
E=a+X, E=ä+X, 
(IV; 3) n=y+Y, n=3+Y, 
e=2+Z, =23+Z 
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für den Übergang von den heliozentrischen auf die geozentrischen Koordinaten 
eines Himmelskörpers. 

Beim Übergang vom System der Ekliptik auf das des Äquators wird das Ko- 
ordinatensystem um die beiden Systemen gemeinsame X-Achse gedreht, und 
zwar um den Winkel e (mittlere Schiefe der Ekliptik) im negativen Sinne vom 
positiven Ende der X-Achse (Frühlingspunkt) aus gesehen. Infolge der „Prä- 
zession in Schiefe“ ist der Winkel e schwach veränderlich: 


€ = 23° 26’ 44"84 — 0'4685 (t — 1050.0), 


wobei Z in tropischen Jahren auszudrücken ist. Die Drehungstransformation 
ergibt in rechtwinkligen Koordinaten 


Qi 


=%, TR: 


’ 


(IV; 4) y=Ycose+äsine, bzw. %=ycose —zsine, 


z=2cose — Ysine, 2=2C00SE+ ysine. 


Die kleinen Korrektionen,die man an die topozentrischen Örter anzubringen 
hat, um geozentrische zu erhalten, ergeben sich äm einfachsten im System des 
Äduators. Sei (Abb. 36) M der Mittel- 
punkt der Erde, B ein Beobachtungs- 
ort mit der geozentrischen Breite o’, sei 
ferner die X-Achse des rechtwinkligen 
geozentrischn Koordinatensystems 
nach dem Frühlingspunkt, die Z-Achse 
nach dem Nordpol des Himmels gerich- 
tet und sei A der Abstand MB, «’ die 
Rektaszension und ö’ die Deklination 
des geozentrischen Zenits von 5, ferner 
© die Ortssternzeit der Beobachtung, 
so ist!) nach den Definitionen der Sphä- 
Iischen Astronomiea@’= 6,6’ = o', und 
man findet (IV; 5) 


AE= 4: c0s9' cos9 = cosQ, 
An=A.cosp'sn®=(Csin®, 


Zenit 


nr 
\ fFrühlingsaunkt) 


Abb. 36. Korrektion 


AE — /-sin o' =; der rechtwinkligen äquatorialen 
| | Koordinaten wegen der täglichen 
als geozentrische Koordinaten von B, Parallaxe. 


woCundS zwei Größen darstellen, die 
für jeden Beobachtungsort konstant sind. Im Anhang A (Tafell) sind diese 
Größen alsFunktionen der geographischen Breite 9 gegeben, die sich von der 


1) Siehe K. Stumpfi: Geographische Ortsbestimmungen. Deutscher Verlag der 
Wissenschaiten, Berlin 1955. 
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geozentrischen um den stets kleinen Winkel Ap = 9 — 9 unterscheidet. Es 
sind dann A&, An, AZ die Unterschiede „geozentrische minus topozentrische 
Koordinaten“ des Himmelskörpers. 

Durch Anwendung der Formeln (IV; 4) erhält man aus (IV; 5) die Korrek- 
tionen auf das Geozentrum im System der Ekliptik: | 


AE=(cos®, 
An=CsinOcose+Ssine, 


AL =Scose — CsinOcose. 


31. Die Bahnelemente 


Die sechs Integrationskonstanten des Zweikörperproblems, die als Bahn- 
elemente die Grundlage der Ephemeridenrechnung bilden, erhielten wir in 
Abschn. ıg zunächst in folgender 
Form: die ersten drei als Koordi- 
naten des räumlichen Vektors der 
Fiächengeschwindigkeit g, also etwa 
als dessenrechtwinklige Koordinaten 
C1, Cg, 6, In einem vorgeschriebenen 
Koordinatensystem ; zwei weitere als 
die Koordinaten d,,d,desebenenVek- 
tors f (des LApLAceschen Vektors) in 
| derdurchdenFlächensatz bereits fest- 
gelegten Bahnebene; die sechste und 
letzte Konstante schließlich als die 
durch das Anomalieintegral (die KEp- 
LERSche Gleichungbzw.ihreAnaloga) 
definierte Periheldurchgangszeit T. 

Anstatt dieser sechs Konstanten 
kann man auch beliebige Systeme 
von Funktionen 


&; = &,(61, 69, 65; dy,ds; T) 
12,0] 


Abb. 37. Lage der Bahnebene. 


dieser Konstanten als Bahnelemente benutzen, sofern die gegenseitige Zuord- 
nung der beiden Systeme umkehrbar eindeutig ist. Aus der unbegrenzten 
Mannigfaltigkeit solcher Möglichkeiten. heben wir hier die wichtigste und ge- 
bräuchlichste hervor: das System der gewöhnlichen (elliptischen, parabolischen 
oder hyperbolischen) Kegelschnitielemente. 

Wir benutzen ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit dem Ursprung im 
Mittelpunkt der Sonne. Die XY-Ebene sei die der (instantanen oder mittleren) 
Ekliptik zu irgendeiner Epoche, die positive X-Richtung die nach dem Früh- 
lingspunkt. Die Lage der durch den Koordinatenanfang gehenden Bahnebene 
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ist dann durch die Richtung des Flächengeschwindigkeitsvektors 6. (C,.65,:65) 
gegeben. Die Gleichung der Bahnebene lautet (III; 77) 


+06 y+02>=0. 


In der Astronomie beschreibt man die Lage einer durch den Koordinaten- 
anfang gehenden Ebene durch zwei Winkelgrößen: die Länge des Knotens und 
die Neigung der Ebene bezüglich der Hauptkoordinatenebene. In Abb. 37 sind 
die Hauptkoordinatenebene XY (Ekliptik) und die Bahnebene A K B durch die 
größten Kreise dargestellt, in denen sie die um den Koordinatenursprung S 
(Sonne) beschriebene Sphäre schneiden. Der Bewegungssinn des Himmels- 
körpers P ist durch einen Pfeil gekennzeichnet. Zeigt die Z-Achse nach dem 
Nordpol der Ekliptik, so stellt SK die Richtung nach dem aufsteigenden Knoten 
der Bahn dar, d.h. nach demjenigen Punkt der Bahn, in dem der Himmels- 
körper die Ekliptik von Süden nach Norden durchschreitet. Der Winkel XSK 
bzw. der Bogen XK heißt die Länge S& des aufsteigenden Knotens (kurz „Kno- 
tenlänge“) und wird vom Frühlingspunkt X aus im positiven Sinne (d.h. von 
Z aus gesehen dem Uhrzeigersinn entgegengesetzt) auf der Ekliptik von o bis 
27 gezählt. Die Neigung ı der Bahnebene gegen die Ekliptik wird durch den 
sphärischen Winkel BKY bzw. durch den Winkel ZSN der Bahnnormale SN 
gegen die Z-Achse oder durch den Bogen ZN angezeigt und kann also alle 
Werte zwischen o und x annehmen. Die positive Richtung der Normale der 
Bahnebene ist diejenige, von der aus die Bewegung des Planeten in der Bahn 
positiv, also dem Uhrzeigersinn entgegengesetzt (rechtläufig) erscheint. Schreibt 
man den Vektor der Flächengeschwindigkeit in der Form 


g=ui+ai+tah Igl=e, 


wo i, |, f die Einheitsvektoren in den Richtungen der positiven Koordinaten- 
achsen bedeuten, so ist offenbar 


cs=(9i) =ccos(NX), 
&=(9j) =ccos (NY), 
= (HD = ccos (NZ). 
Man erhält dann nach dem Cosinussatz aus den Dreiecken NKX und NKY, 
in denen die Seite NK = — ist, 
cos (NX) = sinssinSl, cos (NY)= —sinicos $, 
außerdem direkt cos (NZ) = cos i. Damit ergibt sich schließlich 
>= esinisins, 
(IV; 6) = —csinicoss, 


= cost. 
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Andererseits ist der Betrag der Flächengeschwindigkeit nach (II; 49) 


= JATETE=ry 


und daher der Bahnparameter 


p 


d+at+tg 
a 

In der Bahnebene (Abb. 38) sei nun SK die Richtung nach dem aufsteigen- 
den Knoten, die gleichzeitig als Anfangsrichtung eines ebenen Polarkoordi- 


Abb. 38. Form und Lage der Bahn in der Bahnebene. 


natensystems oder als positive Abszissenrichtung eines rechtwinkligen Systems 
diene. Nach S. 93 ist dann der LapLaczsche Vektor f mit den rechtwinkligen 
Koordinaten d,, d, bzw. den Polarkoordinaten d, w nach dem Perihel II gerich- 
tet, und es ist 


(IV; 7) d,=dcosw, ,=dsinw. 


Der Richtungswinkel w, der die Lage der großen Achse und damit die Orien- 
tierung des Kegelschnitts in der Bahnebene angibt, und der in (III; ı8) mit 9, 
bezeichnet wurde, wird Perihelabstand vom Knoten genannt. Der Betrag des 
Vektors f, nach (III; 18) 

d=x°®e, 


bestimmt die Exzentrizität e der Bahn. 

Im Zusammenhang ergeben sich also für die Umwandlung der Systeme 
(61, 69, 63; di, dg; T) und (1, $%; d, e, ; T) ineinander die Transformations- 
formeln 

= »#Ypsinisin, dh=xecosw, 


(IV; 8) = —rYpsinicos%, dy=xesinw, 


= »#Ypcosi, 1. 
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In der astronomischen Praxis sind noch folgende weiteren Bezeichnungen 
üblich: 


I. Die Richtungskoordinate # des Planetenorts in der Bahnebene (Abb. 38), 
die in der Richtung der Bahnbewegung vom aufsteigenden Knoten aus gezählt 
wird, heißt Argument der Breite, da die Breite 5 des Planeten, diein den Knoten 
null ist, in einfacher Weise von # abhängt: Es ist nämlich (Abb. 39) in dem 
rechtwinkligen Dreieck X PO [siehe auch (IV; ır)] 


sind=sin?sin#. 


Der Richtungsunterschied zwischen dem Ortsvektor des Planeten und der Peri- 
helrichtung ist (Abb. 38 u. 39) die wahre Anomalıe 


V=U—w@. 


2. Neben der numerischen Exzentrizität e ist, wie schon früher (II; 3) be- 
merkt wurde, bei elliptischen Bahnen der Exzentrizitätswinkel 


o=arcsine 


gebräuchlich, unter dem von den Endpunkten der kleinen Achse aus der Ab- 
stand Mittelpunkt-Brennpunkt (lineare Exzentrizität ae) erscheint. 
3. Anstatt des Parameters # wird gebraucht: 
a) die große Halbachse 


? zz db sec?® (für elliptische Bahnen) 


oder ihr Logarithmus. Für Hyperbeln ist a negativ; man setzt dann 


P 


e — I 


«=lal = 


b) Bei Parabelbahnen, für die a = © wird, benutzt man statt $ häufig die 
Periheldistanz qg. Wie aus der Parabelgleichung »=p/(t + cos v) für das Perihel 
(v = 0) unmittelbar folgt, ist 


I 
= —P. 


2 


c) Bei Ellipsen ist statt $ oder a auch die mittlere Bewegung in der Zeiteinheit 
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gebräuchlich, die man vielfach auch in Bogensekunden ausdrückt: 
m _ x 
Yadsin 1’ 


4. Anstatt der Pertıhelzeit T wird bei elliptischen Bahnen oft die. mittlere 
Anomalie 


N 


Mi)=nla—T) 


zu einer vorgegebenen Epoche t, eingeführt. 

Nur bei ellidtischen und hyberbolischen Bahnen ist zu deren vollständigen 
Beschreibung die Angabe aller sechs Elemente, also von i, Sl, a, e, w, T, er- 
forderlich. Bei Parabeln braucht e = ı nicht besonders angegeben zu werden. 
Von den sechs Elementen (IV; 8) gilt dann zwischen d, und d, für e= I die 
identische Beziehung d? + d2 = x*; beide Konstanten sind durch w völlig be- 
stimmt. Eine parabolische Bahn ist deshalb bereits durch fünf Elemente (?, 5, 
qg, w, T) völlig gesichert. 

Bei Kreisbahnen ist e = o und, da ein Perihel nicht existiert, auch  über- 
Hüssig. In (IV; 8) entfallen daher die beiden Konstanten d, = d,= 0. Die 
Stelle der Perihelzeit T vertritt hier das Argument der Breite #, zur Epoche £,. 
Eine Kreisbahn erfordert also vier Elemente (ki, $, a, %,). 

Bei Bahnen mit kleiner oder verschwindender Neigung ist die Lage des 
Knotens schlecht oder gar nicht bestimmbar. In diesen Fällen ist es vorteilhaft, 
statt des Perihelabstands vom Knoten die Länge des Perihels (= S + wo) 
zur Kennzeichnung der Perihellage zu benutzen. Dieser Winkel wird vom Früh- 
lingspunkt bis zum aufsteigenden Knoten auf der Ekliptik, von dort an bis zum 
Perihel auf der Bahn gezählt; die Unsicherheit der Knotenlage fällt dabei her- 
aus. Ebenso wird in solchen Fällen das Argument der Breite # durch die Länge 
des Planeten in der Bahn 


(IV; 0) s=- 2 +u=2 +0 +V=9-+v 


ersetzt. 
Auch die geradlinige Bahn wird durch vier Elemente bestimmt, nämlich 
durch die Länge und Breite des Fallstrahls (l, b), die halbe Fallstrecke (a) bzw. bei 


dem hyperbolischen Typ die Geschwindigkeit im Unendlichen z , schließlich 
& 


die Zeit T des idealen Aufsturzes, die der Perihelzeit bei normalen Bahnen ent- 
spricht. 

Die Kegelschnittelemente zerfallen in zwei Gruppen: die drei Elemente z, 
$%, @, die von der Wahl des Koordinatensystems abhängen, also andere Zahlen- 
werte annehmen, wenn wir etwa:statt der Ekliptik den Äquator als Haupt- 
koordinatenebene einführen, und in die Gruppe der übrigen drei, die gegen 
Transformationen des Koordinatensystems invariant sind. 

Als Beispiel für das vollständige Elementensystem der Bahn eines Himmels- 
körpers sei hier das der elliptischen Bahn des Planetoiden (1106) CyDonIA auf- 
geführt, wie es sich nach einer Bahnbestimmung auf Grund der ersten Beob- 
achtungen nach seiner im Jahre 1929 erfolgten Entdeckung ergeben hatte: 
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(1106) CYDONIA 
Ekliptik und Äquinoktium 1929.0 
Epoche: 1929 März 7, 21® 50” 56°9 Weltzeit 
M = 338° 0’ 40 
i= 13 936.7 
= 328 35 26.9 
w=226 23 0.7 
= 7 4554 
n" = 877"384 (a = 2.597870 A.E.) 


32. Berechnung heliozentrischer und geozentrischer Örter 
aus den Kegelschnittelementen 


Die Ergebnisse des vorigen Kapitels liefern alle Mittel, um die Aufgabe der Be- 
rechnung von ungestörten Planeten- oder Kometenörtern aus den Bahnelemen- 
ten im Prinzip zu lösen. 

Gegeben seien die Kegelschnittelemente der Bahn, die auf Ekliptik (oder 
Äquator) und Äquinoktium irgendeiner Epoche bezogen sein mögen, gesucht 
zunächst die rechtwinkligen heliozentrischen Koordinaten (x, y, 2 bzw. ©, %, 2) 
des Himmelskörpers zu einer vorgegebenen Zeit 2. Diese Aufgabe läßt sich in 
fünf Schritten lösen: 


I. Berechnung der exzentrischen Anomalie E (Ellipse) bzw. des Hiliswinkels A 
(Hyperbel) aus der Krpzerschen Gleichung (III; 44) 


E-esnE=rnt- T)=M()+nrl-14), 
bzw. ihres hyperbolischen Analogons (III; 51) 
x 


IT H 
ete H+nteI— — —) = 
eo: «(; :) Ya? 


nach Methoden, über diein Abschn. 35 berichtet werden wird. 


t-T) 


2. Berechnung des Radiusvektors r und der wahren Anomalie v nach (II; ıo, 

14) bzw. (III; 47, 50): ER 
E 

r=a(lI—ecosE); tg — = y: ar 8 (Ellipse) , 


16 


r=alesecH— ı); te — — Y: a te (Hyperbel). 


er I 


Ist die Bahn eine Parabel, so findet man die wahre Anomalie, unter Umgehung 
von Schritt ı, direkt aus der Zeit / durch Auflösung der kubischen Gleichung 
(III; 43) 

v I v % 

ee 
23 . 2 Ya2g 


tg —T) 
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nach Methoden, die in Abschn. 34 behandelt werden sollen. Der Radiusvektor 
ergibt sich dann aus der Bahngleichung 


(IV; 10) DER IE — gqsec. 
I-+ cosv 2 


3. Das Argument der Breite u wird durch die Beziehung 


U=V+W 
erhalten. 


4. Berechnung der heliozentrischen Polarkoordinatenr,i,b.In Abb. 39 sind die 
Spuren der Ekliptik und der Planetenbahnebene auf der (von außen gesehenen) 
heliozentrischen Sphäre gezeichnet. X 
seider Frühlingspunkt, X der aufsteigen- 
de Knoten. Auf der Bahnspur bezeichne 
II die Perihelrichtung, P die Richtung 
nach dem Ort des Planeten zur Zeit £. 
Der Abstand PO = b.des Punktes P 
en 2 von der Ekliptik ist dann die Breite, 

0 Ekliptik XO —= l die Länge des Planetenorts. 

Abb. 39. Bahnebene und Ekliptik. Ferner ist XK = SL die Länge des auf- 

steigenden Knotens, K// = w der Ab- 

stand des Perihels vom Knoten, /] P=v die wahre Anomalie, KP=u=w-+v 

das Argument der Breite und der Winkel PKO =: die Neigung der Bahn 

gegen die Ekliptik. Im rechtwinkligen Dreieck PKO ist dann nach bekannten 
Sätzen der Sphärischen Trigonometrie 


Dam m 
cos b cos (1 — SL) = cos cos | sin 8 O 
(IV;ıı) csbsin(! — 8) =sinwcosi| —sin® | cos 0 
sin d = sin u sin oO | 0 ge: 


Multipliziert man die Gleichungen (IV; ıı) mit den Faktoren (I) bis (III) und 
addiert, so ergibt sich das Formelsystem 


cosb cos? = cos u cos SL — sinu sin SL cosi, 
(IV;12) cosbsin/ = cos« sin SL + sinw cos SL coss, 
sın b = sinu4 sıin?, 


aus dem man Länge und Breite des Planetenorts bestimmen kann. Zusammen 
mit dem bereits berechneten Radiusvektor 7 sind dann die heliozentrischen 
Polarkoordinaten des Planeten bekannt. 
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5. Bestimmung der rechtwinkligen heliozentrischen Koordinaten x, y, z. Die 
Transformationsformeln (IV; ı) ergeben mit (IV; ı2) unmittelbar 


x=1r(cosw cos SO — sin sin SL cos ;), 
(IV; 13) y=r(coswsin Sb + sinw cos SL cos ?), 
z=rsinusin:. 


Hieraus folgt auch das häufig gebrauchte Formelsystem 


xcoo% +ysin =rcosw, 
(IV; ı4) ycos SL — xsin =rsinu cosi, 


2 =rsinusint, 


das man auch erhält, wenn man in (IV; ı1) die Ausdrücke z (E — SL) auflöst 


und (IV; ı) berücksichtigt. 

Die Bestimmung der geozentrischen Koordinaten erfolgt dann nach den in 
Abschn. 30 gegebenen Richtlinien. Am besten ermittelt man zunächst die 
äquatorealen heliozentrischen Koordinaten &, 7, 2 nach (IV; 4), sodann nach 
(IV; 3) die geozentrischen Äquatorkoordinaten 


E=&+X, 7=3+Y, [=2+Z, 


wobei die Sonnenkoordinaten X, Y, Z dem Jahrbuch entnommen werden. 
Schließlich findet man dann die geozentrischen Polarkoordinaten o, «, 6 aus 


ocosöcosa=E, 
(IV; 15) ocosösina = 


o sin ö — 


33. Die Gaussschen Konstanten 


Wenn es sich darum handelt, die ungestörte Ephemeride eines Himmelskörpers 
für eine Folge gleichabständiger Zeitpunkte aufzustellen, ist es unzweckmäfßig, 
die meist zahlreichen Örter einzeln nach den im vorigen Abschnitt gegebenen 
Formeln zu berechnen. C.F.GAuss hat ein Verfahren eingeführt, nach dem 
wenigstens für den vierten bzw. fünften Schritt der oben entwickelten Rechen- 
vorschrift wesentliche Ersparnisse an Zeit und Mühe erzielt werden. 

Da die rechtwinkligen ekliptikalen Koordinaten, wie (IV; ı3) zeigt, von 
den Variablen » cos« und 7 sin linear abhängen und dasselbe auch, wovon 
man sich durch Anwendung der Transformation (IV; 4) überzeugt, für die 
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äquatorealen Koordinaten gilt, so liegt es nahe, diese letzteren gleich in der 
Form | 
2=r(P„cosu+ q,sinun) =rasin(A+ m), 


(IV; 16) y=r(P,cosu + q,sinu)=rßsin(B+ u), 
z=+r(P,c0osuw + q,sinu) =rysin(C-+ u) 


aufzuschreiben, wo 
d,=rsinA, 9, =RcosA, 


(IV; ı7) p,=ßsnB, q,=ßecosB, 
d,=ysinC, q,=ycosC 


konstante Größen sind, die nur von i, St und e abhängen. Tatsächlich findet 
man, wenn man (IV; 4) auf (IV; 13) anwendet, 


&=r[cos« cos SL — sinw sin SL cos :], 
y = r[(cos u sin Sb + sin w cos SL cos 3) cose — sin» sini sin e], 


2 = r[sin wsini cose + (cos w sin SO + sin w cos SL cos?) sin e], 
also 
d, = cos Sl, 9, = — sin Sd cos;, 


(IV;18) 2,=sinSbcose, g, = cos Sb cosicose — sinisine, 
d, = sin sine, 9, = cos Sb cosisine + sinicose. 


Will man im System der Ekliptik bleiben, so hat man nur € = o zu setzen und 
erhält dann x, y, z ebenfalls in der Form (IV; ı6), aber mit 


d,= 005 Sb, g, = —sind cost, 
(IV; 19) d, sind, = cos cosi, 
d,=0, (,= sint. 
Die sechs Größen #,, ... g, bzw. die aus ihnen nach (IV; ı7) abzuleitenden 


Konstanten«, ß,y; A, B, C heißen die GAUSSschen Konstanten. Sie werden vor 
der Ephemeridenrechnung aus den gegebenen Bahnelementen ein für allemal 
berechnet und führen (IV; 13) auf die bequemere Form (IV; ı6) zurück. Zu- 
dem wird, wenn Äquatorealkoordinaten zu berechnen sind, die lästige Trans- 
formation (IV; 4) nur einmal, nämlich bei der Berechnung der Konstanten 
(IV; 18), durchzuführen sein, die man zweckmäßig für die Maschinenrechnung 
benutzt, während für logarithmische Rechnung die Verwendung von « ... C 
vorteilhafter ist. Dabei ist zu beachten, daß die Größen «, ß, y ohne Einschrän- 
kung der Allgemeinheit als nicht negativ betrachtet werden dürfen, während 
die Vorzeichen der ,, ... 9, die Quadranten bestimmen, in denen A, B,C liegen. 

Sind die Bahnen nur wenig gegen die Ekliptik geneigt, was bei den großen 
Planeten (außer Pluto) stets, bei Planetoiden sehr häufig zutrifft, so kann man 
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nach einer Bemerkung von K.Bona!) die GAussschen Formeln so umwandeln, 
daß die durch diesen Umstand gegebenen Möglichkeiten, die Rechengenauig- 
keit zu erhöhen, voll ausgeschöpft werden. Setzt man nämlich in (IV; 13) 
u=s-— St, wo s die wahre Länge in der Bahn (IV;g) bedeutet, ferner 


9 
cos? =ıI— 2sin? z;%9 findet man nach einfacher Rechnung 
ER 
x=rcoss-+risinw, A= 2sin Zn 8, 


y=rsins+rusin«s, mit u = 2 sin? — cos dd, 


z=yvsinu, ’=sint, 


wo die Konstanten 4, u von der 2., v von der I.Ordnung in der kleinen Größe i 
sind. 

In allen bisherigen Formeln ist angenommen worden, daß sich :, Sl, u stets 
auf das System der Ekliptik beziehen. Sind diese Größen auf das System des 
Äquators bezogen (?, 5), %), so erhält man natürlich dierechtwinkligen Äquator- 
koordinaten in der Form 


&=r(f,cos% + g, sind) usw. 
mit den gemäß (IV; ıg) gebildeten Konstanten 
dp, = cos, = sin 2» d,=0, usw. 


Auch für die ephemeridenmäßige Berechnung der Geschwindigkeitskoordi- 
naten eines Himmelskörpers, die für besondere Zwecke nützlich sein kann, 
lassen sich die Gaussschen Konstanten entsprechend verwenden. Die Unter- 
scheidung zwischen x und & usw. lassen wir jetzt fallen, da ja die Formeln 
(IV; ı6) für beide Systeme gelten, wenn man die ?,, ..., 9,, den Umständen 
entsprechend, nach (IV; ı8 bzw. 19) berechnet. 

Differenziert man die erste Gleichung (IV; 16) nach der Zeit, so erhält man 


&=sjasn(A+u)+rüacos(A+w) 
oder, nach (II; 33, 32), mite =xYP undd=ö, 


= a esnvsin(A+%) + Pos (4 + %#)|. 


Yb 


es UH-VUV=0W, 
Y 


Setzt man dann 


um [nn 


1) Astron. Nachr. 175, 207 (1910). 
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so ergibt sich 


x 
&=«— [cos (4 +u)+ ecos(A + w)], ebenso 
Yb 


[72 


3=y-_[cos(C+ u) + ecos (C + ®)], 


Vb 


wobei zu beachten ist, daß die Größen e cos (A + w), ... Konstante sind. Für 
i=S =0,%u=v,d.h., für ein nach den Hauptachsen der Bahn ausgerich- 
tetes ebenes Koordinatensystem, gehen diese Formeln in (III; 37) über. 

Für Parabelbahnen erhält man wegne= 1,9 =2g | 


„+ w u —w 
cos 
2 2 


(IV; 20) Yy=ß—[cs(B-+u)+ecos(B+ o)], 


:= 2a (44 
Y2q 


— ar 2 cos (4 1o+ 2 ]eos 2 
q 2 2 
usw., und wenn man nach (IV; ıo) cos = durch y+ ersetzt, 
2 v 
L=aX \+ cos (4 +o+ <) ebenso 
2 v 
(IV; 21) y= fr V: cos [B+ wo 2) 


= 2 os(c+o+2) 
/ 2 


Die Gleichungen (IV; 16, 20) lassen sich sowohl für Ellipsen als auch für 
Hyperbeln auf eine Form bringen, die auch die Berechnung von v (Schritt 2 im 
Rechenschema des Abschn. 32) überflüssig macht, indem man die nach Schritt ı 
schon bekannte exzentrische Anomalie wieder einführt. Setzt man in (IV; 16) 
W=0U- w, so erhält man 


(IV; 22) x=rasin(A+o-+v) = 
— ra [sin (A + w)cosv + cos(A + w)sinv]. 
Nun ist für Ellidsen nach (III; 52) 
rcosv=a(cosE —e); rsinyv=ayı — esinE. 
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Setzt man dies in (IV; 22) ein, so ergibt sich 
x=P,„(cosE —e) + 0,sinE, ebenso 
(IV; 23) y=P,(cosE —e)+0,sinE, 
z=P,(cosE —e) + Q0,snE 
mit den Konstanten 
P,=aasin(A+w), O0,=ayı - eacos(A + o), 
(IV;2) P,=aßsin(B+o), Q0,=ayı - @ßcos(B-+ o), 
P,=aysin(C+o), Q0,=ayr -e&ycos(C+o). 
Für Hyperbeln benutzt man nach (III; 52) 
1c0sV= —ale— secH); rsinvo= —aye®— ısinH 
und findet entsprechend 
x=P,(e—-secH) +0,tgH, 
(IV; 25) y= P,(e—secH) +0,tgH, 
z= P,(e— secH) +0,tgH 
mit on 
P,= -aasin(A+0), Q0,= -aye — ıacos(A-+ w), 
(IV;26) P,=-aßsin(B+o), Q,=-aje—-ıßcos(B+o), 
P,= -aysin(C+o), 0,= -afe —- ıycos(C+o). 


Für die Geschwindigkeitskoordinaten erhält man, wenn man (IV; 23) und 
(IV; 25) nach der Zeit differenziert, 


& = E(0O,cosE — P,sinE) (Ellipse), 
© = HsecH (O,secH — P,tgH) (Hyperbe)). 


Andererseits folgt durch Differenzieren der KrprLerschen Gleichung bzw. ihres 
hyperbolischen Analogons 


N na y va 
= = — bzw HseH= ——— — 
5 I—-ecosE y 2 — eseccH—ı 2 
% x 
wenn man n = —, I = setzt. So entstehen die Geschwindigkeits- 
Ye Ya) 


11 Stumpff, Himmelsmechanik 
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formeln 

= — (O),cosE — P,sinE) (Ellipse), 
Ve 0 a 
— — (O,„secH — P,tgH) (Hyperbel). 


Für Bahnen mit Exzentrizitäten nahe eins (parabelnahe Ellipsen oder 
Hyperbeln) sind die Formelsysteme (IV; 23-27) ungeeignet, für Parabeln ver- 
lieren sie ihren Sinn ganz. Die Lösung der Aufgaben der Ephemeridenrechnung 
für parabelnahe Kegelschnittbahnen wird in den Abschnitten 36 und 37 be- 
sonders behandelt. 


34. Die Bestimmung der wahren Anomalie bei Parabelbahnen 


‚Um die wahre Anomalie eines in einer Parabelbahn laufenden Himmelskörpers 
(Kometen) als Funktion der Zeit zu bestimmen, hat man die kubische Glei- 


chung (III; 43) nach tg = aufzulösen. Sie ist von der Form 
v 
yP’+tay=b I») 


32 -T) 
Y29 


mita=3undb= und hat, daa > o, eine einzige reelle Lösung 


(IV;29)  y= 2 y9+(@); y*-ye+6@ 


Setzt man d = 2ctgy, so wird, daa = 3, die Diskriminante 
b 2 a 3 5 I 
er lfereerah 
Mithin ist 


jet en m zn ng 3 8 vo TREE 
y=Yegy + cosecy + Vetgy — cosecy = eig — Vz 


2 2 


3 
Setzt man ferner Vie 2 tg er so ergibt sich 


yatg_—cgl tel = 2ctey. 
2 2 2 
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Die Lösung von (III; 43) erfolgt daher streng und auf eine für logarithmische 
Rechnung sehr bequeme Weise nach dem Formelsatz 


3x —T 
N I > 2! 


t ed 
Salz g>). 


(IV; 29) 


Nach einer Bemerkung von B. KurascHkot) läßt sich die letzte dieser drei 
Gleichungen durch eine noch einfachere ersetzen. Aus 


Y Y v % % 
tg -=t-, tg — =ctge - — tg - 
8, Dun msn 5, 
folgt nämlich 
% K 4 
tg? Z 
en ä ar _ 
a ı — tg? 2 [ee z tg 5 
Y j& 
Ben toe* 
we ee, ; Be 
— y Be a 
—. 02,0 tet —- 
a ee 


da die Funktion ı — x + x° keine reellen Nullstellen besitzt und demnach der 
Bruch in obiger Formel unter allen Umständen den Wert eins hat. Damit ist 
gezeigt, daß 

y+vV+y = I80°, 
die drei Winkel y, v, y daher als Winkel eines ebenen Dreiecks aufgefaßt werden 
dürfen. Die letzte der drei Gleichungen (IV; 20) kann also durch die einfachere 


(IV; 30) v=enr—(vy+Y) 


ersetzt werden. Das genannte Dreieck hat übrigens eine einfache geometrische 
Bedeutung. Setzt man in der Identität 


sin (v + y) = siny (sinvctgy + cosov) 
rechts nach der dritten Gleichung (IV; 20) 


I U 
wy = —tg—, 
dey= 1; 


!) Astron: Nachr. 274, 217 (1944). 


11* 
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ferner 


© v „U nt 
sind! = 25SIN — COS —, COSY = COS” — — Sin” —, 
2 2 2 2 


und setzt man links wegen (IV; 30) sin (v-+ y) = sin v, so erhält man 


Das ist aber nichts anderes als der Sinussatz der ebenen Trigonometrie, an- 
gewandt auf das Dreieck S//K (Abb. 40), das von Sonne, Perihel und Kometen- 


Abb. yo. Parabolische Bahn. 


ort gebildet wird, wenn man den Winkel am Perihel mit y und den am Kometen 
mit y bezeichnet. Da der dritte Winkel bei der Sonne die wahre Anomalie v 
darstellt, so gilt für dieses Dreieck in der Tat die Beziehung (IV; 30). 

Für das Maschinenrechnen ist statt (IV; 29, 30) eine andere Form der Lö- 
sung (IV; 28) geeigneter. Setzt man 


so ergibt sich aus (IV; 28), da” =1I, 
_] Binz x - Ve 
yl u —Z 


3 
b 2X 
Eiamzierften: 
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Esıstabrı -— ? =I-. 


x 
=435: also 


ur 


Erg 

A I-x% 

Setzt man daher m = / ‚so folgt y = 
I+x 


Die Lösung der kubischen Gleichung wird also durch den Formelsatz 


N 
Zee! r ., z 
2a 4 
(IV; an) ta 
3 
ı/I—-x M 
= I, ya 
V: +x ° I-m-+ m? 
erhalten. 


Da die Gleichung (III; 43) tg — in Abhängigkeit von nur einem Parameter 


et —-T).. ah 
= a) liefert, ist es möglich, ihre Lösung v mit dem Argument O zu 


2q | 
tabulieren. Die „BARKERsche Tafel“, die dies leistet, findet man in den Lehr- 
büchern und Tafelwerken zur Bahnbestimmung, z.B. bei BAUSCHINGER, 
OPPOLZER u.a. 


35. Auflösung der KEPLERSchen Gleichung 


Im Falle elliptischer Bahnen werden die Polarkoordinaten des Himmelskörpers 
auf dem Wege über die exzentrische Anomalie erhalten, die ihrerseits durch die 
KEPLERSsche Gleichung 


(IV; 32) E-esnE=M=nl—T) 


3 
als Funktion der Zeit und der Bahnkonstanten e, » =xa ?, T bestimmt ist. 
Diese Gleichung, die das Kernstück der Ephemeridenrechnung darstellt, ist 
transzendent und läßt sich nur durch Näherungsverfahren lösen. 

Angenommen, es liege ein Näherungswert E, für die Lösung von (IV; 32) 
vor. Dann ist | 


(IV; 33) E,-esnE,=M, 
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‘von M verschieden, und subtrahiert man (IV; 33) von (IV; 32), so erhält man, 
wenn E=E,+ 4 gesetzt wird, die kleine Größe | 


A — elsin(E,+ A) -snEJl=M -M,= AM, 
oder, nach einfacher Umformung, 
AM, = Alt —ecosE,) + esinE,(t — cosA)-+ecosE, (A — sin A). 
Führt man für bekannte Größen die Bezeichnungen 


AM, esinE, 


ecosE, 
ge 
I —ecosE, 


u 


I- ecosE, 


ie — 


I-—ecos Ei; 


ein, so ergibt sich für die gesuchte Verbesserung. E — E, = 4 die Gleichung 


ce 


— cos 4  A-sini 


I 
e=i+ Ener 75 


oder, wenn man die von 4? abhängigen Funktionen 


I 12 44 
A 
IV; 3 
| . C, (A2) Een X 1. La 
: al st 7! 


einführt, die in der Theorie der Zweikörperbewegung eine bedeutende Rolle 
spielen (siehe Kapitel V) und für die im AnhangB eine sechsstellige Tafel mit 
dem Argument 4? gegeben ist, 


Atos) =E. 


Man kann nun offenbar statt der Reihen (IV; 34) ihre konstanten Glieder setzen, 
wenn für x-stellige Rechnung die Bedingung 


24 Nmax = 
erfüllt ist, d.h., da n den Maximalwert 7 2 ; für cos E, = e erreicht, für 
I-e 


ren) 
ek ee? 


= f IoRe 


Das bedeutet, wenn nicht gerade e sehr nahe an eins liegt, einen beträchtlichen 
Spielraum für 4. So erhält man z.B. für e = 0.5 und » = 6 die Abschätzung 


1 < 0.006752 = 3'857, 
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d.h. also, daß bei sechsstelliger Rechnung der Ausgangswert E, von der exakten. 
Lösung um nahezu 4° abweichen darf, wenn die Lösung der kubischen Glei- 
chung 


I I 
(IV; 35) re Li er IE 
bereits zu dem endgültigen E = E,-+ 4 führen soll. Da 4 klein ist, läßt sich 


diese Gleichung leicht durch Näherungen lösen. Die Ausgangshypothese 4 = 4, 
entnimmt man etwa der Umkehrung von (IV; 35) 


u netz = (317? = 5 (37? —2&)nd+ 
indem man, je nach den Umständen, 


A, = € oder = El: “il 


setzt. Mit diesem Wert berechnet man 
5 eht+- nA + — = t Ih 


und erhält dann nach dem NewTonschen Näherungsverfahren aus 
- 
Ay — U, yet Al 
Ir nd, Tr = 7 


eine neue Näherung 4, , die meist schon mit dem Endwert 4 identisch sein wird. 
Bei kleinen und mäßigen Exzentrizitäten wird man immer mit A, = & be- 
ginnen und die Iteration 


AM, 
Neon ae 
4, — AM; E, = E, + PR Ms, Zu E, = esinE,, 


I-ecosE, 


durchführen, die so lange fortzusetzen ist, bis M„= M„-ı, was fast immer 
schon nach wenigen Schritten erreicht wird. 
Einfacher (und besonders für Maschinenrechnen geeignet) ist die Iteration 


(IV; 37) E„=M-+tesinE,-ı 
die man mit einer Ausgangsnäherung EZ, (bei kleinem e mit E, = M) beginnt 


und so lange fortsetzt, bis sin E, = sin E„_,. Dieses Verfahren konvergiert 
unter Umständen, besonders bei großem e und kleinem sin E, erheblich lang- 
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samer als das unter (IV; 36) beschriebene. Es läßt sich aber zeigen, daß man 
spätestens nach zwei Schritten durch Extrapolation der bisherigen Näherungen 
so dicht an die Endlösung herankommt, daß die Rechnung durch eine weitere 
differentielle Verbesserung abgeschlossen werden kann. Nach (IV; 37) haben 
die sukzessiven Näherungen die Form 


E,=f(E,)): E=f(E): I E„= ME,-ı: 


Bildet man die Differenzen aufeinanderfolgender Näherungen, so findet man 
nach dem TayLozschen Satz 


{4 


BE = HE) - FE) = EEE + 


Eu — Ey = fly = HE) = (Br Ei FE) + Ei E)+ 
und daher 


' ZN I ein „ ER 
5 5-5 Atze Ei + 
a er TEE 

a EHE -EE)H 


Man kann nun zwei Fälle unterscheiden: ı. f (E) ist klein von der Größen- 
ordnung der Differenzen E, — E„-ı. Dann konvergiert das Verfahren schnell, 
da jede folgende Differenz von der Größenordnung des Quadrates der vorher- 
gehenden ist; 2. f (E) ist gegen die Differenzen groß, was im Falle (IV; 37) ein- 
tritt, wenn ecosE von eins wenig abweicht, also bei sehr langgestreckten 
Ellipsen in der Nähe des Perihels. Dann ist bis auf Glieder höherer Ordnung 


E,— Es en E-E, 


BB, = E, = E, = E, USW., 
: 7 Du = Bar . 
d.h., es ist angenähert qg = 5 __p eine Konstante. Berechnet man also 
-ı 7 £u2-2 
-q aus dem Ausgangswert und den ersten beiden Näherungen: 
3 Es, Ei E 
a 
so ist 
* 2 E, u Es 
E =E+ (Eı — #,) (ler a a er =E+ eg 


von E so wenig verschieden, daß man die Rechnung nach einer weiteren Ite- 
ration abschließen kann. 

Diese Methode, auf die J. HARTMANN!) aufmerksam gemacht hat, läßt sich 
auf die KepLersche Gleichung mit Erfolg anwenden, wie folgendes extrem un- 


1) Astron. Nachr. 205, 309 (1918). 
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günstige Beispiel zeigt: Esseie = 0.7,M = 3: 0355. Die KEpLersche Gleichung 
liefert dann die strenge Lösung E = Io°. Beginnt man die Iteration mit dem 
rohen Ausgangswert E, = M, so lauten die ersten Glieder der nur sehr langsam 
konvergierenden Folge E,„ 


E, = 3.0355 
E, = 5.1593 ( g = 0.609818, 
E, = 6.6421 


und man erhält E* = 100720. Setzt man diesen Wert in die Keprersche Glei- 
chung ein, so findet man M* = 3:0578, also AM =M — M* = -—.0'0223 
und nach (IV; 36) 

AM 


E-E*= IE — 0:0718; E = I10:0002, 
—e£ S Q 


einen Wert, der von dem exakten um weniger als eine Bogensekunde abweicht. 

Natürlich ist es erwünscht, namentlich bei größeren Exzentrizitäten, die 
Iteration schon mit einem möglichst guten Näherungswert beginnen zu können. 
Zu ihm gelangt man auf verschiedene Weise: 

ı. Man benutzt Tafeln, die E, oder E, — M mit zwei Eingängen (e, M) zu 
entnehmen gestatten. Die vorhandenen Tafeln dieser Art (Astrannsche Tafeln, 
Tafeln zu BAUSCHINGERS und 
STRACKES Lehrbüchern der Bahn- 
bestimmung u.a.) liefern E auf 
0:oIbzw.0o:ootgenau.ImAnhang 
A, Tafel II, ist die STRACKESsche 
Tafel verkürzt wiedergegeben. 

2. Weniger genauist dasgraphr- 
sche Verfahren, das durch Abb. 41 
illustriert wird. Die Kurve 
y= sinx sei auf Koordinaten- 
papier vorgezeichnet. Die Ab- 
szissenachse gibt x von o ° bis 180° 
(für x > 180° benutzt man — x 
und —M) mit einer Genauigkeit 
von ganzen oder halben Graden. 
Trägt man auf der Abszissenachse 
den Punkt M mit der Abszisse M Abb. 41. Graphische Lösung 
und den Punkt O mit der Abszisse der Krrrerschen Gleichung. 
M-+e’=M-+ e: 57:2958 auf 
und zeichnet über Q den Punkt P mit der Ordinate ı, so gilt für den Winkel 


PMO = « die Beziehung tgx = — und die Gleichung der Geraden PM lautet 
X — 


y- . Die Abszisse des Schnittpunkts dieser Geraden mit der Sinus- 
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kurve ist dann die Lösung x = E der KepLeErschen Gleichung. Andere graphi- 
sche Lösungen beruhen auf der Konstruktion von Nomogrammen. 

3. Sehr zahlreich sind die rechnerischen Methoden, die entwickelt worden sind, 
um mit möglichst geringem Aufwand zu einer brauchbaren Ausgangshypothese 
E = E, zu gelangen. Aus der Vielzahl der Vorschläge, zu denen fast jede Gene- 
ration der letzten hundertfünfzig Jahre ihre Beiträge geleistet hat, können hier 
nur einige der interessantesten aufgeführt werden. Auf andere weist das 
Literaturverzeichnis hin. Am gebräuchlichsten ist wohl ein Verfahren, das auf 
EnckE zurückgeht, aber im Laufe der Zeit mehrfach modifiziert worden ist. 
Es liefert für kleine und mittlere Exzentrizitäten verhältnismäßig rasch gute 
Näherungen. 

Man führe z= E — M als Unbekannte ein. Dann lautet die KEPLERSsche 
Gleichung 


(IV; 38) z=esin(M +2). 
Setzt man nun 

esinM ecos M 
1V:39) 11 TgcosM er, 
so erhält (IV; 38) die Form 
(IV; 40) z=ncos2—L(z — sin). 


Für kleinere und mittlere Exzentrizitäten sind n, & und z von der Ordnung e, 
und da z — sinz von der 3.Ordnung ist, zerfällt (IV; 40) in zwei Summanden 
von der ı. und der 4.Ordnung. Setzt man demnach 2, =ncosn, so darf man 


j 5 ; ß I : 
im zweiten Gliede rechts z — sinz = ra setzen und erhält mit 


I 
(IV; 41) 1-56 


eine weitere Näherung, die bis zur 4. Ordnung in e genau ist. 
Führt man in (IV; 40) für cos z und sin 2 die Potenzreihenentwicklungen ein, 
so ist 
I I I T T 
ee a a a en ah ee, 
i rum 24 TR 


eine Reihe, deren Umkehrung 


361 


I I 
nl &+ a rt 


ale er 
2 ot |+ Z 004 
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bis zur 7.Ordnung in e ergibt. Dafür läßt sich genähert 


(IV; 42) 41=n In 


schreiben. Diese Formel ist genauer als (IV; 41), da sie auch die Glieder 5. Ord- 
nung bis auf einen kleinen Rest berücksichtigt. In der klassischen Literatur 
wird die Darstellung | 


sin® y 


tg M 
(IV;43) n=tgy; = sn yon in 


bevorzugt, in der die Glieder 5.Ordnung genauer als in (TV; 41), aber weniger 
gut als in (IV; 42) dargestellt werden. 

Für große Exzentrizitäten kann (IV;40) mit der Ausgangshypothese 
2, =ncosn als Rekursionsformel benutzt werden, wobei selbst in extremen 
Fällen, wie sie bei langgestreckten Kometenbahnen häufig vorkommen, wenige 
Iterationen zum Ziele führen. Auch hierbei kann das weiter oben beschriebene 
Extrapolationsverfahren mit Nutzen verwendet werden. 

Von den sehr zahlreichen Verfahren, auch bei großem e durch direkte Rech- 
nung gute Ausgangsnäherungen zu gewinnen, mögen hier nur drei genannt 
werden: 


a) E.W.Brown!) schlägt folgende hübsche Methode vor: Man setze 


Csnz, =esinM, 
(IV; 44) . 


0 c0S2, = I —ecosM 


und berechne daraus 2, und C. Multipliziert man die beiden Gleichungen 
(IV; 44) mit cos M bzw. sin M und addiert, so erhält man 


Csin(M + 2,))=sinM = — sinz, 
oder 
(IV; 45) sinz,=esin (M + 2,)- 


Setzt man nun nach (IV; 38) z= esin (M + 2), so ist 


sinz—esn(M+2)= = sin’ (M + 2) + — ® sin? (M + 2) _.: 


Andererseits ist wegen (IV; 44) 
sinz—esin{M +z) =sinz(T —ecosM) —cosz-esnM =Csin(z — 2,). 


t) Monthly Notices of the Roy. Astron. Soc. 92, 104 (1932). 
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Bis auf Restglieder, deren größtes < Er e? ist, gilt also 


(IV; 46) Csn@-2)=-Zesin(M +24 


DaC?=1-—2ecosM + e2, ist z — 2, von der Ordnung e®. Führt man also 
in (IV; 46) rechts z = 2, ein, so begeht man einen Fehler 6.Ordnung, dessen 
Betrag man folgendermaßen abschätzt: Setzt man z — z,= Az und differen- 
ziert (IV; 46), so erhält man 


Casin Az=C cos AzdAz = — — e sin? (M + z) cos (M + 2) dz 
oder, wenn man rechts dz = Az = — z 2 sin? (M + z), links cos Az = I setzt, 


es 5 
diz = I, (M + 2)cos (M + 2). 


Das Maximum dieser Funktion wird für tg (M + 2) = y5, M-+ 2 = 605°gan- 


genommen und beträgt 0.2586; der Fehler 6.Ordnung in der Bestimmung von 
6 5‘ 


Azist demnach = nn: der Gesamtfehler der Rechnung also < max | —, ee 
46 120 46 
Die sehr einfache Gleichung 
: I. »& 
sin (4 —- 2) = — EC sin? 2,, 


die man erhält, wenn man (IV; 45) in (IV; 46) einsetzt, führt daher auf eine 
Näherung 2, , die merklich besser ist als die weiter oben gegebenen. 


b) Einen Näherungswert, der bis zur 7. Ordnung in e genau ist und daher auch 
großen Ansprüchen genügt, gibt H.C. PLummer!) an. Es sei wieder 2, der nach 
(IV; 44) berechnete Wert und E, = M + z,. Aus der Kepr£rschen Gleichung 


E—M=esinE 
und aus der wegen (IV; 45) gültigen Beziehung 


sin(E,-M)=esinE, 
folgt durch Subtraktion 


E—M-—-siın(k,—-M)=e(snE — sinE,). 
Setzt man andererseits 
(IV; 47) E,-M-sin(E,—-M)= -2n, 


t) Monthly Notices of the Roy..Astron. Soc. 80, 207 (1919). 
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so erhält man 


E—-E,=2n+e(inE — sin&,) = 


(IV; 48) snE — sin E 
=mteE-E) IE 
Nach (IV; 47) ist aber 
I & 


von der 3.Ordnung in e, so daß man für E — E, bis auf Terme von der 4. Ord- 
nung aufwärts die Näherung 2n benutzen darf. Aus (IV; 48) folgt nun 


EU sinE—sinE, 
(E — E,) 1 mp a u — Ip E, | - 2n, 
also streng 
2n 
(IV; 49) E — E, = m .  ——, 
| 0 
I-—e s(E ER me _ 
co E Ber, 


Setzt man im Nenner dieses Ausdrucks E — E,= 2n und den Quotienten 
Per BEE 
z ——l en der von der Einheit nur um Glieder 6.Ordnung abweicht, 


gleich eins, so ergibt die Formel 


2n 
E, - Aue der m 
oo r—ecos(E,+N) 


sin 


eine Näherung, die bis zur 7.Ordnung genau ist und selbst in sehr ungünstigen 
Fällen zur endgültigen Lösung führt, wenn man in der strengen Formel (IV; 49) 
rechts £E = E, einführt. 


c) A.WEDEMEYER!) geht in seinem Vorschlag zur Lösung unseres Problems 
ebenfalls von dem aus (IV; 44) berechneten z, aus, und es sei 


2=E-M=2+ 4a. 
Aus (IV; 38): 


2, +4z=esin(M +2,+4z) = elsin (M -H z,) cos Az-+ cos (M + 2,) sin Az] 
und (IV; 45) folgt dann 


Az= —2,+ sin2,cos Az+ ecos (M + z,) sin Az = 


= —2,+5in2, 1: = 2 sin?) + e cos (M + 2,) [Az — (Az — sin A2)] 


!) Astron. Nachr. 206, 147 (1918). 


174 Die :Berechnung ungestörter Ephemeriden 
oder 
5202 
— Az[ı —ecos(M + 2] = (% — Sinz,) + 2sinz, sin? —- + 
+ ecos (M + 2,) (dz — sin A2).. 
Führt man zur Abkürzung 


A=- : 
 1-ecos(M + 2) 
ein, so erhält man streng 


— Az =Alz, — sinz)+ —4sin 2,142)” 


Az — sin Az 
er 3 | 
+ (4 — ı) (42) (A125 
Da nun Az von der 3. Ordnung in e ist, kann man bis auf Restglieder von der 
7.Ordnung 

Ay = Al, — sin 2) 


schreiben und diesen genäherten Wert zur Berechnung der übrigen Glieder be- 
nutzen. Das letzte Glied ist übrigens von der 10.Ordnung und kann daher in 
den weitaus meisten Fällen vernachlässigt werden. Ebenso kann man im mitt- 


leren Gliede sin 2 = = I setzen und erhält dann 
Az= -Ay -sinz) — ZA sin 2, (Az)? 
oder, bis zur 9. Ordnung genau, 


Az = Aal -—4 Az, sn 2); E=M-+2+ 4. 


Auf die Lösung der transzendenten Gleichung (III; 51), die die KEPLERSsche 
Gleichung in der Theorie der Hyperbelbewegung vertritt, ist nicht annähernd 
so viel Mühe verwendet worden, wie auf die der Kepterschen Gleichung selbst. 
Der Grund hierfür ist, daß (wenn wir von einer gewissen Klasse von Meteoren 
absehen) in der astronomischen Praxis Hyperbelbahnen nur gelegentlich bei 
Kometen vorkommen, daß aber die Exzentrizitäten dieser Bahnen stets nur 
geringfügig größer als eins sind. In diesem Falle wird aber die Gleichung 
(III; 51) genau so unbrauchbar wie die KEpLERsche Gleichung für Exzentrizi- 
täten, die nur wenig kleiner als eins sind. Für e — ı geht nämlich die KEpLER- 
sche Gleichung in die nichtssagende Form o = o, die Gleichung (III; 51) aber 
in die ebenfalls bedeutungslose Gestalt © — © = 0 über. Für alle Fälle, in 
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denen sich die Exzentrizität von der Einheit nur wenig nach der'einen oder der 

‚anderen Seite unterscheidet, hat man daher andere Methoden der Ephemeriden- 
rechnung entwickelt, von denen in den nächsten beiden Abschnitten die Rede 
sein soll. | 


36. Pavabelnahe Bahnen: Gausssche Methode 


Ist die Exzentrizität einer elliptischen Bahn nur wenig kleiner als eins, so 
treten, wie erwähnt, Schwierigkeiten auf, die darauf beruhen, daß die KEPLER- 


sche Gleichung 5 
T I-—e\ 

Se —,; ——); =x(le —-T 

Ya® y\ q | | 


für e — I degeneriert. Schließen wir nämlich den Fall g = o (geradlinige Bah- 
nen) aus, so nimmt (IV; 50) für e = I die Form E — sinE = oa, deren ein- 
zige Lösung E = oist. Ist ı — ezwar von null verschieden, aber klein, so zeigt 
die Differentialformel 


(IV; 51) dE = 


(IV;50) E-esmE=M= 


dM 
r—ecosE' 


daß die Bestimmung von E sehr unsicher wird, wenn cos E nahezu eins ist. Das 
trifft aber bei langgestreckten Bahnen immer in einem ausgedehnten Bogen um 
das Perihel zu, gerade in jenem Bereich also, der bei der Berechnung parabel- 
ähnlicher Kometenbahnen in der Praxis größte Aufmerksamkeit erfordert. Ist 
dagegen cos E hinreichend klein oder gar negativ (was in der sonnenfernen 
Bahnhälfte zutrifft), so macht die Auflösung der KerLerschen Gleichung keine 
besondere Schwierigkeit. 

Um die Aufgabe der Berechnung parabelnaher Bahnen in der Sonnennähe 
mit der erforderlichen Schärfe lösen zu können, sind besondere Methoden er- 
forderlich. Die klassische Lösung dieser Aufgabe, die auch heute noch in der 
Praxis vielfach bevorzugt wird, verdanken wir GAuss, der sie in seiner „Theo- 
ria motus corporum coelestium“ beschrieben hat. Die linke Seite der Gleichung 


(IV; 50) läßt sich in der Form 
1-gJlı-NE+PfinEl+E-snZ) fra -Pe 


schreiben, also, wenn E als klein von der I.Ordnung angesehen wird, als 
Summe zweier kleiner Summanden. Dabei soll ß eine Konstante bedeuten, über 
die noch in geeigneter Weise verfügt werden wird. Dividiert man die so um- 
geformte KEpLERSsche Gleichung durch den ersten Summanden dieses Aus- 
drucks, so erhält man 


E-smE H(-Pe T Yı-e 


een, G-ÄE+PSnE Ye (-AE+PsnE 
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Setzt man nun 


„W _,E-mE_ B+G-ße 
8, III, Gt -ÄEHSSnE 


und multipliziert (IV; 52) mit tg 7 so ergibt sich 


1,3 _ 
RR Yı-e 1/.E-snE PBrl-De _ 
Ye t-M)E+PßsInE \ I-—e (mi-ß)E+ßsinE 


| 3 E-—sinE 


2 (I-ß)E+ßsinE 


T 


ee (r-ß)E+PßsinE 


oder, wenn zur Abkürzung 


De E-esmE 
2 (I-ß)E+PßsinE’ 
IV; 
ee. Be le DD Rn 
2yA 
gesetzt wird, 
Wa _g__ı.BEESBe 
IV; ig — =fpr nn. mu 0 II 
(IV; 54) Far Ser; = 


Vorausgesetzt, daß B und damit Q bekannt ist, läßt sich W aus (IV; 54) nach 
den in Abschn. 34 beschriebenen Methoden berechnen oder aus einer Tafel 
(BARKERsche Tafel!) mit dem Argument O entnehmen. Nun läßt sich aber 
zeigen, daß bei geeigneter Wahl von ß die noch unbekannte Größe B von der 
Einheit so wenig abweicht, daß man mit der Ausgangshypothess B=1 ein 
äußerst rasch förderndes Iterationsverfahren beginnen kann. Entwickelt man 
nämlich A und B in Potenzreihen nach E, so erhält man nach kurzer Rechnung 


E* ] 
ee} 


Be; 9 E? a 9 
4=ji+ (158-2) + (1058 +2) | 


B=1-(p- 4) + (p+ 2642 


\4 Pre 
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Es erweist sich also als zweckmäßig, ß = — zu setzen, und es wird dann 
Io 


5E-smE) ER — E® 
A. | EN U er a 
9E + sinE 4 I20 20160 


Beshe oJ 
2800 


BJ 


WW I+ 98 
Bene At 
tg 5 A oe 


B unterscheidet sich also von der Einheit nur um sehr kleine Glieder von der 
4. und höherer Ordnung in E. Kehrt man die Reihe A um, so erhält man E? als 
Funktion von A und damit auch B als Funktion von 

5(I -e) W 


; =e 2 __ 


die (oder deren Logarithmus) man in eine Tafel mit dem Argument A bringen 
kann, und zwar ist 


Bega  gın He, 


175 325 
Die Näherungsrechnung gestaltet sich dann folgendermaßen: Die mit = <; 
gebildete Gleichung (IV; 54) | 
| V I+ ge 
W ı W T Io 
g— + 18 =0= Sl. 
°7 > 3 57 e Y24 B 


löst man zunächst mit B = 1, berechnet dann A nach (IV; 55), verbessert da- 
mit B und wiederholt das Verfahren, bis sich W nicht mehr ändert, was in den 
meisten praktisch vorkommenden Fällen schon nach ein bis zwei Iterationen 
der Fall sein wird. 

Mit Hilfe von W lassen sich dann die Polarkoordinaten 7 und v des Himmels- 


körpers leicht berechnen. Setzt man tg? 80 ist 


2 3 
E=2arctg/e = 2 e(z-£ ne ). 
a Y ae 
2Ve _ 
' = — 2Velr — dt 
sin E I+e 2ye(r—ece+e ed 4+ .), 
also 
E E-snE 4 ,,24 ,_5%2ı4,. 
u ee a Zr 


12 Stumpff, Himmelsmechanik 
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‚eine Reihe, deren Umkehrung 
E 4 104 
e=t®?— =Alı+ -A+—4°?+..-)=A0o? 
57, ar E En 175 zu 
lautet. Nach (II; 14) ist dann 
lee 


oder, wenn man für A den Ausdruck (IV; 55) einsetzt, 


ae m 
ir = ya 57 


wobei 0 = 0(A) eine von eins nur wenig verschiedene Funktion ist. 
Schließlich findet man r aus der Kegelschnittgleichung oder aus der zweiten 
Gleichung (II; 13): 
cos? — 


Dre: ee ee. and 


I-+ cosv „ v\2> 
cos? — v cos — 
2 2 


wo v(A) = YI-+ & eine andere, ebenfalls von eins nur wenig abweichende 
Größe ist. Die Funktionen B, o, v oder deren Logarithmen werden aus Tafeln 
mit dem Argument A entnommen. Man findet sie im Anhang A (Tabelle III). 

Die gleichen Formeln lassen sich auch für parabelnahe Hyperbeln verwen- 
den, wenn man für A und e auch negative Werte zuläßt, die sich ergeben, wenn 
E rein imaginär, also E? negativ wird, 


57. Parabelnahe Bahnen: Neuere Methoden 


Wie ]J. ILJINSKT') gezeigt hat, läßt sich die Gleichung für tg; —ım Falle parabel- 
naher Bahnen in der Form 


UV U Ü® 
WW tt = Q 


schreiben, wo O der seit dem Periheldurchgang verflossenen Zeit t — T pro- 
portional ist und die Koeffizienten «, von der »-ten Ordnung in der kleinen 
Größe I — e sind. 


!) Astron. Nachr. 238, 319 (1930). 
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Setzt mane=ı— (I —e), so lautet die Bahngleichung für die Bewegung 
in einem parabelnahen Kegelschnitt 


P p 


WE ze IE 
I+cosv — (IT — e) cosv v 
Tr 2 cos’ — — (I —e)cosv 


oder 


v 
2r cos? — =d+ (I -e)rcosv. 


Setzt man hierin wieder nach der Kegelschnittgleichung 
pP —r 


rCcOSU = ———, 


so erhält man 


Man führe nun die konstanten Größen 


p as 


ze = 


ein, die für e — I gegen g (Periheldistanz der Parabel) bzw. o streben, und es 
ist dann, mit 


BE 

Ir I+e' 
9 sec’ — I+ tg2 
nn 
+ Pse— Ir pt 


Diese Formel gilt für alle Kegelschnitte, ist also in gleicher Weise für Ellipsen 
(ß,» > o), Hyperbeln ($, y < 0) und Parabeln (ß = y = o) zu benutzen. Führt 
man nun (IV; 58) in das Anomalieintegral 


frau=uype — T)=xY2eq, t — T) 
0 


ein, so erhält man mit y = tg, dıy= I dv sec? _ = I dv (2 + 9°) 
2 2 2 2 | 
x ar 
(I + y°) dy e ; 
= = % —— (I+ t—-T 
Kern ame ren 
0 
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oder, wenn man den Integranden nach Potenzen von y? entwickelt und inte- 
griert, | 
I I De 
re area) Zr Nr, 
eine Formel von der Gestalt (IV; 57), die für 6 = y = o in (Ill; 43) übergeht. 
Da in den praktisch vorkommenden Fällen y stets sehr klein ist, genügt es fast 


immer, auf der linken Seite die Glieder mit y und y? zu berücksichtigen. Man 
wird die Hypothesenrechnung mit der Lösung von 


I 
4 —- 9 = Ö 
Y 3 3% 
beginnen und diese Gleichung im zweiten Schritt mit 


- ) - (£ 2) ” 
+2 (& +2 3} ur 


statt Q lösen, wobei es wegen der kleinen Faktoren ausreicht, für y den bereits 
bekannten ersten Näherungswert einzusetzen. 

Von neueren Methoden, das Problem parabelnaher Kegelschnittbahnen zu 
lösen, verdient auch die von H. AnDoYER!) Beachtung, weil sie, anders als die 
Gausssche Methode, neben der BArRkERschen Tafel nur noch ein einziges, sehr 
wenig umfangreiches Hilfstäfelchen erfordert, das zudem in vielen Fällen ent- 
behrt werden kann. 

Man führe statt der Exzentrizität e den bei parabelnahen Eilipsen stets 
kleinen Hilfswinkel y durch 


j I e I+te 25 s 
siny= y ——; Be (sin? y + cos’ y = ı) 


ein. Dann ist nach (II; ı4) und (IV; 56) 


E 
(IV; 59) ee — tgytg Fi Y= g cos? — sec? 
Die KEPLERsche Gleichung erhält dann die Form 
(TV; 60) E—-esnE=M =4Psin’y, 
wenn man T T 


a®  Yaarlı - e) 
setzt. Nun ıst nach dem Flächensatz 


dv _ W_ EEE ES _ zur 
y: r: Y 


dt r2 


1) Cours de me&canique ce&leste, Bd. I (1923). 
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also 


(IV; 61) dv = 2dP cost ” sec! cos v. 


Schließlich folgt aus (IV; 60) 


pP_ E-eimE E-smE (i-esmE 


asiny  Asiniy 4 sin® y 
oder, mit 
se te sin — 
(IV; 62) pa 2, = — u aan 
ae sin 2 2 
4 sin? — 
2 
E 
(1 — e)snE = 4sin®?y sın — 008 7 
die Formel 
E 
(IV; 63) P= (/0)’ +6 cos =. 


Da nun im perihelnahen Teil der Bahn die Bewegung eines Kometen von der 
in einer strengen Parabel nur wenig abweicht, erhält man aus 


V I 7) 
IV: EEE 
(IV; 64) ii pP 


eine gute Näherung vo, für die wahre Anomalie, mit dieser aus (IV; 59) den 
immer kleinen Näherungswert E, für die exzentrische Anomalie, sodann 4, o 
nach (IV; 62) und schließlich aus (IV; 63) einen Kontrollwert P, für P. Dieser 
wird von dem gegebenen P um einen kleinen Betrag d P abweichen (P = 
P,+t«@P). Die Beziehung (IV; 61) liefert dann die dazugehörige Verbesserung 
dv für die wahre Anomalie. 

Die rasche Konvergenz des Verfahrens beruht darauf, daß o wegen der 
Kleinheit von E sehr scharf berechnet werden kann und daß ferner 4? von der 


Konstanten nur um Größen von der Ordnung E* abweicht. Es gilt nämlich 
die sehr rasch konvergente Entwicklung 

E— sinE 
(IV; 65) en 


E 
3 
4 sin s 
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für die später (Abschn. 51) der Beweis erbracht werden wird, und die man, 


mit? = 1 ‚in der Form 


3 T3°35 3-5.7"3°7°9 


2 4 ° 
B=(1+2) = = 


oder auch 
4 


E - ’ 
13 = sec? — sec? (are ” 2 (?) 
4 Y2 


schreiben kann, wo der Faktor g(t?) eine von 2 nur um Glieder 4.Ordnung in 


abweichende Größe ist. Es genügt also in der Tat ein kleines Täfelchen (An- 
hangA, TafellIV), aus dem logg mit dem Argument E/4 entnommen werden kann 
und das in den meisten vorkommenden Fällen überhaupt entbehrlich sein wird. 
Ist v gefunden, so ergibt sich > ohne weitere Hilfsmittel aus der zweiten Glei- 
chung (IV; 39). 

Diese Methode, deren Vorzüge Durchsichtigkeit und leichte Ausführung bei 
logarithmischer Rechnung sind, läßt sich auch auf parabelnahe Hyperbeln an- 
wenden, wenn man geringfügige Umformungen vornimmt. Man setzt hier 


tgy = =. sec y’ — = (sec? w' — tg?y' = 1). 


Ferner definiert man, als Ersatz für das rein imaginäre FE, den reellen Hilfs- 
winkel 2’ durch 


V=tg Ze itg ge it 
A B} 
setzt also? = ıt,?= —!’?, ferner 
t Zen isin 
Ee, Tı-RTıi ra“ 2’ 
E I+?# 1-2? i 
set — = Fon = COS —; 


Pu [4 


sec? 
2 


E . 
ei nn 


Damit erhält das Formelsystem für Hyperbeln die Gestalt 


! ! 


TE „E „ V 
sın — = sıny tg—; r7= gsec" — sec’ —, 
2 2 2 2 
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4 


v 
o = tg — sec — cos y’ 
er > Y 
E' ‚ 4 
13 — cos —- sec? z cos? [a tg 


' 


‚) 2.69), 


= (ho)? + 0 sec” ; dv= 2dP sec! — sech sec y’, 


2 


wo g’(f'?) im Anhang A, Tafel IV, mit dem Argument E’/4 gegeben ist. In 
beiden Fällen ist das Iterationsverfahren abgeschlossen, wenn dP = o wird. 
Die Koordinaten 7 und v aus der letzten Hypothese sind dann endgültig.) 
Eine weitere Methode zur ephemeridenmäßigen Berechnung parabelnaher 
Bahnen, bei der die Unterscheidung zwischen elliptischer und hyperbolischer 
Bahnform ganz unwesentlich ist, beruht auf der Benutzung der schon im 
Abschn. 35 (IV; 34) erwähnten Restfunktionen des Sinus und Cosinus | 


sin / j2 2A 
wi =] EB 


a a 
| I — cos4 I VE |, 
mn Be re 
Ai — sin? I 22 8 
2 Er En 
63 (A?) > 73 3! 5! 7 ’ 


die im Anhang B aufgeschlagen werden können. 
Schreibt man die KEerL£Ersche Gleichung in der Form 
T en 
— BES | == Ze —— — 3 
E(i-e)+te(E-snE)=M als e)?, 


so ergibt sich daraus, wenn man c, = c,(E?) einführt, 


I- 
M 


-E +07 BE = I. 


Führt man nun statt E die neue Variable 


Der 3 
(IV; 68) ne EZ) 1 


el 


1) Eine Variante dieser Methode, die aber keine wesentlich neuen Gesichtspunkte 
erkennen läßt, wurde von T.Sussorin [Astron. Nachr. 234, 287 (1928)] gegeben. 
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ein, so erhält man nach einfacher Umformung die Gleichung 
| ae ee 2 
(EV; 69) z2+6(E)- (2=ı mit © Beer 1 


Diese Gleichung wird sich als spezielle Form einer allgemeineren Beziehung er- 
weisen, die in den Überlegungen des nächsten Kapitels eine zentrale Stellung 
einnehmen wird und die ich daher als Haubtgleichung des Zweikörperproblems 
bezeichnen will. 


Für kleine E ist c, (E?) nahezu konstant = —, und die kubische Gleichung 
In 
(IV; 70) 2, + ra —R 


die füre= I, E = 0 streng gilt und mit (III; 43) wesensgleich ist, vermittelt 
einen brauchbaren Näherungswert 2 = z,. Mit diesem läßt sich das Argument 
der Funktion c,, 


I-—e L—e 
E? = -— — (zr)? = yz2, | ee e) 
7 FU’ = x X Pr 
genauer berechnen, so daß man mit diesem Argument den Faktor c, der Tafel 
entnehmen und in (IV; 69) einführen kann. Hat man nach Beendigung dieses 
Iterationsverfahrens die endgültige Lösung z der Gleichung (IV; 69) gefunden, 
so ergibt sich nach (II; 14) 


| a I. on Iten._ 
(IV; 71) Zain sin E - y en 
ı/Ite [23 
= r z 
und nach (II; ıo) 
r=a(t - eoosE)= — [1 -e+e{1 - cosE)] = 
(IV; 72) 
eE? 
= ol1+ a) = 264 02, 


Die Hauptgleichung (IV; 69) kann man auflösen, indem man sieauf die Form 
(IV; 54) bringt. Multipliziert man (IV; 69) mit Y3c,£, so ergibt sich 


zy34C + 2 Yzc}l® = Vogl 


oder, wenn z )3c,£ = y gesetzt wird, 


(IV; 73) y+ 7 =0= Wal. 
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Die Lösung dieser Gleichung entnimmt man mit dem Näherungswert c, = — — der 
Barkerschen Tafel und berechnet dann c, mit 


neu. Schneller gelangt man mit dem NEwToNnschen Näherungsverfahren zum 
Ziel. Mit der Näherung z,, die man gemäß (IV; 70) einem Täfelchen mit dem 
Eingang {& (Anhang A, Tab.X) entnehmen kann, ergibt die Hauptgleichung 
fe) = 0 


(IV; 74) nt ald—ı=dH, 


wodH eine von null nur wenig verschiedene Größe sein wird. Seinun2=2,+dz, 
so bestimmt man dz, indem man (IV; 74) differenziert und 


df=dz|ı + ara 3562| = —dH 
setzt. Da nun aus (IV;67), mitA= E=zYy, 
dg _ 1 dE —- _E, d, ı 
IE E (62 — 363); re Yx = Fun —& 363) 


folgt, so erhält man 
d2z(I + 6962°),_ „= —dH 
oder nach (IV; 72) 


de = — -dH, z2=2,+d2. 


I, 


Man bemerkt, daß nach Einführung der c-Funktionen keine imaginären 
Größen mehr auftreten, da diese Funktionen auch für imaginäre E reell blei- 
ben. Man wird also die hyperbolischen Fälle mit erledigen, wenn man dafür 
sorgt, daß die Tafeln der c-Funktionen auch auf negative E* ausgedehnt wer- 
den. Die Variable z ist, wie (IV; 68) lehrt, stets reell, da £ und M immer nur 
gleichzeitig reell, null oder imaginär sind. Im Falle strenger Parabelbewegung 
wird 


I 
wg “=9 = = 
und nach (IV; 71) 
1-2 - ee 
2 ® 2 V294 


(TV;.73) geht dann in die bekannte kubische Gleichung (III; 43) über. 
Die Konvergenz aller hier beschriebenen Iterationsverfahren wird schlechter, 
wenn sich der Himmelskörper auf der sonnenfernen Hälfte einer stark exzen- 
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trischen Ellipse befindet, insbesondere in der Umgebung des Aphels, in dem 
t8— — + wird. Man kann in diesen Fällen die KeprErsche Gleichung in 


ihrer ursprünglichen Form verwenden. Es gibt aber auch eine Variante der 
zuletzt beschriebenen Methode, die für sonnenferne Örter langgestreckter Ko- 
metenbahnen brauchbar ist und darauf beruht, daß man die Anomalien und die 
Zeiten statt vom Perihel vom ApAhel aus zählt. Sei 7’ die Durchgangszeit durch 
das Aphel, so setze man 


r=kt-T), E=E-n, M=M-n, V=vu-—n. 


Dann läßt sich die Krprersche Gleichung in der Form 


' 


E'(t+e) -e(E’ — sinE)) = M’= —Y(i+eß® 
Ys 


schreiben, ws =al(I+e)=g - = - die Apheldistanz des Himmelskörpers 
bedeutet. Sei nun 
Ite,„ Eı/® 
ae =: 


so ist die Gleichung (IV; 69) mit 
ı\2 
= ze =) - ITer 


s? 


erfüllt. Da ferner 


E Ä V 
te — = —ct ir — m BEER 
57 cite ; 167 AB 


2 


so erhält man 


vo ı-e, E ı/I-eı-cosE /ıI-eo(E) „_ 
= Vor - Van - Ver - 


U WELT, 
=| 2 G e 
und schließlich 
B eE? 
== — — N FREE ENE Se 2 
Y rer e(t — cosE’)] s|ı gar) s(I+ %Ö2). 


Nach einem Vorschlag von S.HERRIcK!) lassen sich aphelnahe Örter durch 
ein rasch förderndes Näherungsverfahren berechnen, wenn man die Bewegung 
in erster Näherung als geradlinig ansieht. Von einem weit entfernten Stand- 


!) Astron. Journ. 57, 123 (1946). 
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punkt aus gesehen, erscheint ja die Bewegung in einer sehr langgestreckten 
Ellipse einer geradlinigen Bewegung des elliptischen Typs ähnlich, und man 
darf wenigstens in der weiteren Umgebung des Aphels die Bewegung des Kör- 
pers in der Abszisse (also in Richtung der Apsidenlinie) angenähert als freien 
Fall von der Ruhelage (Aphel) aus betrachten. Für den freien Fall ist ja (siehe 
Abschn. 26) e = ı und a endlich; die rechtwinkligen Koordinaten in der Bahn- 
ebene sind dann | 


x=vcosv=alcsE — I); y=rsinv=o, 
und es ist 


E—-snE=M= 


T 
7. ; 
Die Lösung dieser Gleichung, die man im Anhang A, Tab. Il in derRubrike = ı 
genähert findet, liefert den Ausgangswert E,, mit dem man die Iteration zur 
Auflösung der strengen KepLerschen Gleichung 


M 1-e 


E-snE=M*=— - E 


e 


beginnt. Nach Abschluß dieses Verfahrens erhält man dann für die Koordi- 
naten des Kometen die strengen Werte 


x=alcosE -e), y=aJı -esinE, 


tgv=—, r=a(1 —ecosE). 


KAPITELV 


DIE ZWEIKÖRPERBEWEGUNG ALS 
ANFANGSWERTPROBLEM 


38. Das Wurfproblem. Die Anfangswerte als lokale Elemente 


Die ungestörte Bahn eines Himmelskörpers um die Zentralmasse ist räumlich 
und zeitlich bestimmt durch sechs Bahnkonstanten (Elemente) und eine Zeit- 
angabe (Epoche). Wir bezeichnen ganz allgemein, d.h. für jeden Bahntyp 
passend, die Konstanten 


(V; ı) ,I%,0; 96% 


als die Kegelschnittselemente der Bahn. Sie zerfallen in zwei Gruppen: Die 
ersten drei bestimmen die Lage der Bahn im Raum und sind daher von der 
Wahl des Koordinatensystems abhängig; die letzten drei dagegen bestimmen 
die Bahnform und den Ort des Himmelskörpers in der Bahn zu der vorgegebe- 
nen Epoche - sie sind gegen Koordinatentransformationen invariant. Ist die 
Bahn parabolisch, so wird e = I; Ellipsen und Hyperbeln unterscheiden sich 
durch es ı. Das Element 7, = x(f, — T) ist die zur Epoche £, seit der Zeit T 
des letzten Periheldurchgangs verflossene, in Einheiten von ı/k mittleren 
Tagen ausgedrückte Zeitspanne. Bei Kreisbahnen wird e= o und w unbe- 
stimmt. Es ist dann zweckmäßig, unter T die Zeit des Durchgangs durch den 
aufsteigenden Knoten der Bahn zu verstehen, d.h. 7, durch das Argument der 
Breite «, des Planeten zur Zeit Z, zu ersetzen. Ist die Neigung : der Bahn 
klein oder null, so wird die Knotenlänge SL unsicher bzw. unbestimmt. Man 
kann diese Schwierigkeit durch den Übergang auf ein anderes Koordinaten- 
system (von der Ekliptik auf den Äquator als Hauptkoordinatenebene oder 
umgekehrt) vermeiden, oder man wird, falls dies nicht erwünscht ist, die Lage 
des Perihels durch die „Perihellänge“ ® = Sb + w ausdrücken, durch jenen 
gebrochenen Winkel also, der vom Frühlingspunkt längs der Ekliptik (bzw. 
des Äquators) bis zum aufsteigenden Knoten, von da ab längs der Bahn bis zum 
Perihel gezählt wird. Ist die Bahn außerdem ein Kreis, so wird man statt «, 
die „Länge in der Bahn“ s, des Planeten zur Epoche benutzen, die gleich 
+ u, ist. 

Zu einer ganz anderen Form der Bahnelemente gelangt man, wenn man die 
Bewegung des Himmelskörpers durch ihren Anfangszustand zu der vorgegebe- 
nen Epoche ? = £, beschreibt, d.h. durch die Koordinaten des Ortsvektors p, 


und des Geschwindigkeitsvektors }, = Te in diesem Zeitpunkt. Diese 
Ti=t) 
sechs Größen, die in einem beliebig vorgegebenen rechtwinkligen Koordinaten- 


system mit 


(V; 2) Ig > Yy>%: Ey In & 
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bezeichnet werden mögen, stellen die Anfangsbedingungen dar, unter denen die 
Differentialgleichungen der Bewegung diejenige Lösung liefern, die der Bahn 
des Himmelskörpers in dem betrachteten konkreten Fall entspricht. 

Die Elemente (V; 2) bezeichnet man sinngemäß als „lokale Elemente“, da 
sie den Bewegungszustand des Himmelskörpers an einem bestimmten Ort der 
Bahn definieren. Das Problem, aus Ort und Geschwindigkeit zur Epoche auf 
Ort und Geschwindigkeit zu einer beliebigen Zeit ? überzugehen, d.h., also mit 
Hilfe der lokalen Elemente eine Ephemeride zu berechnen, kann man auch als 
das Anfangswertproblem oder Wurfproblem bezeichnen: Es wird gefordert, die 
Bahn zu berechnen, die ein Körper im Gravitationsfeld der Zentralmasse be- 
schreibt, der von einem vorgegebenen Ort p, mit der nach Größe und Richtung 
vorgegebenen Geschwindigkeit $, startet (geworfen wird). 

Bei vielen Aufgaben der praktischen Astronomie, z.B. bei der Bahnbestim- 
mung der Himmelskörper aus beobachteten sphärischen Örtern (Kap. VIII 
und IX) oder in der Störungstheorie spielt das Wurfproblem eine wichtige 
Rolle. Man kann es z.B. lösen, indem man die vektorielle Ortsfunktion p (7) um 
die Epoche 7, herum in eine TAayrorsche Reihe 


T® 


2 
Va ettn 


+ Tel =) 


entwickelt und mit Hilfe der Differentialgleichung 2. Ordnung, die der Bewe- 
gung zugrunde liegt, die zweite und die höheren Ableitungen des Ortsvektors 
zur Epoche eliminiert. Man wird dann die Koordinaten von p als Funktionen 
der lokalen Elemente (V; 2) und der „Zwischenzeit“ z in Form von Potenz- 
reihen erhalten. Wir wollen in der Folge immer, wenn es nicht ausdrücklich an- 
ders vermerkt wird, den in den früheren Formeln auftretenden Faktor x = 
kyı + m gleich eins setzen, also nicht nur als Zeiteinheit I/Rk = 58.13244 Tage 
einführen, sondern auch annehmen, daß die Masse m des bewegten Körpers 
gegen die der Sonne als Zentralkörper (M = I) vernachlässigt werden darf, was 
bei Kometen und Planetoiden, um die es sich in der Praxis fast ausschließlich 
handeln wird, immer zutrifft. Wir können dann die vektorielle Differential- 
gleichung der Bewegung immer in der einfachen Form 


a I Ban 
(V;4) = up u = Ip) 
schreiben. Ist die Elimination von $,, #,, ... durchgeführt, so wird auf der 


rechten Seite von (V; 3) eine Potenzreihe nach r stehen, deren Koeffizienten 
von den lokalen Elementen allein abhängen und die, wenn 7 genügend klein ist, 
ziemlich rasch konvergiert. Ist dagegen die „Zwischenzeit“ 7 größer als eine 
gewisse von Fall zu Fall verschiedene Schranke, so konvergiert diese Reihe, 
deren Glieder mit wachsender Ordnung bald sehr kompliziert und für die nu- 
merische Rechnung unbequem werden, nur langsam oder gar nicht. Man wird 
dann die Aufgabe durch strenge Formeln zu lösen versuchen und kann dabei 
zwei verschiedene Wege beschreiten: 
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I. Man berechnet aus den lokalen Elementen (V; 2) die Kegelschnittelemente 
(V; ı) nach dem im nächsten Abschnitt zu entwickelnden Verfahren und führt 
die Ephemeridenrechnung dann mit Hilfe der früher (Kap. IV) beschriebenen 
Methoden durch. 

2. Man sucht nach Wegen, aus den lokalen Elementen direkt, d.h. ohne den 
zeitraubenden Umweg über die Kegelschnittelemente, die Ortskoordinaten und, 
wenn erforderlich, auch die Geschwindigkeitskoordinaten des Himmelskörpers 
für beliebige Zwischenzeiten auf Grund strenger und geschlossener Formeln zu 
ermitteln. Diese Methode, der die Abschn. 40-46 dieses Kapitels gewidmet wer- 
den sollen, führt zu einer neuen Lösung des Ephemeridenproblems, die nicht 
nur für viele praktische Anwendungen brauchbar ist, sondern auch vom mathe- 
matischen Standpunkt aus befriedigt, weil bei ihr die lästigen Fallunterschei- 
dungen, unter denen alle bisher besprochenen Methoden der Ephemeridenrech- 
nung leiden, ganz fortfallen oder dort, wo sie doch erscheinen, eine untergeord- 
nete Rolle spielen. 


39. Beziehungen zwischen den lokalen und den Kegelschnittelementen 


Die Berechnung der lokalen Elemente, d.h. also der Orts- und Geschwindig- 
keitskoordinaten eines Himmelskörpers für einen vorgegebenen Zeitpunkt aus 
den Kegelschnittelementen, geschieht nach den in Abschn. 32-37 gegebenen 
Formeln. Die umgekehrte Aufgabe, die Kegelschnittelemente einer Bahn aus 
den lokalen Elementen einer Epoche abzuleiten, wird folgendermaßen gelöst: 
Seien 1, }, die Einheitsvektoren in Richtung der positiven Achsen eines 
rechtwinkligen Koordinatensystems (Frühlingspunkt, Ekliptik oder Äquator), 
so ist für irgendeine Zeit : 
p=ri+tyj+tz.b Pesityitil, 
und die Vektoren g (Flächengeschwindigkeitsvektor) und f (LAPLAcescher 
Vektor) haben die Form 
gesitai+tgh Teditdit gg! 
mit konstanten Koordinaten. Nach den Regeln der Vektorrechnung findet man 
dann aus (III; 13) 
pt 
(V;5) g=PpPl = Ir y2) = (yi-zö)i+ RE wi)i+ (ai ya 


und aus (Ill; 16) mitx = kyı +m=ı 
VO -— = NP - ME -—p- (r: - =)p re}, 
da ja (pp) = z&+ yyt+ zi=ri. 


Beziehungen zwischen den lokalen und den Kegelschnittelementen IgI 


Aus (IV;8) und (V; 5) folgt zunächst 


= Ypsinisin® = yi-ay, 
(V; 7) G= —- VYdsinics =2i— x, 
(, = Yp cos i = xy — yi, 


ein System, aus dem die Größen :, SL, $ leicht berechnet werden können. 
In Abb. 42 seien X, Y, Z die Punkte, in denen die Achsen i, j, die Sphäre 
durchstoßen (X = Frühlingspunkt, Z = Nordpol des Äquators bzw. der Eklip- 


Abb. 42. Lage der Bahnebene. 


tik). Ferner sei X P die Spur der Bahn, K ihr aufsteigender Knoten und P der 
Ort des Himmelskörpers an der Sphäre. Dann erhält man, wenn u das Argu- 
ment der Breite ist, aus den sphärischen Dreiecken KPX, K PY;und KPZ 


cos (PX) — cos u cos SL — sin u sin I. cosi = — 
(V; 8) cos (PY) = cosu sin SL + sin u cos N cosi= 


cos (PZ) = sin u sin ı — 


als Richtungscosinus des Ortes P und, da für das Perihel z = w gilt, 
cos (/IX) = cos w cos Sb — sin ® sin SL cosi 

(V; 0) cos (IIY) = cos w sin SO + sin w cos SL cos i 
cos (JIZ) = sin w sin v 


als Richtungscosinus des Perihels. 
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Da nun der LapLaczsche Vektor f nach dem Perihel zeigt und den Betrag 
x”e = e hat, so erhält man für seine Koordinaten nach (V; 6, 0) 


d,=ecos(lIIX) = [rv: — =)? — rf& = cos Sl. — gsin SL cost, 


\ 


(V;,10) d,=ecos(IIY) = [r — =)» — riy = [sin Sb + g cos SL cosi, 


d, = e cos (IIZ) = Ir. _ =: — ri = gsins, 


wobei 
= ec0Sw g=esino 


gesetzt wurde. Die drei Gleichungen (V; 10) liefern /, g und damit e und w. Eine 
der Gleichungen ist entbehrlich, in Übereinstimmung mit der Tatsache, daß g 
und f senkrecht aufeinander stehen und daher die Beziehung (III; 17) gilt, die 
zur Kontrolle der Rechnung benutzt werden kann. 

Vorteilhafter ist es, statt (V; 10) durchzurechnen, zunächst e und die wahre 
Anomalie v aus den Beziehungen 


P 


OU esinv=+?Yp = IP (wu + yy-+ 22) 
abzuleiten, die aus der Kegelschnittgleichung (II; ı) und aus (II; 33) folgen, 
sodann das Argument der Breite « aus (IV; 14) zu bestimmen, wobei sich und 
ı noch einmal als Kontrollwerte ergeben. Man erhält dann den Perihelabstand 
vom Knoten aus 

V=Wu—V. 


d 


Nunmehr sind die fünf Elemente :, SL, w;e,q = Ss bzw.a = = p „be 


kannt, außerdem v. Das noch fehlende Element 1, = k(i, — T) bzw. die Peri- 
heldurchgangszeit T ergibt sich dann aus der KepLerschen Gleichung oder den 
ihr analogen Beziehungen. Die Methode der Ermittlung von T hängt daher von 
der Bahnform ab. Für darabolische Bahnen ist 


u 
1, = Y2@ (et re 3 tg? *), 
für ellvptische 


I use 
= Vi. tg —; 1, = ya® (E—-esinE) 
und für hyderbolische 


1 - Vv= | 2 n=Ve@letgH tm 2). 


a 2 
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In allen drei Fällen ist dann 


Ist die Bahn ein Kreis, so ist die Berechnung der Elemente mit der Bestim- 
mung der vier Größen 
ı, %, B$=a, wall) 


abgeschlossen. 


40. Die lokalen Invarıanten 


Die sechs lokalen Elemente (V;; 2) sind sämtlich von der Wahl des Koordinaten- 
systems abhängig. Von den sechs Kegelschnittelementen (V; ı) gilt dies nur für 
die drei ersten, während die übrigen, nämlich g, e und r,, gegen Koordinaten- 
transformationen invariant sind. Daraus kann man schließen, daß es drei von- 
einander unabhängige Funktionen der lokalen Elemente geben muß, die 
ebenfalls invariant in diesem Sinne sind. In der Tat lassen sich alle Größen, 
die allein durch die geometrische Form, nicht aber durch die räumliche Orien- 
tierung der Bahn bestimmt sind, durch solche invarianten Ausdrücke dar- 
stellen. Drei Invarianten, die voneinander unabhängig sind und zur vollstän- 
digen Charakterisierung der Bahngeometrie genügen, erhält man aus der Figur, 
die von den beiden Vektoren des Ortes und der Geschwindigkeit des Himmels- 
körpers zur Zeit der Epoche {, gebildet wird. Diese Figur wird ihrer Form nach 
durch folgende drei Größen bestimmt: dieLänger, des Ortsvektors p,, die Länge 
V, des Geschwindigkeitsvektors ?, und den Winkel ö,, den diese beiden Vektoren 
miteinander bilden. Statt dessen kann man auch die drei skalaren Produkte, 
die mit Hilfe von p, und }, gebildet werden können, nämlich 


Pı = (Po Po) = ry z x Äh yo in 2; 
(V; ıı) Pi = (MP) NN SH Takt Hude t 


als ein System von unabhängigen Invarianten ansehen. Aus diesen elementaren 
Invarianten lassen sich alle übrigen Bahngrößen aufbauen, die von der Wahl 
des Koordinatensystems nicht abhängen. Das gilt z.B. für das Quadrat des 
Flächengeschwindigkeitsvektors 


(PoPe) (Po Po) 
(Papa) Pop) ı 


und das Quadrat des LarLaczschen Vektors 


(a9) = $ = 1%]? > — Pırdaa — Pia 


ee De ee 
M=a-ı-2=: JE r)=: (Bub A Me). 


13 Stumpff, Himmelsmechanik 
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Führt man die Reihenentwicklung (V; 3) aus, indem man die höheren Ab- 
leitungen des Ortsvektors durch die Differentialgleichung (V; 4) und ihre Ab- 
leitungen eliminiert, so ergibt sich der Ausdruck 


(V; 12) p (7) - Fp, + GR, 


in dem # und G zwei Funktionen der Zwischenzeit 7 und der lokalen Elemente 
bedeuten. Nach (V; 12) läßt sich also p (rt) als Resultante zweier Vektoren mit 
den Richtungen von p, bzw. $, darstellen. Nach dem oben Gesagten ist klar, 
daß auch F und G von der speziellen Wahl des Koordinatensystems unabhängig 
sind und daher die lokalen Elemente nur in der Gestalt von Funktionen der ele- 
mentaren Invarianten (V; ır) enthalten. 

Nach einer Bemerkung von F. KÜHNERT, die später von C.V.L.CHARLIER 
aufgegriffen wurde, kommen diese Invarianten in F und G stets in der Form 


3 


I -— r ZE-+ yy-+ 22 d 
Bi, m Di 2, 0 = = = 8; 


f r Pu 
_ V .. ++ 22 2 Das 
Fe r Bu 
vor.!) Wir wollen diese drei Größen daher als die fundamentalen Invarianten 


des Zweikörperproblems bezeichnen. In der Tat: Wenn man (V; 4) fortgesetzt 
differenziert, wird man auf das Formelsystem 


(V; 13) 


A= 37 = 3406, (V; 14) 
6= EM FEN LITE 2, @&+yy+22) =wW—u-— 20°, 


I ee er 2 @® + Y + 2) = — 20(u + @) 


y2 


geführt, aus dem hervorgeht, daß die Differentialquotienten der Invarianten 
(V; 13) wiederum einfache Funktionen von u, o, w sind, so daß auch in den 
Ableitungen beliebig hoher Ordnung von u keine anderen Größen als diese drei, 
und zwar in Form von Polynomen, erscheinen werden. 

Die Formeln (V;ı4) stellen ein System von drei Differentialgleichungen 
1.Ordnung dar, dessen Lösung die Bahnbewegung im ungestörten Zweikörper- 
problem ergeben muß, soweit die Orientierung der Bahn im Raum noch offen 
:gelassen wird. Die Integration des Systems läßt sich äußerst einfach durch- 
führen, wenn man nach Kombinationen x der fundamentalen Invarianten 
(V; 13) sucht, deren Ableitungen die Form | 


{= —N0X 


1) Es ist darauf zu achten, daß die Invariante » nicht mit dem Bahnelement 
(Perihelabstand vom Knoten) verwechselt werden darf. 
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haben, wo » einen Zahlenfaktor darstellt. Man findet leicht, daß es außer u 
noch zwei weitere einfache Funktionen der Invarianten gibt, die diese Eigen- 
schaft haben. Setzt man allgemein 


z=au+ bw-+ co%, 
&= au +bo + 20006 = 0[— 3ua — 2(u+ w)b+2lw— u-ode.], 
so wird zwischen & und x die Beziehung 
olu(— 3a — 2b — 2c) + w(— 25 + 20) — 40°] = —nolau + bw -+ co?) 


bestehen müssen. Vergleicht man beide Seiten dieser Identität, so ergeben sich 
die Bedingungen 
nn —-3)a— 2b —-2c=0, 


n—-2)b+2c=o, 
m—-ge=o. 


Lösungen dieses Systems von homogenen linearen Gleichungen für a, b, c be- 
stehen, wenn die Determinante (n — 2) (n — 3) (n — 4) verschwindet, d.h. für 
n = 2, 3, 4. Solche Lösungen sind, wenn wir jeweils eine der Unbekannten 
willkürlich gleich ı oder — ı setzen, 


n=2), we2, bel, ©=0, 
n=3)}: a=ı, b= 0, .c=0, 
n=4: a=0, b= I, t=--1i, 


und man erhält für x die drei Invarianten 

(V; 15) e=2u—- 0; u=u d=w— 0}, 
zwischen denen die Identität 

(V; 16) = 2u —-0-9 


besteht und deren Ableitungen nach der Zeit 


0 = — 200 
(V; 17) k= — 340 
= —4d0 


sind. Eliminiert man o aus der ersten und dritten dieser Differentialgleichungen 
mittels der zweiten, so ergeben sich die Gleichungen 


Bd Au 
u 


13* 
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deren Integrale mit den Konstanten «, 
2 


2 [0 4 
ne= ua ie; DA 


4 


nd = nut Inß, == 5 


lauten. Die geometrische Bedeutung der neuen Invarianten o und 9 wird sicht- 
bar, wenn man (V; ı1, 13) in (V; ı5) einsetzt: 


2 V\:..202 En u, 2... 
I 7) = HE vr) a da 7”?= ar (Energiesatz), 
(V; 18) 


d = 7) _ = cos o) — 6 sin o) = z ‚da Yp =Vrsinö (Flächensatz). 
Die Integrationskonstanten sind demnach « = — ‚ß = . Das dritte Integral 
folgt dann aus der zweiten Differentialgleichung (V;; 17) 
W= —3u0 

oder aus der mit ihr gleichbedeutenden 
(V; 19) Pro. 
Setzt man hierin nach (V; 16) 

o= +Yeu-e-$8, 


so findet man, wenn man u = I/r? und für o, 9 die Ausdrücke (V; 18) einführt, 


(V; 20) = 4rVs-5-&=-3)%-2-2 


a(1—e) 


eine Formel, in der man unschwer (III; 83) wiedererkennt und die ja nichts 
anderes als die Integralform der KepLerschen Gleichung darstellt. Damit ist 
gezeigt, daB man bei der Integration von (V; 17) tatsächlich die drei invarian- 
ten Kegelschnittelemente a, £, t, bzw. g, e, t, erhält. 

Zur Ableitung der drei übrigen Kegelschnittelemente, der nichtinvarianten 
Lageintegrale i, $, &, kann man außer der im vorigen Abschnitt gezeigten 
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Methode auch folgendes Verfahren einschlagen, das nicht zuletzt wegen der 
Symmetrie der Formeln, aber auch aus mancherlei praktischen Gründen den 
Vorzug verdient: 

Bezeichnen (Abb. 42) die Einheitsvektoren i, j, E wieder die Achsenrichtungen 
des gewählten Koordinatensystems, etwa die des Äquatorsystems mit dem 
Frühlingspunkt (X) in der positiven i-Richtung, und sei ferner durch die Ein- 
heitsvektoren t, y, 3 ein anderes rechtwinkliges System von gleichem Drehungs- 
sinn gegeben, das mit dem Vektorenpaar p,, ®, fest verbunden ist und in dem 
t die Richtung (P) von p,, ferner 9 die dazu senkrechte Richtung (0) in der 
Bahnebene und im Sinne wachsender Anomalien und 3 die Richtung (N) der 
Normale der Bahnebene, also die des Flächengeschwindigkeitsvektors bedeu- 
tet, dann ist offenbar, wenn wir kürzehalber den Index o bei den Koordinaten 
von f,, D, fortlassen, 


I I i 
De ee: 


(V: 21) 9 = 1] = —ellar - N)i+ (9x - adi+ (a9 - af], 
‚y 


I I .% 
5= —-9= —(al+ it cal) 
VB Vp 
oder, wenn man nach (V; 7) 
H=y2— 24, erb —- R, W=rG— yi, 
ferner nach (V; 18) Yp — r?$ und nach (V; 13) x& + yj + z& = r?o setzt, 


I h : 


y = wer (© — z0)i+ (3 — yo)j+ (@ - zo), 


Fra — z/)i+ ki + (a - ya)l. 


Andererseits folgt aus (V; 21) für die Richtungscosinus der Achsen des ersten 
Systems gegen die des zweiten 


% = (ti) = — = cosu cos St — sin u sin SL cos, 
nach (IV; 13) 


4 
7 
(V; 22) | &, = (ti) = = = cos sin SL + sinw cos SL coss, oder. (y;8) 
Gr 
’ 


—= sin“ sin. 
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'% = (hi) = Tr _ _sinucos % — cos sin Sb coss, 
ry® 
B,= (j) = TI _ _snain + cos u cos Sb cos, 
| ry9 
9%=(yh)= oe cos u sinz, 
ry® 
V; 22) 2 — 2 
& = (Zi) = TH _ sin Rsins, 
rd 
2: — 22 
— — — —cos SL sini, \ nach (V; 
ß; (31) ry9 ( 7) 
ey — yü 
In=WM="7 _— = csi. 


Das zweite Iripel dieser Formeln folgt aus dem ersten, indem man » mit« + — 


vertauscht. 

Nach einem Satz von EULER lassen sich die beiden Systeme ineinander über- 
führen, indem man eine einzige Drehung ausführt. Sind A, B, C die Richtungs- 
cosinus der Drehungsachse gegen das (i, j, $-System, und ist ® der Drehwinkel, 
so bestehen nach diesem Satze die Gleichungen 


Agt - Ara ntn_ ee Ba. ee 
* “71 pı -% 2 2 2 
v2 EEE LER 4 DENN 1 u Er | 
( 3) °, BL — % Ya — Ps 95 5 
ie ea 
z Yy-Pp %—Yı 2 


aus denen :, St und % berechnet werden können, wenn die lokalen Elemente 
bekannt sind. Diese Formeln zeigen vollkommene Symmetrie, da die Aus- 
drücke in den Richtungscosinus ineinander übergehen, wenn man «, ß, y und 
gleichzeitig die Indices I, 2, 3 zyklisch vertauscht. Die Identität der beiden 
Quotienten, die in jeder dieser drei Formeln auftreten, folgt unmittelbar aus 
den Orthogonalitätsbedingungen, die für die neun Größen (V; 22) gelten. Man 
wird jeweils denjenigen Quotienten wählen, dessen Zähler und Nenner die 
größeren Beträge haben. Wenn :, Sb, u bekannt sind, verläuft die weitere 
Rechnung so: Es ist 


Per =- HPA HNM- Birgit); 


I 2 
Fr 
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während die übrigen Größen, e, v, w (oder @), 7,, nach den im Abschn. 39 ge- 
‚gebenen Formeln berechnet werden. 

Der Vorteil der Formeln (V; 23) zeigt sich besonders bei kleinen Bahnnei- 
gungen, wo wegen der unsicheren Lage des Knotens die Bestimmung von $% 
und % ungenau ist. Die Summe s = St + u, die Länge in der Bahn, die aus der 
dritten Gleichung (V; 23) folgt, ist von dieser Unsicherheit frei, während die 


Ungenauigkeit der Differenz $° — u durch den kleinen Faktor tg — der ersten 


beiden Gleichungen ausgeglichen wird. Durch die sichere Feststellung der 
Länge in der Bahn wird vermieden, daß die in solchen Fällen unvermeidliche 
Ungenauigkeit der Knotenlänge sich auf den Bahnort überträgt, wie das ge- 
schehen kann, wenn man Sl und # einzeln bestimmt. 

Auch die Anomalien v und E lassen sich als Funktionen der lokalen Inva- 
rianten u, 0, @; 0, darstellen, denen man zweckmäßigerweise noch eine sechste 


V;24) e=w-u=u-0 E=-oßo—-u=-olo+e) 
hinzufügt. Aus 


a ee ee Kehle. a, 
Y a u u 
(V; 25) 2. Pe 
I LL. ER 2 
u Yap u 
folgt 5 _ 
oyd o Ye 
t en . wer : 
gv en tg E . 
(V; 26) r i j 
EINE DENE ER ag 
Ze; u? u? 
Bemerkenswert sind auch die Formeln 
3 Yo? 
(V; 27): o= 9; E = Ye; an 


die aus dem Flächensatz r?) = Yp und aus (IV; 51): ö(t -—ecsE)=M = 
08 
Je folgen. 


Auf Grund aller dieser Beziehungen, die zwischen den lokalen Invarianten 
und den geometrischen Bahngrößen bestehen, erkennt man, daß diese In- 
varianten, die aus den lokalen Elementen (V;2) (besonders mit Hilfe der 
Rechenmaschine) leicht gebildet werden können, dem Rechner bereits gewisse 
Informationen über die Art der Bahn und den Ort des Himmelskörpers in der 
Bahn liefern, ohne daß die Umwandlung in Kegelschnittelemente nötig wäre. 
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Es handelt sich um folgende Kriterien: 

1.0 — bestimmt die Form der Bahn, da 0 = o, je nachdem eine Ellipse, 
Parabel oder Hyperbel vorliegt. 

PR 2 ist stets 2 o. Ist9 = 0 (w = 0°), so ist # = o, und es handelt sich 
um den aulsren Fall einer geradlinigen Bahn. 


3. Die Formel (V; 26) für e? zeigt, daB bei Kreisbahnen, für die ja, da sie dem 
elliptischen Typ angehören, e > o ist, o und e beide stets null sind. Daraus 
folgt, daß diese Invarianten bei schwach exzentrischen Ellipsen während der 
ganzen Bahnbewegung klein von der Ordnung der Exzentrizität bleiben. 


4. (V; 25) lehrt, daß o für v = o,m, also für die Apsiden, & für E = = 3— 


also an den Endpunkten der kleinen Achse, verschwindet. Es ist 02 o, je 
nachdem sich der Himmelskörper auf der dem Perihel folgenden oder auf der 
dem Perihel vorangehenden Bahnhälfte befindet. Es ist ferner, wenn die Bahn 
elliptisch ist, &> o auf der sonnennahen, e < o auf der sonnenfernen Hälfte 
der Bahn. Für Parabeln und Hyperbeln ist e stets positiv. 

Wegen der großen Bedeutung, die den lokalen Invarianten in den Ausfüh- 
rungen der folgenden Abschnitte zukommen wird, seien hier noch einmal die 
wichtigsten Formeln, die sie betreffen, zusammengestellt: 


A. Fundamentale Invarıanten 


1 _ _ ty ti_ 3 +42 [M\ 
BO BE EEE WERERSABE 
B. Abgeleitete Invartanten 
I 

en 
(V; 29) = =0-0=24-0-0, 


EFWOTUTRTO. 
C.Di Herentialformeln 
= — 200, = —20(u-+ w), 


% 
(V; 30) [1 = — 340, (f =10), - —0(20 — u) zZ. —0(2E+ h), 
v 


= —4do, 6= E— 20%. 
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41. Die Haupdtgleichung der Zweikörperbewegung 


Jedes Tripel aus den sechs Invarianten (V; 28, 29) 
u (bzw.r), 0, w(bzw.V), 0, Ö, €, 
für das keine der identischen Beziehungen 


P=2u -w=u-: d=w-0, e=w—-u=—(w — p) 


DS |H 


besteht, bildet ein unabhängiges Invariantensystem und genügt drei Differen- 
tialgleichungen ı. Ordnung, durch deren Integration die geometrische Form der 
Bewegung des Hinmelskörpers vollständig beschrieben wird. Daraus folgt, daß 
jede dieser Invarianten, für sich allein genommen, einer Differentialgleichung 
3.Ordnung genügt. So leitet man die Differentialgleichung (III; 20) für den 
Radiusvektor r in sehr eleganter Weise folgendermaßen ab: Aus | 


r=ro 
folgt durch zweimaliges Differenzieren 
F=170-+4r6; 7=f0o-+ 270 + rÖ. 
Bedenkt man nun, daß 
G=E— 20%, Ö=&8E—406=0(80?— be — u), 
so erhält man das System 
Pt +70, 
(V; 31) = #lE=-02), 
ee 


Ü 
und eliminiert man hieraus o und & -- 0%, so folgt 


Er 
(V; 32) ee 


übereinstimmend mit (III; 20), wenn man dort, unserer Gepflogenheit gemäß, 
x = I setzt. 

Ähnliche Gleichungen lassen sich auch für die übrigen Invarianten auf- 
stellen. Das gelingt besonders leicht für u, o, d und o; für ® und e sowie für 
andere invariante Ausdrücke, wie z.B. die Größen F und G in (V; ı2) oder für 
die Geschwindigkeit V, ist das Eliminationsverfahren schwieriger und führt 
auf algebraische Differentialgleichungen von verwickelter Gestalt, deren Ab- 
leitung hier übergangen werden darf, da sie kaum praktischen Nutzen haben. 

Die Tatsache allein, daß solche Differentialgleichungen existieren, legt aber 
den Gedanken nahe, durch Einführung einer neuen Variablen g (r) an Stelle der 
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Zeit 7 diese Gleichungen auf eine einfachere und leicht integrable Form zu 
bringen. 

Es sei irgendeine Invariante - nennen wir sie o - als Funktion der Zeit durch 
die nach Potenzen der Zeit fortschreitende TAvLorsche Reihe 


D% Er 
I ertrhrt hatt 21 rot + 


gegeben. Sei ferner g = g(r) eine andere unabhängige Variable, und bezeichnen 
wir die Ableitungen von @ nach g durch o', 9”, ..., so wird man eine entspre- 
chende Entwicklung 


111 


, Ta I 
(V; 33) Pt pt zart zı 90 Et 

ansetzen können. Damit g geeignet ist, die Zeit 7 zu ersetzen, muß diese Va- 
riable, die wir allgemein als „Anomalie“ bezeichnen wollen, folgende Eigen- 
schaften besitzen: 


1. Es soll g gleichzeitig mit ı verschwinden [g(o) = o]. Diese Eigenschaft ist 
in der Form der Gleichung (V; 33) bereits berücksichtigt worden, da ® für 
g = 0 denselben Wert annimmt, wie für 7 = 0. 


2. Es soll g monoton mit r wachsen [g(r) > o füralle 7]. 


Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß diese Forderungen 
erfüllt sind, ist, daß 


(V; 34) a) = [fe at, wo fr) = dl) 


eine wesentlich positive Funktion der Zeit ist. Es läßt sich dann qg = g(r) ein- 
deutig umkehren, und man darf schreiben 


q 


2 


4, __|d 
(V:39) Meet | Ta 


Wir nennen diese Integralgleichung die Hauptgleichung des Problems. 

Es sind nun zwei Wege denkbar, um die Invariante ® als Funktion einer 
Anomalie darzustellen. Der erste besteht darin, daß man nach (V; 34) g als 
Funktion von r willkürlich durch Vorgabe irgendeiner wesentlich positiven 
„Quellfunktion“ /(r) = g definiert. Dann folgt aus der Differentialgleichung 
3.Ordnung, der p(r) genügt, durch Substitution von 


el Fa u Da Ze Ze ee ET ER 
eine Differentialgleichung 3.Ordnung nach g, deren Koeffizienten bekannte 
Funktionen der Zeit sind. 

Diese Methode schließt ungezählte Möglichkeiten in sich ein; ihr Nachteil 
besteht darin, daß man nicht von vornherein übersehen kann, ob die gewählte 
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Ouellfunktion zu einer Vereinfachung der. Differentialgleichung und ihrer Inte- 
gration führt. Man wäre also mehr oder weniger auf Versuche angewiesen. Sie 
hat dagegen den Vorteil, daß man die zu der gewählten Transformation ge- 
hörige Hauptgleichung (V;; 35) sofort hinschreiben kann. 

Gehen wir z.B. von der für die Invariante © = r bestehenden Differential- 


gleichung (V; 32) aus und setzen d = = so ist die Bedingung für die Quell- 


funktion erfüllt, da f({r) = ee gewiß immer positiv ist. Man erhält dann suk- 
zessive 2 


ı: 4 
r=% q = = R 

y’' y'2 y'' y'2 
Y mi m fen es 

Y y? y? y3 

y''' y'y'' er y’3 yt’! y'y'' de a y’3 
= — — = I - 

y? 4 y3 3 ri 1 4 y: y> 


ZZ rr r m Ir , 
— +— =r + r=o 
Y Y Y 
Da nun 
in — Zr" = \ — 0, also er const, 
dq Y Y Y Y 
so erhält die Differentialgleichung für 7 (g) die einfache Gestalt 
(V; 36) r" +e@@r=o, 
deren vollständiges Integral 
für @® > o (a reell): r=a+tbcosag+csinag, 

(V;37) füre® = o: r=a+bg+cg, 


für a? = —ß? < o(aimaginär)! r=a+ b5Eojßg + cESinßg 


lautet. Mit Hilfe der Anomalie g ist demnach r in geschlossener Form darstell- 
bar. Die Hauptgleichung (V; 35) läßt sich in der Gestalt 


(V; 38) = fr (&) dE 
0 


hinschreiben und führt in jedem der drei Sonderfälle ebenfalls auf geschlossene 
Ausdrücke, die man durch Integration von (V; 37) unmittelbar erhält. | 

Der zweite der obenerwähnten Wege zum Übergang auf eine neue unab- 
hängige Variable ist der umgekehrte: Man gibt die Form der Differential- 
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gleichung 3. Ordnung, der die Invariante 9 = o(g) genügen soll, vor. Die 
Quellfunktion /(r) ist dann nicht mehr in demselben Maße willkürlich wie vor- 
her, sondern ist, außer der Bedingung f > o, noch der schärferen 


(V; 39) id=4=5 
u 

unterworfen. Es leuchtet ein, daß man diese Bedingung, wenn überhaupt, nur 
dann realisieren kann, wenn von den drei Integralen des Problems schon zwei 
bekannt sind, also wenn sowohl & als auch @’ als Funktionen von © und zwei 
Integrationskonstanten ausdrückbar sind. Es sieht also zunächst so aus, als ob 
dieses Verfahren keinen besonderen Nutzen bringt, da es keine wesentlichen 
Vorteile für die Integration selbst bietet. Wir werden aber sehen, daß es die 
sehr erwünschte Möglichkeit eröffnet, die Ergebnisse der Integration in ge- 
schlossener Form darzustellen, statt in unendlichen Reihen von der Form 
(V ;33), deren Konvergenz, soweit sie überhaupt garantiert ist, meist nur in sehr 
beschränkten Intervallen den Ansprüchen des Praktikers genügt. 

Im Zweikörperproblem, dessen Integrale bekannt sind, lassen sich die hier 
angedeuteten Überlegungen durchführen. Wir können die Form der Ouell- 
funktion nach (V;; 39) hinschreiben, denn es ist ja in Abschn. 40 gezeigt worden, 
daß, wenn p einem Tripel 9, y, x von unabhängigen Invarianten angehört, & 
als Funktion dieser drei Größen ausgedrückt werden kann. Die bekannten 
Integrale gestatten dann die Elimination von y und x, so daß = H(p) be- 
kannt ist. Ebenso ist natürlich auch 9’ = o’(p) bekannt, da man ja der Diffe- 
rentialgleichung für @(g) jede beliebige integrable Form geben kann. 

Fordern wir etwa, daß @(g) der linearen Differentialgleichung 3.Ordnung 


(V; 40) y+eip=o 


genügen soll, und wählen wir, wie oben, als konkretes Beispiel g = r, dann wird 
die gesuchte Ouellfunktion 


lauten müssen. Aus der Differentialgleichung (V; 36) erhält man nach zwei- 
maliger Integration, wenn A und B zwei willkürliche Konstanten darstellen, 


Mi +0.yB? = (r — 4)®. 


Andererseits folgt aus (V; 20) 
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Damit erhält die Bedingung (V;; 39) die Form 


.;g_ I (ae)? — (r — a) 
nz ler 


Über die Konstanten A, B und « kann man noch frei verfügen, und man wird 
dies in der Weise tun, daß /{r) für alle Zeiten wesentlich positiv bleibt. Das ist 
offenbar der Fall, wenn man | 


I 
A=a, B=ae, = — 
Y 
setzt, und man erhält dann, wie oben, 
,„ ı 
g- = 


; se & Eu. I 3 e . 
Die drei Fälle «®=S o, die eintreten, wenn -— = o ist, führen auf den ellip- 
a 


tischen, parabolischen und hyperbolischen Bahntyp. Es besteht aber die Mög- 
lichkeit, die Integrale (V; 37) — und dasselbe gilt auch für jede andere Inva- 
riante @(g) — auf eine andere, vom Bahntyp völlig unabhängige, Form zu brin- 
gen. 


Die Differentialgleichung (V;; 40) besitzt das partikuläre Integral. 
(V; 47) p = 0080, 


aus dem sich durch fortgesetzte Integration überg eine Folge von Hilfsfunktionen 
(die kurz als c-Funktionen bezeichnet werden mögen) 


1 48 
(V; 42) | [ser as 
006 
erzeugen läßt. Diese Folge beginnt mit den Funktionen 
sinag I— cosag xq — sinaq 
6. =:605.%0, Ge le li = u ns 
a ka 


auf die wir bereits früher - siehe (IV; 34, 67) - gestoßen sind, und die sich in. 
Form der stets konvergenten Potenzreihen 


er nt (ag)° (x.g)° _ 
(V; 43) ZU a Tr ee = 0,1,2,...) 


schreiben lassen. Sie hängen nur von dem auch für imaginäres « immer reellen 
Argument (@g)? ab und beschränken sich für x = o auf ihre von nuli verschie- 
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denen konstanten Glieder. Aus der Definition (V; 42) bzw. den Reihen (V; 43) 
folgt unmittelbar die Gültigkeit der Rekursionsformel 


I 
(V; 44) + eg’o42= 


sowie der Differentialformel 
(V; 45) a a 
3 d q + y 


Setzen wir nun für die Invariante 9 (g) die TayLorsche Entwicklung (V; 33) 


an und eliminieren die Größen —— durch (V; 44), so entsteht die Reihe 


dr + Re + Pla + Reg + Pl + Leg + 


oder, wenn wir erneut nach Potenzen von g ordnen, 


Pr) =nm+ ap t+ at) + Fer. 


Diese Reihe bricht aber nach dem Gliede 2.Ordnung ab, da wegen (V; 40) die 
Koeffizienten von der 3.Ordnüng ab sämtlich verschwinden. Der geschlossene 
Ausdruck 


(V;46) Pd =aMmt pt aa tr) = Mt Pt ap; 
da nach (V; 44) „+ a)’ o=1, stellt also das vollständige Integral von 
(V; 40) mit den Konstanten @,, 99, 95 dar. 

Für @ = r ergibt diese Formel 


rent rg + ri, 
g? 


wobei die c-Funktionen mit dem Argument 4°? = (ag)? = — aus Tafeln (siehe 


i f I 
Anhang B) entnommen werden können. Es ist ferner, dg = —, 
Y 


(V; 47) 
= e Hr) =re 


nach (V; 31) und somit, wenn 7,, 0,, &, die Werte der Invarianten für = g = 0 
bedeuten, 


v9) Werra) tRE hm; = rN- 


Die Form dieser geschlossenen Formel ist vom Typus der Bewegung ganz un- 
abhängig, da dieser sich nur in dem Vorzeichen von o, äußert, also in dem Vor- 
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zeichen des Arguments der c-Funktionen, die für alle reellen Argumente reelle 
Werte annehmen. 

Die zugehörige „Hauptgleichung“, die den Zusammenhang zwischen g und r 
vermittelt, ergibt sich nach (V; 38) in der Form 


q 
(V; 49) 1.— 6) ds=rnglI+ a, + N; 


0 


wenn man berücksichtigt, daß nach (V; 45) 
q 
fegrdg=wrı tt. 
6 


Es empfiehlt sich noch, statt q die Variable 


199 


(V; 50) er 


einzuführen. Die Gleichungen (V; 49) und (V; 48) erhalten dann die Gestalt 


(V; 51) | I=2406mM°-+ 06 


(V; 52) v=n[I+ cm2 + 0602] 


mit 


ER 2 
„= 6, (Xo2 3 
wenn man zur Abkürzung 


(V; 53) Bel me Leer: nei 


setzt. (Die Größe & = ur”, die später oft benutzt werden wird, sei hier gleich- 
falls schon definiert.) 

"Die Gleichungen (V; 51, 52) lassen sich in einer noch etwas symmetrischeren 
Form schreiben, wenn man wegen e=u— 


=&-% 
setzt. Es ist dann 
I=2 (I 03%92°) + CoNg2® + 63692°, 


= N[(E — 02%02?) + 61N92 + 62802) 


oder, wenn man (V; 44) berücksichtigt, 
(V; 54) 1-02 4 O2 + 052° |; 


(V; 55) r=n|o9 + Cm? + 2502”). 
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Die Hauptgleichung (V; 5I) bzw. (V; 54) bildet den Kern einer Theorie der 
Zweikörperbewegung, deren Formalismus die lästigen Fallunterscheidungen 
nicht enthält, die in der klassischen Theorie, insbesondere in der Ephemeriden- 
rechnung, ständig beachtet werden müssen. Sie ist nicht nur unabhängig vom 
Bahntyp, sondern besitzt noch weitere bemerkenswerte Eigenschaften: Sie ist 
dimensionslos, und ihre Transzendenz istschwach ausgeprägt, dadiec-Funktionen 
(für nicht zu große Zwischenzeiten) nur schwach von zabhängen. Die Methoden, 
die Hauptgleichung nach z aufzulösen, werden im Abschn. 43 beschrieben wer- 
den. Mit Hilfe dieser Größe z, die von der Zwischenzeit 7 = k(t — i,) und den 
lokalen Invarianten zur Epoche {, abhängt, wird man, ebenso wie dies oben 
für r gezeigt worden ist, die Werte aller Invarianten für beliebige Zwischen- 
zeiten bestimmen können, einschließlich der Funktionen F und G. und ihrer 
Ableitungen, die nach (V; ı2) die Entwicklung der rechtwinkligen Orts- und 
Geschwindigkeitskoordinaten des Himmelskörpers nach t ermöglichen. Der 
Beweis hierfür wird im nächsten Abschnitt erbracht werden. 


42. Die lokalen Invarıanten 
als Funktionen der Lösung der Haubtgleichung 


Differenziert man (V ; 48) zweimal nach g, so erhält man wegen (V; 45, 44) 
= 1 (6gOyNg + C1E0N09) = rolOg + CE — 2 HN], 
2" = rEligEgTg — 10900739) = FÄLE, — C1090p709 — 5 HA]: 
Setzt man wieder, nach (V; 50), 7,9 = zt, so ergibt sich 


v: 6) r = r5(00%, + 61672) = r9[0, + C1&gTz — (20,09 (T2)?], 
” [4 


r" = rl HT) = role, — GT! — 2% (12)? - 


Andererseits ist nach (V; 47) 


! „ 


y? a 
und da nach (V; 52, 53) 
r=nA mit A=I+ahTz + oT, 
so folgt 
T oo ı 53 

= (690g + C1&yT2) = 7 (0, + C1EgT2 — 090,0, 772°) , 
(V; 57) ö ö 

ge 75 % &, — 10, p2T) = FE &.-9(A-1)]. 
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Ferner ist 
Be 2 en: 
a KH, also HZ 
I I 09 
V —u———— em a re 
ar RT = 
_»# d 9 
I= 7 eye also ar 
und schließlich 
I 
(V; 59) ern in nd m]. 


Damit sind alle Invarianten als Funktionen von z bekannt, und führt man noch 
die Ausdrücke (V; 53) ein, so erhält man 


A=ı1+ 02 + 062° 


I I 
EZ 72 (Co + 61602) = 75 + 61692 — NK) 


= 75 [&0 =yaAen] 


I... ; I 
er 0-2]. 


Es bleibt nun noch die Aufgabe zu lösen, auch für die Größen F und. G sowie 
deren Ableitungen nach der Zeit entsprechende Formeln abzuleiten. Nach: 
(V; ı2) ist 

P(r) — nf+ 2,6 


(V; 61) dd)=pf+ DE, 
dd)=nFf+HG uw. 


Diese Formeln bedeuten nichts anderes, als daß man die Vektoren des Ortes, 
der Geschwindigkeit, der Beschleunigung usw. und damit deren Koordinaten; 
im gegebenen rechtwinkligen Koordinatensystem kennt, wenn man F, G, und. 
die Ableitungen dieser Größen als Funktionen der Zeit bzw. von z und den 
Größen (V; 53) kennt. Sie bedeuten ferner eine Zerlegung dieser Vektoren 
in ihre Komponenten bezüglich des konstanten Vektorenpaars P4> Pu. Diese 
beiden Vektoren definieren ein im allgemeinen schiefwinkliges Koordinaten- 
system in der Bahnebene: Die Größen »,F und V,G, denen. undG proportio-. 
nal sind, stellen die schiefwinkligen Koordinaten des Himmelskörpers in En 
System dar. 


14 Stumpff, Himmelsmechanik 
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Führen wir (V; 61) ein, so lauten die Bewegungsgleichungen (V; 4) in vek- 
torieller Form 


Btup=p,(F+uM+h(@+uN)=o. 


Da p, und f,, wenn wir den singulären Fall der geradlinigen Bewegung aus- 
schließen, Stets von null verschieden und nicht kollinear sind, ist diese Diffe- 
rentialgleichung nur dann identisch erfüllt, wenn 


F+uF=o, 
G+uG=o. 
Aus (V;61) und (V; 62) liest man unmittelbar ab, daß für die Epoche r = 0 


(V; 62) 


F=1 F, =.,o, F, = — U: 
(V; 63) a 
= 0 eL,6, 0 
gilt. Eliminiert man u aus (V; 62), so folgt 

FG-GF=o, 

eine Differentialgleichung, deren Integral 
(V; 64) FG—-GE=1ı 
lautet — der numerische Wert der Integrationskonstanten ergibt sich, wenn 
man links die Epochenwerte (V;63) einsetzt. Diese Gleichung stellt den 


Flächensatz in den Koordinaten F und G dar. 
Führt man nun statt der Zwischenzeit 7 die Anomalie q als unabhängige 


Variable ein und bedenkt, daB d = =, so beweist man leicht, daß A, F,G 


ebenso wie r einer Differentialgleichung 3.Ordnung nach g von der Form 
(V; 40) genügen, daß also 


(V; 65) "tel =F"4@f=G"+oG=o 
mit 


I 
2.42... y2 = 
Er 


gilt. Für A ist das selbstverständlich, da A = — proportional 7 ist. Für F und 
G zeigt man das folgendermaßen: Setzt man 


y rg . 


Y y? y? Y 


so erhält man aus (V; 62) 


(V; 66) FE" — r2oF +F=o. 
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Differenziert man diese Gleichung noch einmal nach g, so findet man 
ıF’”’ ı r F’ — 21r oF' — ro F — ro" F=o 
oder, dr = ro,0" = rö=rl(e — 20°), ı = ru, 
FE" + r(u—-e)F=r|F" +roeF])=o. 


Für G gilt dasselbe. Damit sind die Gleichungen (V; 65) bewiesen. 
Aus der Gültigkeit von (V; 65) folgt aber, daß man A, F und G, ebenso wie, 
mit Hilfe der c-Funktionen in geschlossener Form nach (V;; 46) darstellen kann: 


Al)= A, + Ag + oAiß, 
(V; 67) F)=F,+cFog+ of, 
Gi) =, +cC0g + 5694. 


Die Anfangswerte von 

EEE De: not 
ro % 
ergeben nach (V; 47) 
(V; 68) A=1 I=N0%, A=ro%- 


Die Anfangswerte von F,G, ... F',G’ lassen sich nach (V;; 63) berechnen, denn 


es ist . 
F'=+F, F'=rR(f-+of), =r6G, G’=r(G +06), 


also für r=o0 


FR=1ı Fı=o, F=-n 
(V; 69) 


G=0 GH=Nn HN: 
Damit erhält man aus (V;; 67) 
F=1- 0," 
Gl) = ang + 5 MM" = NgglU + 6209199 — 0 N) 
und, wenn man nach g differenziert und (V; 45) berücksichtigt, 
F'(q) = — 14709, 
G()= ont ar NH HN — ad HN%- 
Setzt man nun nach (V; 49) und (V; 48) 
+02, HM =T- HN; 
nt ang =r—- rd, 
so ergibt sich wegen 0, + & = u 


Gd)=T-3, HN; EM) =r— ri. 


14* 
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Führt man, wie früher, »,g = zr und die Ausdrücke (V; 53) ein und bedenkt 
man, daß 
IR SE 0 _e_ G' 


F == B) ’ 
/ 7,A vr nA 


so entstehen schließlich die einfachen Formeln 


F=I- 08,2%, 


V; ‚my 2 
(V; 70) Bere [e, = 6,(X02”)] 


und 
502° 


Tu 


F= =; G=1I-% 
Setzt man hierin nach (V; 70) 098,2? = ı — F und nach (V; 54) 
2 3 G ; 2 
GI — 0 = nt”, 


so lassen sich die Ableitungen von F und G in der Form 


| | 
F= Ta: —f) — 4G]; 
(V; 72) s 
G=1-— 7“ —- FR) 


schreiben. 


Mit Hilfe der von der Bahnform unabhängigen Ausdrücke (V; 70,71) kann 
man nach (V; 61) Ort und Geschwindigkeit des Himmelskörpers in jedem be- 
liebigen Koordinatensystem aus den lokalen Elementen und Invarianten der 
Ausgangsepoche und der Zwischenzeit 7 berechnen, wenn man zuvor die Lösung 
der Hauptgleichung (V; 51) gefunden hat. Wenn x für eine der drei rechtwink- 
ligen Koordinaten des Himmelskörpers steht, schreibt man zweckmäßig 


- = -n1 - MN +0 
(V; 72) | 
Senf a0, 
wobei 
Ii=-f=a, 1-de u 


bei kleinen Zwischenzeiten kleine Größen 2.Ordnung darstellen, während F 
und G klein von der ı.Ordnung sind. Man wird also die Differenzen x — %,, 
& — &,, ... genauer berechnen können, als dies für die Koordinaten x, &, ... 
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selbst gefordert wird, und auf diese Weise bei der Berechnung einer Ephemeride 
mit kleinen Intervallen (Abschn. 46) Abrundungsfehler vermeiden. 

Sind F und G bekannt, so kann man mit ihrer Hilfe auch einige der Formeln 
(V; 60) auf eine andere Form bringen. Wenn wir den parabolischen Fall go, = 0, 
& = 0 vorläufig ausschließen, so lauten die allgemeinen Lösungen der Difie- 
rentialgleichungen (V; 65) 


A=a,+ P,cosag + y,Sinag, 
(V; 73) F=o,+ Pcosag+ yısinag, 
G=%+ P,cosag-+ Yysinag, 


WO &g, ..., Ya neun Integrationskonstanten sind. Wenn 9, < 0, also @ = 7, /@ 
rein imagıinär ist, werden auch y,, Yı, ys rein imaginäre Werte annehmen. Seien 
nun x und y zwei noch unbestimmte Faktoren, so ist 


(V;7) A+Fx+6Gy= 
= (+ 8% +09) + (fo + Bı% + Bay) cosag + 
++ Yı% + Y2y) sinag, 


und man kann nun über x und y so verfügen, daß dieser Ausdruck konstant 
wird. Das ist offenbar der Fall, wenn die linearen Gleichungen 


PB + Pix + Pßey= 0, 
Yo t Yı% + Y9y=0 


erfüllt sind. Nun lassen sich die Konstanten &ys +, Y9 aus den Anfangswerten 
von A, F und G bestimmen. Aus 


A=a,+ By cosag + y,sinag, 
A’ = aly,cosag—ß, sin.ag], 
Are 2 [ß, cosag + 7 sin a q] 
folgt, wenn g. = 0 gesetzt wird, 
A=-ot+Pß; A=-ny: A= a: 
Entsprechendes gilt auch für F und G. Es ist daher 


I 1 I ..5 

= At Pr) » = u; o 9%= — do, 

I | LT: Les, 

=F+t Pal) Pı = 30 N 
I I 

m Be 1] / 

=@%+ 300 ßs u yp=—06o 
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Benutzt man nun die Anfangswerte (V; 68, 69) und setzt «® = r50,, so erhält 
man 


€ U &o 09 
= = 2 BR B a  Yyı Ta: 
0 0, 0, 0 0, 0 Yo 
an) Ep Ko 
0 a ee) Yı= ®: 
1 5 = Pı 5; 1 
0, 0, I 
Kg = —, Ba zn 2.77 
% %) Yo 
und damit 
MT OY—EH 970 
d.h. 


Die Gleichung (V; 74), deren rechte Seite sich mit diesen Werten für x, y auf 
das konstante Glied beschränkt, erhält dann die Form 


® | d I 
A @-2)F-06-% — (2. -—.-%—9 
= A 0 1, T Ko 7% od) 


oder, dad ja =2u —o — 0°, 


(V; 75) A=F+ 064 te -M), 
| | 0 


und zwar gilt dies aus Gründen der Stetigkeit auch für den Fall o, = 0, den wir 
vorsorglich ausgeschlossen hatten. (V; 75) geht nach leichter Reduktion, wenn 
man für F undG die Ausdrücke (V;; 70) einsetzt, in die erste Gleichung (V ; 60) 
über. Beide Gleichungen gelten auf Grund der dynamischen Beziehungen im 
Zweikörperproblem. Daneben leitet man aus 


2 = (pp) = (PP + 6)? = (Pop) FF + 2b) FG + (Bud,) ? 


die geometrische Formel 


(V; 76) 4? = F?{ 20,FG + @,6°? Ä 


ab. Eliminiert man A aus (V; 75, 76), so erhält man die quadratische Gleichung 
(V;77) 2 -d)F?+ 20m FC+ WR + 2 - UF - 2,46%: 


die nichts anderes als die in den schiefwinkligen Koordinaten F und G geschrie- 
bene Bahngleichung des Himmelskörpers darstellt. 
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Aus den letzten beiden Gleichungen (V; 73), die nach Einsetzen der Werte 
für die Konstanten | 


GET + MyC0OSag, 
Yo6G = (I = cosag) + sinag 
Te 
lauten, erhält man nach kurzer Rechnung 


I | ' 
0 0 


und damit 
y 2 
N = —- = 2 — r,4?0 =qA (7, cosagq > ß, sin &g) = 


= ——[0,(, +) F + w&C] = ro + 56] 


UoYoo 


und somit für o die schöne Formel 


oft 6 


(1:78) = 


43. Bedeutung und Auflösung der Haupigleichung 


Daß die transzendente Hauptgleichung (V; 51) lediglich eine Umschreibung der 
KerLegschen Gleichung und ihrer Analoga darstellt, ist leicht einzusehen. Das 
„Integral der Anomalie“ 


® 


dv T 
[Era ea 


% 


das in (III; 4ı) übergeht, wenn für i, die Periheldurchgangszeit T und dement- 
sprechend v, = 0 eingesetzt wird, stellt ; ja bereits eine für alle Bahntypen gül- 
tige Gleichung dar, aus der, wie in Abschn. 22 gezeigt worden ist, die KEPLER- 
sche Gleichung und die ihr entsprechenden Formeln (III; 43) für den para- 
bolischen und (III; 5ı) für den hyperbolischen Fall abgeleitet werden können. 
Diese Integralbeziehung nimmt aber, wenn wir 


dv 5 _,,_Vb. d 


vo Itecosv- --; — 
dgq v’ = Y’ To 


MD. 
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setzen, die Form (V; 38) 
q 
[ rdgq=ı 
r 


an, aus der durch Ausführung der Integration die Hauptgleichung folgt. 
Natürlich kann man die KerLersche Gleichung auch direkt in die Haupt- 
gleichung überführen. Schreibt man für die Zeitpunkte 2 und i, 


E ee 
Ya? 
u — T 


Yas ’ 


so lautet, mit E— E, = 4, die Differenz dieser beiden Gleichungen 


3 


E,-esnE=M, = 


A—elsin (E,+ A) —- sinE) = erZ 
oder 
(tr —ecosE,)sinA+ esinE, (1 — cos) + A - sini= — 


Vas 
_ I 


. I ; 

Setzt man hierin — ‚nach (V; 2 

Tr” (V; 25) 

esinE, = Ve IT —-ecosE, = 80 
j Us, Ho 

‚und führt man ierner die c-Funktionen 

sın / I — cos4 A — sin? 

1) =, =, = 


ein, so erhält man 


43 
1 + 690, Y@ u A = An Yei 
Ag Üg Ko 


oder, wenn man durch die rechte Seite dividiert und 
i=zı)o 


setzt, 
| ++ FRI, c,=c,(A) = c,(0,7?2?) 


bzw., da nach (V;44) = ı — A, = De C30,7°2° und da u, — = &, 


ZH 5 T + GT —=I. 
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Mit den Bezeichnungen (V; 53) nimmt also die Hauptgleichung die beiden 
äquivalenten Formen (V; 51, 54) 
| 2 + 972° + 0E2?=1I, 
(V; 79) 2 4 C 2 I. 
NH =I 


an. Die neue Variable z ist dabei durch 


(V; 80) AR en 
T Yo 

definiert. Setzt man wieder E — E, = A und für die Differenz der mittleren 
3 

Anomalien M—- M,=ut=1rT mr , so ist 
0 

M= My = n = 1% indnach (V;27) &,= Vo » 
0 
also 
, En = Eo , E, 
(V; 81) "TM-mMıu 


In der elliptischen Bewegung bedeutet also z das Verhältnis zwischen den 
Ouotienten aus den Differenzen- und Differentialquotienten der exzentrischen 
und der mittleren Anomalie, wobei die Differenzenquotienten sich auf das zu 
überbrückende Zeitintervall # — i,, die Differentialquotienten auf die Epoche 
ty beziehen. Hieraus folgt, daß z — I, wenn T — 0, was man auch aus (V; 79) 
ablesen kann, dan, und £, proportional. T bzw. T? sind. Ferner folgt aus (V; 81), 
daß z stets reell ist, daE und M, E und M für hyperbolische Bahnen gleich- 
zeitig imaginär werden. Da die beiden Anomalien ferner im gleichen Sinne 
wachsen, ist z immer positiv. Eine andere, sehr anschauliche, geometrische 
Deutung der Größe z liest man aus (V; 50) ab. Da nämlich d = ı/r, also 


d.h., z ist der über das Zeitintervall [0,7] erstreckte Mittelwert von m = A, 


Für Parabelbahnen nimmt (V;81) die unbestimmte Form o:oan. Daß dieser 
Ausdruck aber für e— I, 0 o einem wohldefinierten Grenzwert zustrebt, folgt 
aus (V;79) selbst, da für e= 0 die Funktionen c, und c; in ihre konstanten 


Glieder — bzw. 7 übergehen und die algebraische Gleichung dritten Grades 


(V; 82) z+ Zn? = in, =13 (4338) 
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sicher eine reelle Lösung besitzt. Da&e = 0, also für Parabeln e = u und 
daher £ = £, kann in dieser Formel auch £, statt Ö, gesetzt werden. 

Daß die kubische Gleichung (V; 82) aus der kubischen Gleichung (III; 43) 
folgt, läßt sich ebenfalls leicht zeigen. Schreibt man (III; 43) für die Zeit- 
punkte ? und {, auf: 


+ tg = 

302 ar’ 
PROBE U) Ee 
ur YzP 


so erhält man als Differenz 


tg - tg + — (te 2-10) - a 


U U 
(tet - 15%) 


Setzt man zur Abkürzung 


oder 
T 


Ya 


La (gel + titel 4 tgl “)| - 


v U, U 
A= 8 = 8 j B=ı+187 8 3 
so gilt demnach 


I T 
V;8 4[B+ 44°) = —— 
(V; 83) : Ser 
Nun ist nach (V; 26) | 
gu - ‚ ao t®— +2 El = 
u ı tg — ww? 


Die Lösung dieser quadratischen Gleichung lautet 


v I nn 
tg — = — [u -9 + Yu? -dlau -9 —- 02). 
E- zer + Ju? — 8 (zu )| 
Da nach (V; 29) 2u -%” —0°=g= 0, so erhält man 
vv» n-dtmM 
tg — = Sen, 
8, 9 


also, je nach Wahl des Vorzeichens 


v 2u-0 0 v Y9 
tg— = ——— = — oder tg— = — —. 
cur un Ber er 


Bedeutung und Auflösung der Hauptgleichung 219 


Da aber nach Definition o mit v (im Perihel) gleichzeitig verschwindet, so ist die 
erste dieser beiden Lösungen zu wählen. Es ist demnach 


v 1) v o Ott KT? 
m 2 Y% 
wenn man bedenkt, daß für Parabene=u -o=w«,=4c= 1, also nach 
(V; 57, 58) 
Ao = 0,+ wız, Ad = Y,. 
Mit (V; 84) erhält man für die Größen A und B 


A= 


UNZT O 
Ze B=1+ (0 + W2) = (2 + 027), 
0 


Y » 


da ja 06 — 24, — d,. Die Gleichung (V; 83) erhält also die Form 


UpZT | I Ei T 
——I2 0,27 — = ——— 
oder 
| SEI ITRN  .. 


Dieser Ausdruck ist aber mit (V; 82) identisch, da für die Periheldistanz 


Rn eu _. a 7 /\ d, 
ul SB Vor Tr 


? d 


d, nn Ko FE 4 
a) = a = 


und demnach die rechte Seite von (V; 85) gleich der Einheit. 
Liegt die Epoche im Perihel, so folgt aus (V; 84) wegen o, = 0, also wegen 


2 
Gr 2 


gilt. Es ist also 


N Se zT 
2 Te 


Setzt man dies in (III; 43) ein, so folgt ohne weitere Rechnung 


(V; 86) + chr=ı (=) 


als die parabolische Form der Hauptgleichung für das Perihel..als Ausgangsort. 
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Die im allgemeinen transzendente Hauptgleichung wird in zwei Sonderfällen 
rational: 


I. für Kreisbahnen: Wegeno =e = owirdauchn = & = 0, und die Haupt- 

gleichung nimmt die triviale Form 
el 
an. 

2. für Parabelbahnen: Wegen ge = xy = o werden die c-Funktionen konstant, 
und es ergibt sich, wie schon erwähnt, die kubische Gleichung (V; 82). 

In allen anderen Fällen muß man die Hauptgleichung durch Iteration 
lösen. Bei schwach exzentrischen Bahnen, im Falle kleiner Zwischen- 
zeiten auch bei Bahnen beliebigen Typs, wird man die Rechnung stets mit der 
Ausgangsnäherung 2, = I beginnen können. Bei parabelnahen Bahnen und 
größerer Zwischenzeit wird man die Lösung der kubischen Gleichung (V; 82) 
als Ausgangshypothese vorziehen. Das Iterationsverfahren selbst gestaltet sich 
sehr einfach, wenn man sich der NEewToxschen Näherungsmethode bedient. 
Es gilt, die Nullstelle der Funktion 


(V; 87) Hle)= 240m? + oa. —-I 


aufzusuchen. Ist 2, ein Näherungswert der Lösung von H (z) = o, so lautet die 
Tavrorsche Entwicklung von H (z) um 2, 


(V;8) H=H,+ Hodz+ —, —; H6(62)? + Fi, (2° +, 


usw. 


wenn z die strenge Lösung und öz = 2 — 2, ist. Bei der Bildung der Differential- 
quotienten von H nach 2 bedenken wir, daß 


(V;; 80) 


| (+12’ +1) =. a2”. 


dz 
Dies folgt, aus (V; 45), wenn manga = Zr setzt und berücksichtigt, daß z hier 


die einzige Variable ist, also ı als konstanter Parameter auftritt, ebenso wie ja 
auch n, und Ö,, die t enthalten, als konstant anzusehen sind. Es ist also 


‚. dH 
1 Pr: + C1N2 + 96, = 
z 
und somit 
62 = Min 2 =2,+ 62 
I, 


eine bessere Näherung für z, die wir erhalten, wenn wir in (V; 88) die höheren 
Potenzen von öz vernachlässigen. Man kann dieses Verfahren wiederholen und 
wird in praktischen Fällen meist mit ein bis zwei Iterationen auskommen. 
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Es ıst aber auch möglich, die Entwicklung (V;; 88) so umzuformen, daß ein 
strenger und geschlossener Ausdruck entsteht. Differenzieren wir H (z) fort- 
schreitend nach z, so folgt neben H’ = A 


H’"=A= om + 2 = MI — 08X2) + Eo2(I — X) = 
=NMmtiz—gudtın2), 
(1,9) HT=- N". u N=.- HA), 
HT=4"= Hd, 
woraus für A(z) und H (z) die Differentialgleichungen 


(V; 91) A”"+ 44 =0; HY+yH"=o 


folgen, deren Gültigkeit man übrigens auch direkt aus (V; 65) ableitet, wenn 
man die Differentialquotienten nach g durch die nach z ersetzt. Es sei nun 


9, = 6,[%6(62)°]; 
dann gilt, entsprechend (V; 44), die Rekursionsformel 


I 
(V; 92) Y,+ Km +2 =: (= 0,1,2, ...) 


Benutzt man (V; 92), um die reziproken Fakultäten in (V; 88) zu eliminieren, 
so erhält man 


0 A,lYo + 92% (62)? + Hoö2[yı + Y3Xo (62)?] + 
+ A (62)’ ya + 9a 62) + = 
= Hy + yHoöz + YalHo + XoAo! (62)? + YalAo + Hol (62)? 

als geschlossenen Ausdruck, da die nachfolgenden Glieder wegen (V;gı) ver- 
schwinden. Nach (V; 90) ist aber H, = A, = A(z,) und 

H+uh mt a tn®- Demut 5% 

H+4uh=-&+ Ko = &: 
und für öz gilt daher die Gleichung 
(V;9) o=y HA + Yıd62 4 Yale — Xu + 5020) (62)? +.9350 (02)? . 


Ist nun 2, ein roher Näherungswert für z, so sind, =H (2) und öz klein, 
und man kann mit 
YoHo = H, 


V; 6, = --. 
(V; 94) N) yıdh A, 
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die Funktionen y, = c,[x,(62)?] und die Glieder 2. und 3.Ordnung in (V; 93) 
genau genug bestimmen. Es wird dann 


Vi) = tet te 
e 6 

einen fast strengen Wert für die Verbesserung von z, darstellen. Je nach Güte 

der Ausgangsnäherung kann auf die Mitnahme des letzten oder der beiden 

letzten Glieder verzichtet werden. Solltez, = 2, + 62 die Hauptgleichung noch 

nicht befriedigen, so führt eine weitere Verbesserung mit 


H (2,) 
A 


stets zum Ziel, wobei man, da H (z,) sehr klein ist, für A den Wert A, = 4(z,) 
aus der ersten Hypothese übernehmen darf, statt einen neuen Wert A(z,) zu 
berechnen. 

Ist die Bahn eine Parabel, so findet man z als Lösung der kubischen Glei- 
chung (V; 82) 


z + m? 4 or =z+ a2-+bz=1. 


Führt man statt z die neue Unbekannte 


a 
U=2— — 


3b 
ein, so nimmt diese Gleichung die Normalform 


| ee ee ge 
(V\;9y) "+au=ß, mit « Tue B 2768 


an, deren einzige reelle . durch die CArDAnIsche Formel 


V;8) “= Ver yleyı (ey ey (ey y£ e_yey4+ (ey — 
(V; 98) z 
2 3 
gegeben ist, da die Diskriminante - au a immer positiv ist. Das ist leicht 


2 
einzusehen: Es ist nämlich 35 — = — (2, —- m) = 2 (28, — 00), und da 


für die Parabel u = &,alsod =u-+ ee - t=2.2.- 0? = £ > 0, so Ist auch 
@>0. | 

Für die numerische Rechnung kann man dasselbe Verfahren einschlagen wie 
am Schluß des Abschn. 34. Setzt man zur Abkürzung 
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so wird 
3/7 DD“ 3 er 
z /P8 zu z D. 2X | 
a 2 Ha ++ Yo a 


Andererseits ıst 


SE ee 


also 
3 
A af 
2X 20% 
und somit 
Be: 3m 
um, 
«a ıTm-+ m? 


De 
I—Xx 

wenn m = gesetzt wird. 
I+x% 


Man kann das hier skizzierte Lösungsverfahren auch bei parabelnahen Bah- 
nen verwenden, wobei es gleichgültig ist, ob es sich um solche von elliptischem 
oder hyperbolischem Charakter handelt. Schreibt man 


(V;999 A= 20, B=6aL,; T=2B —-A?Y, g=3B(A+B) — 


so ıst 
a I zu ne 2. Mm 
Ta Be Beer Bi ıtm+ m? 
V:+ 


und schließlich 
A 
Für strenge Parabelbahnen hat man 
A=n., B=ile) 


zu setzen. Handelt es sich dagegen um eine parabelähnliche Ellipse oder Hyper- 
bel, so löst man die Aufgabe zunächst mit diesen provisorischen Werten und 
verbessert dann A, B gemäß (V; 99), indem man mit der provisorischen Lö- 
sung 2, die Funktionen cg (492°), 3 (X,2°) der Tafel Anhang B entnimmt. Nöti- 
genfalls ist dieses Iterationsverfahren zu wiederholen, bis die Rechnung steht. 

Besonders einfach gestaltet sich die Rechnung, wenn die Epoche auf das 
Perihel fällt. Dann ist A = o, und das ganze Formelsystem reduziert sich auf 


I ix zm 
among mM — ‚= . 
hr. = I+tm+ m 

Pr E79 
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2 


Für strenge Parabeln liefert dieser Algorithmus mit /, = F und c, = = die 


Lösung direkt, während man bei parabelnahen Bahnen die Iteration mit dieser 
Lösung als Anfangswert beginnt. 

Man kann die Lösung der kubischen Gleichung (V ;97) oder der für das Perihel 
als Ausgangsort gültiger Hauptgleichung (V; 86) der Parabel auch direkt der 


Barkerschen Tafel entnehmen. Multipliziert man (V ;86) mit Y& und setzt 


W 
man 2 y* — tg z.,@ erhält man in 


W„ ı1,W ı/& 
+, ya 


eine Gleichung, deren Lösung man in der Tafel aufsuchen oder nach irgend- 
einer der in Abschn. 34 beschriebenen Methoden errechnen kann. Multipliziert 


man (V; 97) ) mit y& und setzt % n 8, so ergibt sich die Gleichung 


En a 


W I, ”-yE 3 


die in derselben Weise gelöst wird. Im Anhang A (TafelX) findet man auch 
genäherte Lösungen der Gleichung (V;; 86) mit 5 = Er die beim Aufsuchen 


geeigneter Ausgangsnäherungen für die Iteration gute Dienste leistet und die 
man, mit d = c,/,, auch bei der Lösung der allgemeinen Hauptgleichung für 
das Perihel als Ausgangsort verwenden kann. 

Will man, ausgehend von dem Bewegungszustand zur Epoche ? = i,, eine 
Ephemeride für gleichmäßig wachsende Zwischenzeiten 


=Nn., M=1,2,3,...) 


berechnen, so kommt man, wenn das Ephemeridenintervall z, genügend klein 
ist, bei der Lösung der Hauptgleichung für den ersten Schritt (7, = 7,) immer 
mit der Ausgangshypothese 2, = I aus, und zwar ganz unabhängig von der 
Bahnform. Für jeden folgenden Schritt wird man dann das z des vorhergehen- 
den als Näherung benutzen — besser noch, wenn die Folge der strengen Lösun- 
gen für die Zwischenzeiten r, durch 2, (r = I, 2, 3, ...) gegeben ist, einen auf 
Grund dieser Folge zu extrapolierenden z-Wert. Man wird dann immer mit 
einer einzigen Verbesserung nach (V; 96) zum Ziel kommen. 


44. Übergang auf die Apsiden 
Im allgemeinen wird die Ausgangsepoche i,, auf die sich die lokalen Elemente 


%y, ... 2, und die Invarianten u,, 0,, ... beziehen, einem beliebigen Bahnpunkt 
entsprechen. Unter Umständen wird es aber erwünscht sein, von £, auf die 
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Periheldurchgangszeit T (oder die Apheldurchgangszeit 7’) überzugehen, da 
für diese ausgezeichneten Punkte der Bahn die Formeln der Ephemeridenrech- 
nung einfacher werden. Das fällt besonders bei stark exzentrischen Bahnen ins 
(Gewicht, während es sich bei Bahnen kleiner Exzentrizität kaum lohnt, diesen 
Übergang zu vollziehen, da der Gewinn an Einfachheit der Rechnung nur ge- 
ring ist und da ja bei solchen Bahnen die Lage der Apsiden ohnehin unsicher 
ist und für e — o sogar unbestimmt wird. 

Im Abschn. 42 wurde gezeigt, wie man von jeder beliebigen Epoche :,, für 
die man die lokalen Elemente und Invarianten kennt, auf jede beliebige andere 
Epoche übergehen kann. Die Formeln (V; 60) geben die Werte der Invarianten 
für die neue Epoche z mit der Zwischenzeit 7 = k(f — 1,), die Formeln (V; 70, 
71) die für die Berechnung der neuen Orts- und Geschwindigkeitskoordinaten 
nötigen Größen F, G; F, G, die Formeln (V; 61) bzw. (V; 72) sodann die recht- 
winkligen Koordinaten des Ortes und der Geschwindigkeit selbst, aus denen 
sich dann (als Rechnungskontrolle) die neuen Invarianten nochmals berechnen 
lassen. Auch die Formeln (V; 75, 78) für A und o müssen in diesem Zusammen- 
hang genannt werden. 

Der Übergang auf die Apsiden ist dadurch gekennzeichnet, daß für den 
neuen Ort die Apsidenbedingung o = o erfüllt sein muß. Man erhält also, da 
A = 0, nach (V; 57) 


(V; 100) + HET? = 09 


als notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß der neue Ort im Perihel 
oder Aphel der Bahn liegt. Setzt man für den Augenblick 


Te, _ 
so erhält man nach (V; 100) wegen c, = cos (y Yo.) Me sin (yYeo) y aus 
yYo 
ZN 0, 
(V; 202) te (9 Vo) = 8, 
0 


und die Hauptgleichung ergibt dann, wenn man sie mit 7 multipliziert, die ge- 
suchte Zwischenzeit 


(V; 102) T=y+ 9 + 599%; Le, = c,(9Y°)]- 


Die Formel (V; ıo1) lehrt, daß für elliptische Bahnen (eo, > o) unendlich 
viele Lösungen y bzw. 1 existieren, in Übereinstimmung mit der Tatsache, daß 
der Himmelskörper die Apsiden unendlich oft durchläuft. Von diesen Lösungen 
interessieren nur die beiden absolut kleinsten, von denen die eine einem Perihel-, 
die andere einem Apheldurchgang entspricht. Die Entscheidung darüber, welche 
dieser Lösungen auf das Perihel führt, liefert Formel (V; 57): 


(V; 103) Ae= oo. — 61000); (ZI 0999). 


Dem Übergang auf das nächstliegende Perihel entspricht dasjenige y, das den 
Ausdruck (V; 103) positiv macht. | 


15 Stumpff, Himmelsmechanik 
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Ist die Bahn schwach exzentrisch, so sind Zähler und Nenner von (V; IoI) 
klein; die Bestimmung von y und r wird also unsicher. Für Kreisbahnen wird 
sie unmöglich. 

Bei Parabelbahnen wird (V; ıor) wegen 9, = o unbrauchbar. Dann ist aber 
6, = 64 = I, und man liest aus (V; 100) ab, daß 


Bei parabelnahen Ellipsen oder Hyperbeln kann man die Gleichung (V; 100) 


_H (a) 
&, C1 (0, 9°) 


(V; 1204) y- (Cg = I — 50,9”) 


durch Iteration lösen, was auf die Folge 


y 0, Zn 6 (0 Y0) ee u) 
; ee Aal) (9) 


führt. Diese Folge konvergiert rasch, wenn der Himmelskörper sich zur Epoche 
in der Nähe der Apsiden aufhält. In der Nähe der Endpunkte der kleinen Achse 
einer langgestreckten Ellipse würde sie unbrauchbar werden. In diesen Punkten 
wird nicht nur &, = 0, sondern auch c, = cos (E — E,) = 0, denn für den Über- 


gang zwischen diesen Bahnpunkten und den Apsiden ist jaE — E, = + .In 
diesem Falle setzt man in (V; 100) c, = I — 0,9? -c, und erhält mit 
0, + CE — 090,0, 9° = 0 


eine quadratische Gleichung, deren Lösungen den Übergang auf Perihel und 
Aphel vermitteln, wenn man in c, (0,Y°), ca (0, y?) in erster Näherung die Lösung 
für die Endpunkte der kleinen Achse selbst einsetzt, nämlich 


I 
Yy == + ——— = + m y 
V 620, 21% 
. I — cos — ’ 
daja,mitE — E, = au (= Bi ne In diesen Fällen (Ausgangs- 
2 


ort in der Nähe eines Endpunktes B der kleinen Achse) ist es vorteilhaft, auf B 


statt auf die Apsiden überzugehen. Das geschieht nach (V; 103), dae = o, mit 
2 
EL, 0 \%07) ‚einer Gleichung, die dann ebenso wie (V ;104) durch schnell 
9% C1(@Y”) 
konvergierende Iteration lösbar ist. Sind Koordinaten und Invarianten für B 
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als Ausgangsort bekannt, so nimmt die Hauptgleichung für die Ephemeriden- 
rechnung von diesem Punkt aus die Form einer quadratischen Gleichung 


an. 


Ist der Übergang auf das Perihel vollzogen, d.h., hat man y, rundz = 2 

T 
bestimmt, so findet man die Invarianten des Perihels aus (V;; 60), ferner FG, ... 
und die Koordinaten x, ... 2 des Perihelsin der üblichen Weise. Für die letzte- 
ren muß insbesondere die Kontrollgleichung 


22 + yj+z22=r?o=o 
erfüllt sein. Mit Hilfe der neuen Koordinaten und Invarianten läßt sich dann 
die Berechnung beliebiger Bahnörter nach den für das Perihel als Ausgangsort 


gültigen einfacheren Formeln vornehmen. Insbesondere erhält die Haupt- 
gleichung für das Perihel die Form 


(V; 105) +00, = 1, 


für deren Lösung Tafel A X geeignete Näherungswerte liefert. 


45. Diskussion der Haupigleschung. Eindeutigkeit der Lösung 


Die Lösung der Hauptgleichung in ihrer allgemeinen Form (V; 51) hängt von 
drei Konstanten n, ©, xy ab, die wir hier der Einfachheit halber ohne den Index o 
schreiben. Die Gesamtheit der Lösungen aller möglichen Gleichungen dieser 
Art, von denen jede einen Fall der Ephemeridenrechnung mit gegebenen Aus- 
gangswerten und gegebener Zwischenzeit repräsentiert, wird also durch die 
einparametrige Flächenschar 2 = const im (n, &, x)-Raum dargestellt. Diese 
Flächen sind transzendent, ihre Spuren auf den Ebenen x = const dagegen 
sind gerade Linien, da für vorgegebenes y die Gleichung 


(V; 106) GENF 2 0 eT1=2 


in n und £ linear ist. Setzt man y = 0, so stellt die Geradenschar 
I I 
(V ; 107) (2) = ll grrtzrıe0 


in der (n, £)-Ebene die Lösungen aller Aufgaben der Ephemeridenrechnung dar, 
die bei parabolischen Bahnen vorkommen. Wegen der Rationalität dieser 
Gleichung in bezug auf z ist die Diskussion dieser Fälle besonders einfach. Die 
Geradenschar (V; 107) besitzt eine Envelodde, deren Gleichung man erhält, 
wenn man aus 

af 


te) = 0; gl) = rg: +n2+ te = 0 


15* 
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den Parameter z eliminiert. Das ergibt nach kurzer elementarer Rechnung als 
Gleichung der Enveloppe 


4 4 1/ 3 \ 
(V; 108) =: nt (+20), 

I 9 z 
also eine schiefe Neırısche Parabel (Abb. 43), die aus zwei Ästen besteht, ent- 
sprechend den beiden Vorzeichen der Quadratwurzel. Diese laufen im Punkte 


Abb. 43. Lösungen der Hauptgleichung für y = o (Parabelbahnen). 


in einer Spitze (S) zusammen. Links von dieser Spitze, d.h. fürn < — = ‚ hat die 
Enveloppe keine reellen Punkte. 3 

Für alle reellen Parabelbahnen ist #7? = 2° — 7? > o. Alle Punkte n, Z, die 
als Daten bei der Berechnung parabolischer Bahnen auftreten, liegen also ober- 
halb der Parabel 


(V; 109) eV, 
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die die n-Achse im Koordinatenanfangspunkt berührt. Auf dieser die reellen 
Fälle einschließenden „Grenzparabel“ ist 9 = o, verschwindet also der Bahn- 
parameter ?, d.h., jeder Punkt der Grenzparabel entspricht dem singulären 
Fall einer geradlinigen Bahn. 

Die Enveloppe (V; 108) hat mit der Grenzparabel (V; 109) nur zwei Punkte 
gemeinsam. Setzt man nämlich (V;; 109) in (V; 108) ein, so erhält man 


LE. 
(44 127 +99) = Pan +2)”?=0; [= ai 
Die beiden Punkte 


n=0, &=0o (Koordinatenanfang) 
(V; IIo) 


n=--—, {= . (Spitze der Enveloppe) 


sind also beiden Kurven gemeinsam. Alle anderen Punkte der Enveloppe liegen 
außerhalb der Grenzparabel. Sei nämlich £, (n) die Ordinate eines Punktes der 
Grenzparabel und {, (n) die zur gleichen Abszisse 7 gehörige Ordinate des oberen 
Astes der Enveloppe, so ist 


2 __A_yı 4) a, 

rn o,= 9 „+4 (1+ 20). 
also 

m 8\_4 SR N: 

au = mt 2040) a4 Sm)r+ tn 


I 2 / 3 ) 
= — a eV a 
etz) Yrra 
Da nun für alle reellen Punkte der Enveloppe 7 + = > 0, so folgt daraus 


6%, — 6220, so daß also, abgesehen von den beiden gemeinsamen Punkten 
(V; ııo) der beiden Kurven, die Enveloppe überall außerhalb (unterhalb) der 
Grenzparabel verläuft. Das geht übrigens auch aus der Tatsache hervor, daß 
auf der Enveloppe überall 


ek =ıtnmtit2=-  =A=o 
2 7 
ist, was (abgesehen von den geradlinigen Bahnen, bei denen unter Umständen 
auch r = 0 vorkommt) bei reellen Bahnen niemals eintreten kann. 

Alle Geraden 2 = const, die reellen Bahnbedingungen entsprechen, müssen 
die Grenzparabel schneiden. Bringt man (V ; 109) mit der Schargeraden (V;; 106) 
zum Schnitt, so ergibt sich für die Abszissen der Schnittpunkte die quadra- 
tische Gleichung 


22 23 
—y+ — ?+2—-1I=0 
7 I2 
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Die Koordinaten der Schnittpunkte sind also 


I ı/I2 — 32 I 6-4 32 _ 1/12 — 32 
u EEE ie 


2 2 2 2 2? 2? 


| 


Diese sind nur füro< 2 4 rreell und endlich. Die Lösung der Hauptgleichung 
ist also, wie wir schon früher erkannten, stets positiv. Daß sie auch eindeutig 
ist, geht unmittelbar aus der Form der Enveloppe hervor. Alle Geraden 
2 = const erhält man, wenn man die Tangente der Enveloppe auf den beiden 
Ästen dieser Kurve abrollen läßt. Da nun der untere Ast der Enveloppe nach 
oben, der obere nach unten gekrümmt ist, so folgt schon aus der Anschauung, 
daß bei diesem Abrollen das außerhalb der Enveloppe liegende Gebiet einfach 
überstrichen wird, während nur aus Punkten im Innern der Enveloppe mehrere 
(drei!) Tangenten an diese Kurve gezogen werden können. Die Krümmung der 
Enveloppe ergibt sich aus (V; 108) durch zweimaliges Differenzieren nach 7: 


de 
De Zu, 
an & 3 

4 ++ a 


übereinstimmend mit obiger Bemerkung, da das obere Zeichen für den oberen, 
das untere für den unteren Ast gilt. Da das Innere der Grenzparabel und der 
Enveloppe einander ausschließen, ist damit die Eindeutigkeit der Lösung der 
Hauptgleichung für Parabelbahnen bewiesen. Dieser Beweis ist übrigens schon 
früher (Abschn. 43) erbracht worden, als gezeigt wurde, daß die Diskriminante 
der cardanischen Formel (V; 98) für alle reellen Parabelbahnen positiv ist. Der 
obige Beweis sagt aber noch mehr aus: Er zeigt, daß die kubische Hauptglei- 
chung nur für diejenigen imaginären Fälle der Ephemeridenrechnung drei 
reelle Wurzeln hat (casus irreducibilis!), die durch Punkte n,& im Innern der 
Enveloppe gekennzeichnet sind. 

Die Diskussion der Hauptgleichung für elliptische und hyperbolische Bahnen 
ist wesentlich komplizierter - sie führt auf interessante geometrische Einsichten, 
über die man in der Literatur!) nachlesen möge. Hier sollen nur einige wesent- 
liche Punkte hervorgehoben werden. 

Legt man durch die Flächenschar 2 = const eine zur (n, Ö)-Ebene parallele 
Fläche y = const # 0, so sind in dieser Ebene die Spuren z = const ebenfalls 
gerade Linien. Diejenigen Punkte n, Z, die reellen Aufgaben der Ephemeriden- 
rechnung entsprechen, liegen, ebenso wieim Falley = o, innerhalb einer Grenz- 
parabel 


(Mau) Ir =20E—-? —-y=0, 
die derim Falle parabolischer Bahnen (V ;109) kongruent ist. Ihr Scheitel berührt 
die Geraded = — — x,d.h. also: Für elliptische Bahnen liegt der Koordinaten- 


1) K.Stumprr : Neue Theorie und Methode der Ephemeridenrechnung. Abhandlg. 
der Deutschen Akad. d. Wiss. Berlin 1949. 
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ursprung im Innern der Grenzparabel; die Kreisbahn (n = £ = o) ist also im 
Bereich reeller Aufgaben eingeschlossen, wie es sein muß; für hyperbolische 
Bahnen (xy < o) liegt die Grenzparabel ganz oberhalb der Abszissenachse. Im 
(n, &, x)-Raum ist die Grenzfläche, die die reellen Fälle der Ephemeriden- 
rechnung von den imaginären trennt und auf der alle Fälle geradliniger Bahnen 
liegen, ein parabolischer Zylinder mit der Gleichung (V; ıı1). 

Auch in den Schnitten y = const #0 haben die Geraden z = const eine 
Enveloppe. Diese besteht, wie hier nur erwähnt werden soll, im Falle ellip- 
tischer Bahnen aus unendlich vielen asymptotisch ineinander übergehenden 
Ästen und liegt, bis auf endlich viele Spitzen, ganz außerhalb der Grenzparabel. 
Es läßt sich ferner zeigen, daß die Schar der Geraden z = const das Innere der 
Grenzparabel einfach überstreicht, so daß auch für nichtparabolische Bahnen 
die Eindeutigkeit der Lösung der Hauptgleichung unter allen Umständen ge- 
währleistet ist. Der Beweis möge hier seiner grundsätzlichen Bedeutung wegen 
Platz finden: 


Betrachten wir in der Gleichung der Schargeraden 
(V; 112) Gen tat =ı-z, [ei = c,lg®)] 


die Abszisse 7 als konstant und differenzieren wir nach £ und z, so ergibt sich 
nach (V; 80) 
dz(c2n + 02?d) + Abo? = —dz, 


also 
de I+am to? A 


dz 032° Be 


Da nun c, (x2?) für alle endlichen Werte des Arguments positiv ist und dasselbe, 
reelle Bahnen vorausgesetzt, auch für A gilt, so ist die Behauptung bewiesen, 
wenn man nachweisen kann, daß z für alle reellen Fälle positiv ist, d.h., daß 
alle Geraden 2 = const, die ins Innere der Grenzparabel gelangen, zu positiven 
Werten des Parameters z gehören. In diesem Falle ist sicher, daß überall im 


Innern der Grenzparabel = <.0o, d.h. die Geraden 2 = const sich in diesem 


Gebiet nirgends schneiden. 

Nun ist der Nachweis, daß z > o ist, schon früher auf Grund der Definition 
dieser Größe (V; 81) wenigstens für den elliptischen Fall erbracht worden. Er 
folgt aber auch ohne jede Fallunterscheidung aus (V ;81a), da z sich als Mittel- 
wert einer stets positiven Größe erweist. Schließlich kann man diesen Nach- 
weis auch folgendermaßen führen, wobei gleichzeitig die Grenzen bestimmt 
werden, innerhalb derer 2 liegen kann: 

Die Abszissen der Schnittpunkte der Schargeraden (V; ıız) mit der Grenz- 
parabel (V; ııı) erfüllen die Gleichung 


2(1 —2) 


2 a 
Te T% 
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deren Lösungen 
c?2 + 24(1 — 2) + 022 
EL IR j un an 
3 
lauten. Setzt man nun nach (V; 44) 6342? = I — c, und bedenkt, daß 


5-0 = —20, 


wie man aus der Definition der c-Funktionen leicht nachweist, so erhält man 


Dieser Ausdruck ist aber reell nur für 


(3 
o<2S—, 
C4 


da c, und c, positiv sind. Insbesondere entspricht 2 = o der unendlich fernen 
Geraden und der Maximalwert 


(V; 113) N — 


derjenigen Schargeraden, die die Grenzparabel berührt. Füry = o wird c, = —, 


Ge — also Zmax = 4, wie schon bewiesen. Für elliptische Bahnen ist 2 < Zmax 


< 4, für hyperbolische Bahnen 4 < Zmax < ®. Man beweist das leicht folgen- 
dermaßen: Im elliptischen Fall setze man A = z/y. Dann ist 


a 2.2 für >». 


— — 1I+ cos/ 


Im hyperbolischen Fall setze man A = 2)—y. Dann ist 


Tai — % 
Ta U für A>o, 
. Sa (14) rt 

| IT 


da Tg A gegen eins, Co| A gegen » strebt. 


Die obenerwähnten Spitzen der Enveloppe verdienen deswegen Interesse, 
weil sie singuläre Punkte der Grenzparabel darstellen (siehe auch Abschn. 64). 
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In der Ebene y = const des (n, Z,x)-Raumes erfüllen die Punkte n, £ der Enve- 
loppe die beiden Gleichungen 


()=2 +0? +0? —-I=0, 
ee) I+tun tal? =A=o, 
aus denen für die Koordinaten der Enveloppenpunkte die Parameterdarstellung 


(V; I14) ua Ar, = 


(63 — 165) 2? 


(4-0)2—1 
(ci — CıC5) 2? 


folgt. Die Spitzen der Enveloppe sind dadurch charakterisiert, daß für sie 

d 

SE 

dz dz 
ist. Aus (V; ıı4) folgt aber nach kurzer Rechnung, wenn man beim Differen- 
zieren die aus (V; 89) folgende Beziehung 


I 
— , 6-1 — v6,) 


und die zwischen den c-Funktionen bestehenden Identitäten, wie 
5 I 


usw. berücksichtigt, 


an GL —C dd Co 2 —C 
V: a N 3 Be a. re ne 3 2 _ 
a) dz 23 (63 — 6165)? = dz. 2 —.46)* 
A — sind „. ae 
Da nun c, (42) = u für endliches 4? immer positiv ist und dasselbe auch 
für 
4 sin? E 
I 7 4 
Beuße 7. [d — c0s 4)? — sinA (A — sinA)] = E-—rı — ze 
gilt, so sind die Gleichungen (V ;115) dann und nur dann gleichzeitig erfüllt, wenn 
02 (435) 
V; 116 ee 
| (X) 


ist. Die Lösungen dieser transzendenten Gleichung ergeben also diejenigen 
Werte 2, des Parameters z, für die die Enveloppe eine Spitze hat; die Gerade 
2 = 2, geht durch die Enveloppenspitze hindurch und berührt die beiden in 


234 Die Zweikörperbewegung als Anfangswertproblem 


ihr zusammenstoßenden Äste der Enveloppe gemeinsam. Setzen wir (V; 116) 
in (V;ı14) ein, so erhalten wir für die Koordinaten der Spitze die Ausdrücke 


= (Og — 69) Ca 4 0965 nn ale FR 
ing so ge 3 7 rg 
(c$ — C163) 62 eo 
V;ıI 
man Be (61 — 69) Ca — C1ly a 0g63 

; (c3 — 6165) 62 i 5 


wie leicht bewiesen wird, wenn man die c,(4?) in ihrer trigonometrischen Form 
schreibt. Als Argument der c-Funktionen ist in (V; 117) natürlich für z die 
x Lösung (bzw. eine der Lösungen) 

von (V; ıı6) einzusetzen. Führt man 

die Werte (V; 117) in die Gleichung 


v4 


& 2) ®. . . 
N ı {n |% [0 der Grenzparabel ein, so ergibt sich 
n a|nn] IS IS [IS I 
” PAS IE IS [8 [8 2 
2 -P+x=2-5 
8 . 
Ellipsen 2 
| 74 Ba + 212) =o 
Ausgangsort 1 |Ausgangsort 6: 5 j 


im Aphel\ 54 | im Perihel 
eine Beziehung, die identisch erfüllt 
Z ist. Die Spitzen der Enveloppe sind 
| also gleichzeitig Punkte der Grenz- 
| parabel. 
\ 34 EinebesondereBeachtung verdient 
N \\ noch der Schnitt 7 = o, der die 
x NT 24 Spuren der Flächen 2 = const auf 
SA I der (&, y)-Ebene enthält, also sämt- 
NVroI liche Fälle der Edhemeridenrechnung 
3-27) 17] 2) 23 von den Apsıden aus in sich ver- 


\ Paraben > einigt. Wählt man (Abb. 44) die L- 


EITENT, 


Achse als Abszissenachse, so trennt 
die Gerade 


ZEN x+26=0 
3 N (Web ER die reellen Fälle von den imaginären. 
S\| as Sie ist die Scheitellinie des paraboli- 
S\ schen Grenzzylinders (V; ııı) und 
[> enthält die Scheitel aller Grenz- 
Ss) parabeln der Flächen y = const. 


Abb x Rechts von dieser Geraden liegen die 
.44. Lösungen a etase ne 

der Hauptgleichung für 7 = o reellen Fälle, die hier allein inter- 

(Ausgangsort in den Apsiden). essieren. Oberhalb der Abszissen- 

achse ist der Ort der elliptischen 

Fälle (x > o), unterhalb der Ort der hyperbolischen (y < o), während die 

reellen parabolischen Fälle auf der positiven Ö-Achse liegen. Die positive 
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x-Achse dagegen entspricht den kreisförmigen Bahnen (£ = o) und teilt den 
reellen Raum der oberen Halbebene in zwei Gebiete: Im rechten oberen Qua- 
dranten ist £ > o, die Epoche fällt also in das Perihel; links der y-Achse, in dem 
keilförmigen Raum zwischen dieser und der Spur der Grenzparabeln, ist das 
Gebiet derjenigen Punkte, die einer Ephemeridenrechnung vom Adhel aus ent- 
sprechen. 

Die Spuren 2 = const sind in der (£, x)-Ebene keine Geraden, sondern ge- 
krümmte Linien, die aber für kleine |{] fast parallel zur y-Achse verlaufen und 
die Ö-Achse fast rechtwinklig schneiden. Es findet also nicht nur ein stetiger 
Übergang von der elliptischen in die hyperbolische Halbebene statt, sondern 
man bemerkt auch, daß die Lösungen der Hauptgleichung von der Invarian- 
ten o nur sehr wenig abhängen, so daß man schon mit rohen Näherungen für 
die c-Funktionen recht genaue z-Werte erhält. 

Die reellen hyperbolischen Fälle haben ihren Platz in dem keilförmigen 
Raum zwischen der positiven Z-Achse und dem unteren Strahl der Grenz- 
parabelspur. Dieses Gebiet wird durch die Gerade &+x = o in zwei Teil- 
gebiete zerlegt, deren Bedeutung durch folgende Überlegung klargestellt wird: 
Da nämlich u=e+ eo, also auch &={ + x, so folgt, . auf der Ebene 


&+ x = o bzw. auf der Spur dieser Ebene in Abb. 44,& = — = 0, also für alle 


endlichen Zwischenzeiten 7 = & ist. Alle Punkte der . + x=oent- 
sprechen also Anfangswerten, die den unendlich fernen Punkten der Bahnen 
angehören. Da elliptische Bahnen solche Punkte nicht enthalten, ist klar, daß 
die Geradeö + x = oin Abb. 44 nur in der unteren Halbebene im reellen Ge- 
biet verläuft. Sie teilt den hyperbolischen Sektor in zwei Teilgebiete ein: ein 
oberes, indemö+x> 0,d.h.#> o, und ein unteres, in dem u < o und da- 
her auch r < oist. Das gilt aber, wie aus der Polargleichung der Hyperbel- 
bahnen 
p 


a ne  — 
I+ €cosv 


‚ (e>7) 


abgelesen werden kann, für cosv <— ri also für die Punkte des zweiten Hy- 


perbelastes, der den leeren Brennpunkt (den Antifokus) umschließt. Dieser 
Hyperbelast stellt eine Bahnkurve dar, die ein Himmelskörper durchlaufen 
würde, der von der Sonne mit einer dem Quadrat des Abstandes von der Sonne 
umgekehrt proportionalen Kraft abgestoßen wird. Repulsivkräften dieser Art, 
wenn auch mit sehr unterschiedlichen Kraftgesetzen, sind z.B. die sehr kleinen 
Teilchen in den Gas- und Staubhüllen der Kometen unterworfen, die bei An- 
näherung an die Sonne teils durch den Lichtdruck, vor allem aber durch die 
solare Korpuskularstrahlung aus der Kometenkoma abgedrängt werden und 
die bekannten von der Sonne abgewandten Schweife bilden. 
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46. Berechnung einer Ephemeride aus Anfangswerten 


Die Berechnung einer Ephemeride für gleichabständige Zeitpunkte kann mit 
Hilfe der Gaussschen Formeln (Abschn. 33) durchgeführt werden. Diese Me- 
thode ist für logarithmisch-trigonometrische Rechnung sehr bequem, erfordert 
aber bei der Bestimmung der wahren Anomalie eine Auswahl des Rechenver- 
fahrens, je nach dem gerade vorliegenden Bahntyp. Für Maschinenrechnung, 
ganz besonders aber für die vollautomatische Ausführung einer Ephemeriden- 
rechnung mit drogrammgesteuerten elektronischen Rechenanlagen, eignen sich die- 
jenigen Methoden bedeutend besser, die auf den in den vorhergehenden Abschnit- 
ten entwickelten theoretischenGrundlagen beruhen. Diese Methoden sind erstens 
vom Bahntyp unabhängig, zweitens erfordern sie nur zwei „Unterprogramme“ 
[z.B. ca und c,, aus denen sich c, und, wenn. nötig, auch c, nach (V ;44) leicht 
ableiten lassen], während bei Verwendung der klassischen Methoden mindestens 
deren vier (sin, cos, arctg, In) nötig wären. Schließlich wird bei einem Rechen- 
schritt, der x, 9, 2; %, %, 2 liefern soll, nur zweimal ein Unterprogramm auf- 
zurufen sein, wenn man von den auch bei den klassischen Verfahren auftreten- 
den Iterationen absieht; hingegen würde z.B. für hyperbolische Bewegung, 
wenn Orts- und Geschwindigkeitskoordinaten nach den klassischen Formeln 
berechnet werden sollen, nicht weniger als dreizehnmal ein Unterprogramm 
aufgerufen werden müssen. Die obigen Methoden sind also für programm- 
gesteuertes Rechnen nicht nur einfacher, sondern zeichnen sich auch durch er- 
hebliche Zeitersparnis aus. 

Da die elektronischen Verfahren immer mehr an Bedeutung in der Praxis 
umfangreicher astronomischer Rechnungen gewinnen, ist es nicht überflüssig, 
ein Programm zusammenzustellen, nach dem eine ungestörte Ephemeride be- 
rechnet werden kann: 


A) Gegebene Größen 


Gegeben seien die zu der Anfangszeit ? = t, gehörenden Orts- und Geschwin- 
digkeitskoordinaten des Himmelskörpers 


Lg» Yo» % > %p: Yo &- 


Die Geschwindigkeiten mögen sich dabei auf die Zeiteinheit von 
(V; 118) = —= 58.13244 mittleren Tagen 


beziehen. Gefordert sei die Berechnung einer Ephemeride der Orts- und Ge- 
schwindigkeitskoordinaten für die Zeitpunkte £,,t,, ... £j,, deren konstante 
Abstände irgendeine ganze Zahl von Tagen betragen möge. Für eine Epheme- 
ride mit »-tägigem Intervall sei also 


= kn = 0.0172021 N 


die konstante Zwischenzeit in den Zeiteinheiten (V; 118). 
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B) Invarianten 
Mit Hilfe der Anfangsdaten werden die Invarianten für die Epoche {, 
r == x, 7 yo Zu 25; 1,0, = Hut ut 1,0, == & + % A 5 


und hieraus 7,, 0,, ®, berechnet, ferner 
, gm Tl HT TE 

ee 2 Ben FE: 2 N — 2 
Hu MH HH, = at. 


C) Iteration zur Auflösung der Haubtgleichung 
Die Hauptgleichung zum Übergang von i, auf £, lautet 
H=2z2 +0? +6? —-I=0. 


Man beginnt die Auflösung mit einer Näherung z = z, und rechnet 


212°, 
I 72 i* | NW I 22 24 
at tv en 


1 (42) =1 Arts, 
A,=ıIt+ an? ta H=:t amt —I 


02 = 7 ei 402 Rey. us 
wiederholt die Rechnung mit der neuen Näherung z und setzt dies so lange fort, 
bis 7 = 0 erfüllt ist. 

Als Ausgangsnäherung benutzt man, falls 7 nicht sehr groß ist, beim ersten 
Schritt 2, = I, bei späteren Schritten beginnt man die Iteration mit der Lö- 
sung 2 aus dem vorhergehenden Intervall oder mit einem auf Grund der bereits 
vorliegenden 2-Folge extrapolierten Wert. 


D) Koordinaten fürt = bı 


Sind z, 4?,c,, A die aus der letzten Iteration stammenden Werte, mit denen die 
Hauptgleichung 7 = o erfüllt ist, so erhält man 


2: 2 en 
1 F= 


ST 
G,= TI 552), ehe 7 ° 
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und damit x,, &, aus 


= -(-A)n+ Gi 


. 


= Rn - (U - 0) 


Entsprechende Formeln liefern yı, %, 21; &- 


E) Fortsetzung und Kontrollen 


Hat man mit den Ausgangsdaten des nächsten Schrittes, 
2%, 41,2; 8 91, 1, 
die Invarianten wu,, o,, ... x, nach (BD) berechnet, so gelten die Kontrollen 


oF, + &G 
= NAo; = ge: = Fan 


Ferner müssen nach jedem Schritt die Bahnkonstanten 


BEINE —_ fy2r\? 
eg rEs p =” (rw) — (r?o) 
denselben Wert ergeben. 

Mit den neuen Invarianten werden dann (C) und (D) durchgerechnet; man 
erhält so die Koordinaten für ? = ti, usf. 

Dieses Verfahren, das an Einfachheit und Durchsichtigkeit nichts zu wün- 
schen übrig läßt, ist den Erfordernissen einer programmgesteuerten Rechnung 
gut angepaßt. Es sind aber noch einige ergänzende Bemerkungen nützlich: 

I. Um die Aufsummierung von Abrundungstehlern möglichst unschädlich zu 
machen, ist es zweckmäßig, die Rechnung auf ein bis zwei Dezimalstellen ge- 
nauer durchzuführen als im Endergebnis verlangt wird. Insbesondere sollte 
man kleine Größen (z.B. die Invarianten und ihre Produkte mit r bzw. 7?) 
immer auf eine Mindestzahl von zählenden Stellen angeben. Im elektronischen 
Verfahren bedeutet die Mitnahme weiterer Stellen keine Mehrarbeit. 

2. Wenn nur die Ortskoordinaten, nicht aber die Geschwindigkeitskoordi- 
naten ephemeridenmäßig zu berechnen sind, wird man nicht, wie oben, jeden 
Schritt der Rechnung von neuen Anfangswerten aus unternehmen, sondern 
eine größere Anzahl von Schritten von einem und demselben Anfangszustand 
aus rechnen, indem man (DB) bis (D) mit den Zwischenzeiten r, 2t,.... nt durch- 
führt und in (D) nur F,G; x, y, 2 berechnet. Als Kontrolle dient dann nur die 
Gleichung 7,41 = r,A,. Erst nach einer gewissen Anzahl von Schritten, wenn 
die c-Funktionen, deren Argument ständig wächst, schlechter zu konvergieren 
beginnen, wird man auch die Geschwindigkeitskoordinaten in (D) berechnen 
und dann die weitere Rechnung mit (nach E sorgfältig kontrollierten) neuen 
Ausgangswerten fortsetzen. 
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3. Über die Güte der Konvergenz der Reihen für die c-Funktionen läßt sich 
folgendes sagen: Bei parabelnahen Bahnen ist o und daher (bei kleinen und 
mäßigen Zwischenzeiten) erst recht y = 07? sehr klein. Es reichen dann stets 
die beiden ersten Glieder der nach 4? = x? fortschreitenden Potenzreihen aus. 
Bei Planetoiden dient zur Abschätzung von A? die Formel 

1“ 


M=eot?aorte —. 
0 Q ar 


Setzt man, um mittlere Verhältnisse zugrunde zu legen, r = a = 2.5 und nimmt 
man als Zwischenzeit 40 Tage (T = 0.688) an, wie es bei der Berechnung spe- 
zieller Störungen üblich ist, so erhält man A? = 0.03 und für die Beträge der 
Entwicklungsglieder von c, (4?) genähert 


I: 5430 %.98870 8% 524510 9 u 


so daß für siebenstellige Rechnung (die bei der Berechnung der. c-Funktionen 
immer ausreicht) bereits das Glied mit 4° unmerklich wird. Die Reihen für 
C9, Cg, ... konvergieren noch besser. Für die Programmierung im elektronischen 
Verfahren dient der geschachtelte Ausdruck 


c,(A2) — 
ee en | 
v! +1n)(®+2) v+3)+ 4) v+5)(W+6) 


der die automatische Rechnung von innen heraus ermöglicht und auch für un- 
günstige Fälle genau genug ist, für günstigere aber durch eine einfachere Formel 
mit weniger Einschachtelungen ersetzt werden kann. 

4. Um bei großen Zwischenzeiten die erste Iteration (Auflösung der Haupt- 
gleichung für das erste Intervall) abzukürzen, kann man vorteilhaft die Formel 
(V; 95) ‚benutzen, indem man in ihr 2, = I setzt. Hat man mit diesem Anfangs- 


H 
wert öz = — wi berechnet, so ist 


z ee at et 
z2=ı1+4z mit Az=ÖzlI en, Ö2 a7! 


eine Näherungslösung, die auch bei großen Zwischenzeiten und ungewöhnlichen 
Bahnverhältnissen höchstens noch einmal verbessert zu werden braucht. 

Eine andere Möglichkeit zur Beschaffung eines guten Näherungswertes für z 
ergibt sich, wenn man die Hauptgleichung in Form einer Potenzreihe schreibt, 
indem man die c-Funktionen entwickelt: 


u { y2? 27‘ I y2? yazi 
el rn) 
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Durch Umkehrung dieser Reihe erhält man den Ausdruck 
1=1-29- 47 + Int -2 + — Kaas, 


der sich beliebig weit fortsetzen läßt und in praktischen Fällen meist rasch 
konvergiert. Bricht man die Reihe an geeigneter Stelle ab, so erhält man eine 
Formel, die einen brauchbaren Ausgangswert für die erste Iteration liefert und 
auch für elektronische Rechnung sehr bequem ist. 

5. Wie oben erwähnt, wird man bei den weiteren Schritten der Ephemeriden- 
rechnung mit konstanten Zeitintervallen die Iteration zur Auflösung der 
Hauptgleichung mit dem z des vorhergehenden Intervalls beginnen. Aber auch 
hier läßt sich leicht eine noch bessere Näherung erzielen: 

Angenommen, man suche die Lösung z, der Hauptgleichung für den Über- 
gang t, — i,, während die Lösung z, für den Übergang ti, — t, bereits vorliegt. 
Es lassen sich dann auch die Invarianten und das z für den Übergang t, — 1, 
d.h. also für die Rückwärtsberechnung der Daten für Z, aus den Daten für ?,, - 
leicht angeben. Es ist dann die Zwischenzeit — r statt 7 zu nehmen, und man 
erhält, wenn man die für diesen Übergang nötigen Größen mit dem Index ı und 
außerdem (zum Zeichen, daß der Übergang nach rückwärts gemeint ist) mit 
einem Strich bezeichnet, 


& = 51; ni = m; cı = 1; Yı = A: 
Ferner lautet die Hauptgleichung für t, > 4, 


’ [4 [4 [4 [4 14 ’ ’ - 
5 I=2,7 Com? + 0364237, [,=6, (219]» 
und es ist 
Yg I 


(V; 110) A=-= Ar I — cım2] + c9&ı21°. 
r h) 


Außerdem ist gemäß der Bedeutung von z 


also 


ferner 


Es ist daher 
I = 2,4, — 62(A6) N120A0 + 63 (45) Cı2840- 


Andererseits gilt für den Übergang i, > t, 
I=21+%(M) mit (A) rd: 
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Sei nun 4 =2,+ 62, vernachlässigt man höhere Potenzen von öz und setzt 
(für diesen Zweck genau genug) c,(4?) = c,(A5) = T: so ergibt die Differenz 


beider Gleichungen 


0= (1) malt) + tdi 2) — 


— 62 E + 912, + oa). 


Den Faktor von — öz darf man mit ausreichender Genauigkeit gleich A, setzen, 
und schreibt man ferner 


4+1= (A, - 1? + 24, = 24: 
4 —-1=(4- 1° +34 (4-9 734 (Ah —-D: 


indem man höhere Potenzen der kleinen Größe A, — ı unterdrückt, so erhält 
man 


A652 = 2), -1I-m94A + — 26, (A, - 2) 


oder, da nach (V; ııg) genähert 


I I 
1 712940 ZE z dA)? == A, 


gesetzt werden kann, 


j4 


Ad: = 2 (4 a TI = Gehe) 
0 


E33 4% 
62= 2, (: — 2) — Eu 


Wenn man auf die Gleichabständigkeit der Zeiten einer Ephemeride ver- 
zichtet, kann man die Auflösung der KerLerschen Gleichung, ihrer Analoga 
bzw. der Hauptgleichung umgehen. So lassen sich nach den früher entwickelten 
Formeln bei elliptischen Bahnen Koordinaten des Ortes und, wenn erforderlich, 
auch der Geschwindigkeit für gleiche Intervalle der wahren, exzentrischen oder 
antifokalen Anomalie berechnen und die zugehörigen Zeiten bei elliptischen 
Bahnen über die KrrLersche Gleichung 


oder 


E=T+ Ve® (E-esinE) 


16 Stumpff, Himmelsmechanik 
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ermitteln, wobei gegebenenfalls E aus 


E I-e vv E I+te w 
pe m ae te — = we 
' 2 Ve: en 67 VER: 


gewonnen wird. Diese Formeln sind für trigonometrische Rechnung geeignet. 
Wählt man äquidistante w, so erhält man, falls die Exzentrizität der Bahn klein 
ist, eine Ephemeride für nahezu gleichabständige Zeiten. Für äquidistante E ist 


dı = ap est —dE-.rYa, 


d.h., die zugehörigen r-Intervalle sind im Perihel am kleinsten, im Aphel am 
größten. Das gilt noch ausgeprägter für äquidistante v, da janach dem Flächen- 
2 j 


satz dt =dv- —. 


Diese Art der punktweisen Berechnung einer Bahn hat außer der Einfachheit 
der Rechenvorschrift noch den Vorzug, daß der schneller durchlaufene Teil der 
Bahn entsprechend dichter belegt wird als bei äquidistanten Zeiten. Das macht 
sich besonders bei stark exzentrischen Kometenbahnen vorteilhaft bemerkbar: 
Bei Ephemeriden mit gleichabständigen Zeiten müßte man in der Sonnenferne 
wegen der dort sehr langsamen Änderung der Koordinaten zu größeren Zwi- 
schenzeiten übergehen, evtl. diese sprunghaften Änderungen sogar mehrfach 
vornehmen. Daß Ephemeriden mit ungleichen Zeitintervallen auch erhebliche 
Nachteile besitzen, braucht nicht besonders hervorgehoben zu werden. 

Was hier gesagt wurde, gilt auch für die vom Bahntyp freien Methoden der 
Ephemeridenrechnung, die in diesem Kapitel beschrieben wurden. Hier ist es 
zweckmäßig, statt der gleichmäßig von einer Epoche Z, aus wachsenden 
Zwischenzeiten 7 gleichabständige Argumente y = zr zu wählen. Geht man 
von den der Epoche ? = i, zugehörigen lokalen Elementen %,, ... 2, aus, und 
hat man mit ihnen die Invarianten u,, 0,, &,, 0, berechnet, so wird der weitere 
Verlauf der Rechnung folgendermaßen vor sich gehen: Man bilde für gleich- 
mäßig wachsende 


Yn = NYı: MT, 3:3,228), 
wobei y, eine zweckmäßig zu wählende Konstante bedeutet, die Größen 


ı-F, = P’wya 
[9 = c, (0, y2)] 
G, — Y (9 + 590, Yo) > 


mit denen man die Folge der x,, y„, 2, berechnet. Legt man auch auf Geschwin- 
digkeitskoordinaten Wert, so vervollständigt man das Programm durch 


A, =I+ on Ar Ne yz, 
A,F, = Pi Yn; A„(ı — 6 ) =ı-F 


N Rn” 
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Die Folge der zugehörigen Zwischenzeiten wird aus der mit r, multiplizierten 
Hauptgleichung 


way tout En 
erhalten. Day = 27 = En proportional der Differenz E — E, verläuft, folgt, 


daß die Zeitintervalle dem Sonnenabstand proportional sind, und zwar gilt das 
für beliebige Bahntypen. 


KAPITELVI 


DIE ZWEIKÖRPERBEWEGUNG ALS 
RANDWERTPROBLEM 


47. Die Integralgleichung der Zweikörperbewegung 


Unsere bisherigen Überlegungen, das Zweikörperproblem betreffend, beruhten 
auf der Tatsache, daß die Bewegung zweier Massenpunkte um den gemein- 
samen Schwerpunkt oder die Relativbewegung des einen Massenpunktes um 
den andern durch eine vektorielle Differentialgleichung 2. Ordnung 


(VI; 2) i+t#5=0, (r=|p) 


beschrieben wird. Dieser Differentialgleichung genügen alle derartigen Bewe- 
gungen unter dem Einfluß der NewTonschen Gravitationskraft; jede konkrete 
Bewegung bedarf zu ihrer Kennzeichnung noch gewisser Anfangsbedingungen, 
die am besten durch die beiden Vektoren p, und }, gegeben werden, die den 
Ort und die Geschwindigkeit des Massenpunktes zu einer bestimmten Zeit, der 
Epoche i,, darstellen. | 

Diese Anfangsbedingungen, die es gestatten, die Bewegung als eine Wurf- 
bewegung in einem gegebenen Gravitationsfeld aufzufassen, gehen durch Grenz- 
übergang aus einem anderen System von Bedingungen hervor, das man folgen- 
dermaßen definieren kann: Es werde verlangt, daß der Massenpunkt, der zu 
einem Zeitpunkt Z, den Ort p, einnimmt, an einem späteren Zeitpunkt i, den 
Ort p, erreicht. Man könnte demnach das Problem als das des gezielten Wurfs 
bezeichnen, doch ist dabei wesentlich, daß nicht nur der Ort des Ziels, sondern 
auch die Flugdauer des Geschosses vorgegeben wird, da sonst die Lösung des 
Problems nicht eindeutig wäre. Bei oberflächlicher Betrachtung scheint es also, 
als erfordere die Determinierung des Problems durch Anfangs- und durch 
Randwerte eine verschiedene Anzahl von Konstanten. Die Anfangsbedingungen 
der Wurfbewegung lassen sich durch sechs Konstanten, nämlich die drei Ko- 
ordinaten des Anfangsortes und die drei Koordinaten der Anfangsgeschwindig- 
keit, ‘vollständig beschreiben, während die Randbedingungen des gezielten 
Wurfs die sechs Koordinaten des Start- und Zielortes, außerdem aber als sie- 
bente Konstante die „Zwischenzeit“ oder „Flugdauer“ i, — i, erfordern. Dieser 
Widerspruch klärt sich auf, wenn wir den Zielort p, in den Startpunkt p, hin- 
einrücken lassen. Im Grenzfall haben wir dann zwei unendlich benachbarte 
Örter p, und p, + dP, zwischen denen das Geschoß sich linear in der unendlich 
kleinen Flugzeit di bewegt. Im Falle der Determinierung durch Anfangswerte 
steckt also die Zwischenzeit als Differential in den drei Koordinaten der An- 
fangsgeschwindigkeit, während sie im Fall der Determinierung durch Rand- 
werte eines Intervalls neben den sechs Ortskoordinaten als endlicher Ausdruck 
erscheint. Die Zwischenzeit 2, — i, ist dann das Integral über unendlich viele 
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difierentielle Zeitelemente, in denen der Massenpunkt seine Bahn zwischen den 
beiden vorgegebenen Örtern beschreibt. Dem entspricht, daß die Lösung des 
Problems der Lösung einer Integralgleichung äquivalent ist. 

Die Bedeutung der Integralgleichungstheorie für die mathematische Be- 
handlung des Zweikörperproblems und anderer mechanischer Probleme her- 
vorgehoben und auf die Vorteile einer solchen Betrachtungsweise bei gewissen 
Aufgaben der Himmelsmechanik hingewiesen zu haben, ist das Verdienst von 
H. Bucerıvs. Er schreibt die Integralgleichung der Zweikörperbewegung 
zwischen den vorgegebenen Örtern p, und p, in der Form 


. Ps) 
(VI; 2) 1-50 + = [KG 548, r=rv(s), 
2 
wobei der Kern dieser nichtlinearen Integralgleichung die symmetrische Ge- 
stalt 
© eh =) für W<Ss<sit, 
(VI; 3) I Pe 
4) s) für ieseh, 
Bl, 
besitzt und 
2 et —-1 " L it —t 
VE) SQ=h+ MP) =hr no + MT 
1 1 


einer gleichförmig-geradlinigen Bewegung zwischen den beiden Örtern in der 
vorgegebenen Zwischenzeit entsprechen würde. Tatsächlich erhält man aus 
(VI;2) p= $, wenn man x = 0 setzt, d.h., wenn man annimmt, daß keine 
Anziehungskraft auf den Massenpunkt wirkt. 

Die Form der Gleichungen (VI; 2-4) wird einfacher, wenn man die Zwischen- 
zeit i, — 1, als Zeiteinheit wählt und die Anfangszeit Z, = 0 setzt. Dann erhält 
man, mtr=xlh -I)=%, 


| 1 
TEE 279 
0 
(VI; 5) = „_ sa 9 für oss<st, 
nes) für Zss<sI, 
| PO=na-H+ nt. 


Der Kern K (s, £) stellt für jeden Wert von Z eine gebrochene lineare Funktion 
von s dar, die für s= o unds = I verschwindet und an der Stelle s =? den 
Maximalwert ?(I — ?) erreicht. Sie besitzt dort einen Knick: Die Steigung ist 
vor dem Knick ı — t, nachher —1t. 


246 Die Zweikörperbewegung als Randwertproblem 


Daß die Integralgleichung (VI; 5) der Differentialgleichung (VI; ı) äquiva- 
lent ist, zeigt man durch zweimaliges Differenzieren nach 2. Zu diesem Zwecke 
ist es notwendig, wegen der Unstetigkeit der ersten Ableitung des Kerns das 
Integral in zwei Teile zu zerlegen: 

t 1 
pe) = Sl) +? [s« — y’Das + e ic — Pas. 
ed 
0 i 


Hieraus ergibt sich zunächst 
t 


I=d+ r2tlı a [20a = 


P(%) P6 
— Tt(ı — 0) DI + et Pas = 
t 
> > 
0 ns Pas, 
0 i 


Bei nochmaliger Dfferentiation verschwindet $, da $ eine lineare Funktion der 
Zeit ist. Ebenso verschwindet die Ableitung des ersten Integrals, das von ? un- 
abhängig ist, und man erhält, wenn man das zweite Integral nach der unteren 
Grenze differenziert, die Gleichung (VI; ı), wie zu beweisen war. | 

Die Lösung der Integralgleichung (VI; 2) oder (VI; 5) läßt sich ohne Zu- 
hilfenahme anderer Variabler durch Iteration erzwingen, wenn die Zwischen- 
zeit nicht sehr groß ist. Auf diesen Umstand lassen sich, wie BUCERIUS gezeigt 
hat, viele Näherungsmethoden zurückführen, die bei den Methoden der Bahn- 
bestimmung (siehe Abschn. 80) gebräuchlich sind. 


48. Die LAMBERTSche und die EULERSche Gleichung 


Im Verlauf der klassischen Untersuchungen über das Problem der Berechnung 
von Bahnen aus Randbedingungen, also aus zwei räumlichen Örtern einer 
Kegelschnittbahn und der zugehörigen Zwischenzeit, sind verschiedene wich- 
tige Sätze gefunden worden, die den dynamischen Zusammenhang zwischen 
den Örtern und der Zwischenzeit charakterisieren und daher neben den rein 
geometrischen Beziehungen eine entscheidende Rolle spielen. Eine der wich- 
tigsten und zugleich merkwürdigsten Beziehungen dieser Art wurde zunächst 
von EULER für die Bwegung in der Parabel gefunden; später hat LAMBERT 
eine allgemeinere Formel entwickelt, die für alle Kegelschnittbahnen gilt und 
die EuLersche Formel als Spezialfall enthält. Die LAMBERTsche Gleichung ist 
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eine Umformung der KerLerschen Gleichung. Sie ist dadurch ausgezeichnet, 
daß in ihr außer der Zwischenzeit 7 = x (f, — !,) und der großen Halbachse a 
der Bahn nur die Summe r, + 7, der zu den Randörtern P, und P, gehörenden 
Radiusvektoren und die Länge s der zwischen diesen Örtern ausgespannten 
Sehne der Bahn vorkommt. | 

Wir beschränken uns zunächst auf den elliptischen Bahntyp. Drückt man 
y, und 7, durch die exzentrischen Anomalien aus: 


1, =alr —ecosE), „"=all —ecosE,), 
so ist 
Yy+ 92 = al2 — elcos E, + cos E,)] = 2a E en cos nut Fr cos aa), 


also, wenn man 


E, — FE 0 

I eu cosh, Ben 
2 2 o<sh<n 

setzt, 

(VL; 6) Yy + Ya = 2a(I — cosg cosh). 

Ferner ist, wenn man die rechtwinkligen Koordinaten eines Bahnortes mit 

&=rcosv=al(csE —e), „=rsinv=ayJı — e sin E 
bezeichnet, das Quadrat der Sehne zwischen P, und P, 


(ig — &)° nu (Ne — N)? 
Da nun 


&,— &, = alcosE, — cosE,) = — 2a sin 2 sin E, a Es 


’ 


19 —-N=ayı — e(sinE, — sinE,) = 2ayı — esin E, — E, ne E, au Es, 


also 


ru PR (t — e2) cos? L 
2 2 


s® = 4a? sin? g |sin? —= 4a?sin?gsin?h,. 


so erhält man schließlich 
(VI; 7) s= 2asingsinh. 
Andererseits liefert die KEpLersche Gleichung für die beiden Örter 


Va? ’ 


j i 
E,-esnE,=x- 


ar 
Ya? ’ 


2 


FE, -esnE,=x 


also, nach Subtraktion, 


(VI; 8) 28 — 20 sh — € 


ui 


= 2g — 2singcosh = 


2. 
7 
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Setzt man nun 
(VI; 9) e=h+g, ö=h-g 2e-0=28, 
so folgt aus (VI; 6, 7) 

"+12 +s= 2alı — cos(h + g)] = 4a sin? —, 


1,41, —s= 2a[lı — cos(h — g)] — 4a sin® © 


und aus (VI; 8) 
T 


Yas 


Es gilt also die LAMBERTsche Gleichung 


— 2g — [sin(h-+g) — sin(h — g)]. 


= (e — sine) — (6 — sin ö) 


’ 


(VI; 10) 


Ba 
a3 


wobei e und Ö durch 


(VI; ı1) 


bestimmt sind. Da nach bekannten Sätzen der Geometrie, +17 — s=ound 
(elliptische Bahnen vorausgesetzt) 7, + 78+ S< 4a ist, so sind die Radikanden 


niemals negativ und stets <ı, e und Ö also stets reell. 


Für Parabeln und Hyperbeln gelten diese Überlegungen nicht. Man kann 
aber dem LAmBErTschen Satz mit Hilfe von Reihenentwicklungen eine Form 
geben, die von der Bahngestalt unabhängig ist und für Parabeln und parabel- 
nahe Ellipsen und Hyperbeln praktisch verwendbar ist. Man setze zur Abkür- 


zung 


ie, £ 
sin—=x; sn—=y. 
2 2 


Dann gelten die Reihenentwicklungen 


3.» Le 
e=2arsins=alr+t.2 I, ee 


sine = zn Zr — one — sin? — — 
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und entsprechende für ö und sin ö. Aus ihnen folgt durch Subtraktion 


Em Ei, -, 


Be 5 
Ö sin 8 = & |y A ae |. 


Setzt man für x und y die Werte (VI; ıı) ein, und setzt man ferner zur Ab- 
kürzung 


N+h+s=em N+n—-s=HN, 


so ergibt sich die LAMBERTsche Reihe 


5 
2 2 3 mon go men 
(VI; 12) 6r= \m? — nn?) + = —— + — 


Für Parabelbahnen wird — — 0, und die Reihe beschränkt sich auf ihr erstes 


Glied. Das ist die EULERsche Gleichung 


es I | 
y4 2 


(VI; 13) | 6t=m? -n? = Yn tr+ Ss? - Yn+r-— 8)? - 


Für Hyperbeln wird a negativ; die LAMBERTsche Reihe erhält also alternie- 
rende Vorzeichen, wenn man unter a den Betrag der großen Halbachse ver- 
steht. Für parabelnahe Bahnen konvergiert (VI; ı2) rasch. 

Die Formeln (VI; ı2, 13) gelten zunächst für den Fall, daß die Differenz der 
wahren Anomalien beider Örter v, — v, < ist. Es gilt nämlich, wie aus (II; 13) 
folgt, für elliptische Bahnen 


— V u E nd —— ,„E 
Vr, cos —- — Ya(l -e) cos, Irsin—- — Ya(I-+ e) sin ——, 


Ve E —-— , 9 —, E 
Ir cos = = alı —e) cos —=, Yrsin = Ja(ı+ e) sin —- 


und daraus durch Kombination 


Der .E.6 
(VI; 14) Y,Yg COS z = a(cosg — cosh) = 2a sin sin —, 


De 


— H-V —— ,.E-— 
VI;ı5 Y1r, sin —— = aYyı — &sing=ayı — &sin 
ı?2 > 8 
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Nun ist = — - & immer positiv und <z. Es gilt also stets sin — > o.Für 


% — u, <a ist die linke Seite von (VI; 14) positiv, also auch sin — > o, 


d.h., beide Quadratwurzeln in (VI; ıı) erhalten, wie dies oben auch geschehen 
ist, das positive Vorzeichen. Ist dagegenv, — v, > n,so werden beide Seiten von 


(VI; 14) negativ. Es ist dann sin E= <.o, und die zweite der Quadratwurzeln 


(VI; ıı) ist negativ zu nehmen. Die LAmBERTsche Gleichung hat also genauer 
die Gestalt 


5 


(VI; 26) B m? + mr rn) , 


wobei das obere Zeichen gilt, wenn die Differenz der wahren Anomalien <x, 
das untere, wenn sie > ist. Für v, — v, =r wird n = 0, da dann die Sehne s 
gleich der Summe 7, + 7, ist. 

Die EuLersche Gleichung läßt sich natürlich auch direkt aus den Formeln 
für die Parabelbewegung ableiten. Wenn g die Periheldistanz bedeutet, so ist 
nach (IV; ıo) 


= gqsec 1 ren, ri Y, = qsec? <alı+ te = 


Setzt man für den Augenblick a, = Ygts og = Yq tg u so ist 


YV—v 
cos on 


(VI; 17) 


— Yrnracosf, 


v v 
4 + %% = |: Ar it) =q 
cos cos 
2 2 


wenn man mit f die halbe Differenz der wahren Anomalien bezeichnet. Aus der 
kubischen Gleichung (III; 43) ergibt sich dann 


Vz = 39%; -)+ (8 - A) iR - an) Bd ti + mn + MM) = 


= Ve} — 20% + 02 (39+ + Aka + 05) zZ 


1 + Ya — 2 Yrıfa cos fIn + 1, + Yrır, cos N, 
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wenn für «7, « und «,a, die Werte (VI; 17) wieder eingesetzt werden. Nun ist 
aber in dem Dreieck zwischen der Sonne und den beiden Örtern der Parabel- 
bahn nach dem Cosinussatz der ebenen Trigonometrie 


2=-r+r— 2n%c08w,—-vu) er +r — 2nrn(2co®f—ı) = 
= (n +19)” — 4rıra cos? f. 


Setzt man nun wieobenm =en +n+s,n=1n-+fg — s, so folgt 


(VI; ı8) 2Yrır,cosf= +tYmn; n +h= a ” 


2 


und man erhält 


2 2. 


oder, wie oben, 
= (m FI) mt mn tn mE re. 


Aus (VI; 18) folgt unmittelbar, daß das obere Zeichen für / < 


= : 
— , das untere 
? 


für > — gilt. 


49. Übertragung der Sätze von EULER und LAMBERT auf das 
Geschwindigkeitsdreieck 


Der EuLErsche Satz, der für die Parabelbewegung in jedem aus zwei Ortsvek- 
toren gebildeten Dreieck gilt, läßt sich auch auf das Geschwindigkeitsdreieck 
übertragen, das von den zwei zugehörigen Geschwindigkeitsvektoren gebildet 
wird. 

Bezeichnen wir mit V, und V, die zu den zwei Örtern P, und P, der Parabel- 
bahn gehörigen Geschwindigkeiten und seien (Abb. 45) O0, und Q, die ent- 
sprechenden Punkte des Hodographen, so ist nach dem am Schluß von 
Abschn. 21 bewiesenen Satz der von den beiden Vektoren OO, und OQ, ein- 
geschlossene Winkel 


I 
= 2: (u — dv), 
und es gilt daher, wenn S die Länge der Sehne des Geschwindigkeitsdreiecks 
bedeutet, 
(VI; 20) S?—=-V?+V3— 2V,V,cosf. 
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Wird nun die Zeiteinheit so festgelegt, daß x = 1 ist, so gilt nach (III; 33) für 


die Parabelbewegung + = 3 es ist also 


HEas 
vi, 


Mh = 2c0s]f= 


ar 
vv, 


0 
Abb. 45. Hodograph der Parabelbewegung. Geschwindigkeitsdreieck. 


und man kann an Stelle der Formeln (VI; 18) 


v+1%- m+Nn 
Eee ANNE 


schreiben, wenn man zur Er  _ 


S 
(VI; 2ı) M= Yr 7Z -- m 7 72 
setzt. Nach (VI; ıg) ist dann 
(VI; 22) 3rt=2N(3M? —N?), 


was man auch in der Form 
3ır= (M + N)’ — (M —- iN)® 


schreiben kann. Diese Gleichung, in der die Verwandtschaft mit der EuLERschen 
Gleichung deutlich hervortritt, ist reell, da beide Seiten rein imaginär sind. 
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Eine Übertragung des LAmBErTschen Satzes (VI; ı2) auf das Geschwindig- 
keitsdreieck nach dem gleichen Prinzip läßt sich nicht ohne eine gewisse Will- 
kür vornehmen. Sie führt aber auf folgende Weise zu einer einfach gebauten 
Reihenentwicklung: | 

Wenn wir den allgemeinen, insbesondere den elliptischen Fall der Bahn- 
bewegung zugrunde legen, so ist, wieim Abschn. 2I bewiesen wurde, der Winkel 
zwischen zwei Geschwindigkeitsvektoren gleich /+ f, wenn 2f=w, — v, die 
Differenz der beiden wahren Anomalien und 2 = w, — w, die Differenz der 
beiden antifokalen Anomalien bedeutet. Für die Sehne S im Geschwindigkeits- 
dreieck gilt also 


(VI; 23) ®=V7+V3 - 2V,Vzcos(t+f'), 
eine Gleichung, die im Fall der Parabel (f = o) in (VI; 20) übergeht. Im Orts- 


dreieck ist, wie früher, 


= (4 19)" — 4rırgcostf, 
also 
(VI 1 24) 4Yıla a =; (ı = Y5 7 s) (rı SF 1, s) — mn, 
4747, sin? f= 4fıfa — MN. 
Andererseits ist in dem von den beiden antifokalen Distanzen r;, r; gebildeten 
Dreieck, dessen dritte Seite ja ebenfalls die Sehne s ist, 


= (4 19)" — 4rır2 cos? ff, 
also | 
ins = ntnto tr) 
oder, dar = 2a — 1,1, = 24 —P,, 


arırzco®f = (ya—m)(da—n), 
(VI; 25) arırz, sin f = 4(2a — rn) (2a — 15) — (4a — m) (4a — n) 
— 4a — MN. 


Schließlich ist nach dem Energiesatz (III; 34) 


14 7 

r 12 

„= —, W%=-—, ao sin = rn a: V?V3 
ar, ar, 


und somit nach (VI; 24, 25) 
2 Yrır,cosf = mn, zyYnrzaV,V,cosf = Ya — m) (da —n), 
2. Yryr, sin f = Yarın — mn, 2 Yrı7,a V,‚V,snf = Yarır, — mn. 
Man erhält demnach aus (VI; 23) 
479, aV;V,cos (+ ff) = 2ann VI + VE —- SS) = 


— Ymn(ga —m) (4a—n) — (4 — mn) 
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oder 
mn(4a — m) (4a — n) = Bann (Vi +VE - S) + Ann — mn]®, 


woraus nach einfacher Rechnung folgt, wenn man wieder m +n = 2(1, + Ps) 
setzt, 


MN 14° — 2 + N) + Iın Ir: +93 + — — s 
(V; 26) R ’ 
anni se). 


Nun ist aber nach dem Energiesatz (III; 31), wenn, wie oben, x = I gesetzt 
wird, 


Da 2 
j a’ 
also, wenn man W? =V? + — einführt, 
2 
‚= w: A 

Definiert man nun die a M und N in der Form 
(VI; 27) Me Zar 
ee mt 17 WW,’ 


die für den Fall der Parabel (1/a = 0) in (VI; zı) übergeht, so nimmt (VI; 26) 
die Gestalt 


2 
MN & — ) —= 4(M? — N?) 


an, und man erhält statt (VI; 18) die Beziehungen 


_ s _ 4 (M? Kr N?)? 
(VI; 28) m+n=4M?, mn= im 
wo 4 = I/a eine Konstante ist, die für parabelnahe Bahnen klein ist und für 
Parabeln verschwindet. 

Durch eine umständliche Rechnung, die hier übergangen werden darf, läßt 
sich die LAMBERTsche Reihe (VI; ı2) umformen, indem man aus (VI; 28) m 
und r als Funktionen von A bestimmt und in (VI; ı2) einsetzt. Man erhält 
dann schließlich die Reihe 


3r= 2N |(3M? — N?) + ZN? (5M? — 3N?) + 
(VI; 29) 
+ „AN? (7 N) +..), 


die für A =.o in (VI; 22) übergeht. 
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50. Berechnung der Bahnelemente aus Randwerten 


Im Abschn. 39 ist die Aufgabe gelöst worden, die Bahnelemente aus Anjangs- 
werten, d.h. aus den Koordinaten des Ortsvektors p, und des Geschwindigkeits- 
vektors P, zur Epoche t, abzuleiten. Die entsprechende Aufgabe, aus Rand- 
werten, d.h. aus den Koordinaten zweier zu den Zeiten Z, und 2, gehörenden 
Ortsvektoren p, und p, und der Zwischenzeit 7 = x(f, — i,) das System der 
Kegelschnittelemente zu bestimmen, ist nicht immer mit der gleichen Exakt- 
heit und Eindeutigkeit lösbar. Wenn z.B. die beiden Ortsvektoren entgegen- 
gesetzt gerichtet sind, also zwei in bezug auf das Attraktionszentrum gegen- 
überliegenden Bahnpunkten zugehören, dann gibt es offenbar ein ganzes 
Büschel von Ebenen, in denen die Bahn liegen kann. In diesem Fall ist also eine 
eindeutige Lösung nicht vorhanden, und auch in benachbarten Fällen werden 
gewisse Bahnelemente, wie Neigung und Knotenlänge, nur mit erheblicher Un- 
sicherheit ermittelt werden können. Abgesehen von diesen Ausnahmefällen, die 
in der Praxis kaum Bedeutung haben, besonders aber dann, wenn die beiden 
Ortsvektoren zu benachbarten Bahnpunkten gehören, also einen nicht sehr 
großen Bahnbogen und (im Falle elliptischer Bahnen) eine im Vergleich zur 
Umlaufszeit kleine Zwischenzeit einschließen, ist die Lösung eindeutig und 
ohne besondere Schwierigkeiten möglich. 

Die klassische Methode der Bestimmung der Bahnelemente aus Randwerten 
geht von der Voraussetzung aus, daß der Parameter der Bahn bereits bekannt 
ist bzw. durch ein besonderes Verfahren berechnet worden ist, das im nächsten 
Abschnitt beschrieben werden soll. 

Die beiden Ortsvektoren liefern zunächst unmittelbar die Lageelemente (Nei- 
gung und Knotenlänge) der Bahnebene, vorausgesetzt, daß die beiden Vektoren 
nicht kollinear, d.h. gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind. Sind 


%1, Y1» 21» %2> Ya» ?2 

die Koordinaten der gegebenen Ortsvektoren, so lautet die Gleichung der Bahn- 
ebene 

Te: 

plpp))= | yı 4|= 0, 

X Ya % 
d.h., der Inhalt des von dem variablen Vektor p (x, y, z) eines beliebigen Bahn- 
punktes und den beiden festen Vektoren p,, p, gebildeten Parallelepipeds muß 


verschwinden. Zur Bestimmung der Knotenlänge Sl und der Neigung i der 
Bahnebene benutzt man meistens Polarkoordinaten. Es ist nach (IV; ı) 


% =17,c0sb,cosh, &g= 19 C0Sb, cos ls, 
(VI; 30) y=7,cosb, sinl, Ya, Cos b, sin), 


24 =1r,sind,, 2, = Y, Sin by. 


256 Berechnung der Bahnelemente aus Randwerten 


Aus diesen Gleichungen erhält man die Radiusvektoren der beiden Örter sowie 
deren Längen / und Breiten 5 in dem gewählten Koordinatensystem. Aus 
(IV; ı1) - siehe auch Abb. 39 - ergeben sich dann die Beziehungen 


(VI; 31) tg iin S)=tgb, 
(VI; 32) tg u cos i tgl —- 8), 


aus denen ;, SL und die Argumente der Breite u,, u, der beiden Örter folgen. 
Wendet man nämlich (VI; 31) auf p, an, so erhält man 


tg b, = tgi sin (, — S) = tgisin [(, — I) +, -4)]) = 
— tg i [sin (I, — SL) cos (, — 4) + cos ( — S)sin(, — 4). 
Da aber für p, 
(VI; 33) tgisin(, — SI) =tgb,, 
so ist schließlich 


(VI; 34) tg ı cos (, ve. S%) — tg bu — tgd,cos(h — 4) j 


Die Gleichungen (VI; 33, 34) liefern i, $& streng. Eine Lösung von größerer 
Symmetrie erhält man, wenn man 


‚_hth ,_ 
2 2 
setzt. Dann ergibt die Anwendung von (VI; 31) auf beide Örter 
tgisin -— VL —A)=tgb, 
tgisinl -—L +A)=tgb, 
woraus man leicht die symmetrischen Formeln 


tg i sin (l — Sl) = — (td + tg b,) sec A, 


. 


tg i cos (l — Sl) = — (tg d, — tg b,) cosec / 


ableitet. Schließlich kann man 3 und $d auch direkt als Funktionen der recht- 
winkligen Ortskoordinaten bestimmen. Multipliziert man (VI; 31) mit v cos b, 
so findet man wegen (VI; 30) 


ytgicos Sb — xtgisinsd. =z. 
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Wendet man diese Formel, die Gleichung der Bahnebene in rechtwinkligen 

Koordinaten, auf beide Örter an, so ergeben sich zwei Gleichungen für tg i cos SL 
und tg sin Sl, aus denen 

tgicos = MA TAR, oz = tr 

X Ya 7 Yı%a % Ya 7 Yı*a 


folgt. Diese Lösung ist besonders für Maschinenrechnung bequem. 

Aus (VI; 32) erhält man die Argumente der Breite, », und %,, deren Differenz 
Yo — 4%, der Differenz der wahren Anomalien v, — v, gleich ist. 

Immer unter der Voraussetzung, daß der Bahnparameter 5 bekannt ist, findet 
man aus der Bahngleichung für beide Örter 


p 


(VI; 35) — — 1=ecösv = M; P _1=ecsm= m. 
1 2 


Schreibt man die zweite Gleichung 
m, = e cos[v, + (9 — vı)] = e cos [in + (ie — m)] = 
— M, cos (U, — u) — e sin v, sin (u, — ,), 


so folgen e, v, und v, aus 


ecosv, = M,, 
i m. cos (Us — U) — m 
(VI; 36) esinv, = u m 
sin (4, — U) 

% = U + Us — U. 
Setzt man 

Es BB 0%, u 
(VI; 37) 2 2° 


y=v-f, w=uHtf, 


so leitet man aus (VI; 35) die symmetrische Lösung 


I 
ecosu = — (m; + m») sec f, 


ni 


(VI; 38) 
(m, — m,) cosec 


w| + 


esinv = 


zur Bestimmung von e, v und damit von v,, w nach (VI; 37) ab. 
Nunmehr sind auch die große Halbachse 


17 Stumpff, Himmelsmechanik 
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und der Perihelabstand vom Knoten 
0 — U, — Vy = ÜUÜg — Vo 


bekannt. Das letzte der noch zu bestimmenden Elemente, die Periheldurch- 
gangszeit 7, erhält man mit Hilfe der Keprerschen Gleichung und ihrer Ana- 
loga. Im Fall elliptischer Bahnen bestimmt man die exzentrische Anomalie E 
für einen der beiden Örter aus (II; ı4 oder 15) 


E . ı/Iı-e, vv no v 
27 V: Ku (% = Al (sing = e) 
bzw., wenn e klein ist, also v und E nur wenig voneinander verschieden sind, 
nach (III; 61) u 
VE y od 


sin = zn Zsin U. 


Die Perihelzeit ergibt sich dann aus der KerpLerschen Gleichung 
#»(E— T)=(E -esinE)yYa®. 


Man kann diese Rechnung für beide Örter durchführen und hat damit eine 
wichtige Kontrolle. 

G.MERToN löst die Aufgabe der Elementenbestimmung aus Randwerten 
auf folgende elegante Weise: Es sei 


pp = pn 2 


(VI; 39) 
%% + Yıya rt 212 
ae ee 
7 
ein Hilfsvektor (MERToNscher Vektor), dessen Koordinaten mit denen von pı 
und p, bekannt sind. Es gilt dann 


(pp) =0, d.h. |[pipo|= nr: 
[Pıp,] = [Pıpe], also auch |[pıp]| = rır,; 
(Pr Pe)” 


2 
Y 


(PoPe) = r5 = (PoPe) = (Pape) — 


oder 


Be 


I 
= „a r5 — (PıPa)?)- 


Man erhält dann, ohne den oben beschrittenen Umweg über die Polarkoordi- 
naten 2, b und die Lagekoordinaten ;, 5} der Bahnebene, 


ZUR 
li. 


sin (4, — u.) = sin (u, — u = r 
172 172 2 
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COS (4g — U) = cos (U, — v,) = (Pıpa) = Artyymtan 
rıfz Yıfa 

Int 

. %%gt Yıya t 212g 


worauf e, v,, v, direkt nach (VI; 36 oder 38) bestimmt werden können, sofern 
der Parameter der Bahn als bekannt angesehen werden darf. 

Die Bahnlagekoordinaten i, $%, findet man sodann aus den GAUssschen 
Gleichungen (Abschn. 33), indem man die Vektoren mit den Koordinaten 
(IV; 18) 


Bde, du Di De, 9, 9) 
einführt. Es ist dann wegen (IV; 16) 
pr =rnPeosw+Qsinm); pB=nr(Pcosw,+ Qsin%) 
oder, wenn man nach (VI; 39) p, einführt, 
pp = NV cos, + Dsinw) —r(P cos u, + QOsin 1) >?cos (u, — u) = 
, 1 


meer IB [cos 4, — cos u, c0Ss(ug — )] + 


+ Qlsin 4, — sin u, cos (4%, — )]}- 
Setzt man hierin u, = %, + (U, — u,), so erhält man 
pn = NK cosu, — Bsin a). 


Multipliziert man nun die Gleichungen 


DD) (U) 
un PBcosu, + Osinw, | cosv, | sinv, 
2 
Po — 9cos Yu — PBsin u, | —sinv, | cosv, 
N, 


0 
mit den Faktoren (I) bzw. (II) und addiert, so folgt, mit «, — v, = ®, 
Pı Po 


YU=Pcosw-+ Psinw = cosv, =, sinn, 
r Io 
B=LDcosw — Bsino— sinn, + cos. 
Y 
1 if) 


Die Koordinaten a,, a,, a, bzw. b,, b,, b, der Vektoren W, ® sind numerisch 
durch die Koordinaten von p,, p, und durch v, gegeben. Setzt man andererseits 


17* 
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die Koordinaten von ® und DO, nach (IV; ı8) ein, so bestätigt man leicht die 
Gültigkeit folgender Identitäten: 


sin? sin®= 4,c0Se — a, Sine, 

sin?cosw= b,cose — b, sine, 
—cosisinS =a,sin®+ b,cosw, 
cosesins. =a,cosw— b,sin®, 
cos d = a,c0osw — b, sin w, 


aus denen w, SL, i der Reihe nach bestimmt werden können. 
Im Fall parabolischer Bahnen wird man statt des Parameters 5 den Perihel- 


abstand q = ? benutzen, und es ist 


(VI; 40) A 1 ME treu Kun. 


v V ‚[v 
cos? — co — cost +7 
2 2 2 


Es bestehen also die beiden Beziehungen 


v v , U 
cos —ı cos — sin — 
2 I 2 2. 
cosf — ——siınıf= 


= En 
a In a ya iz 


GER)": GE 
aus denen man —cos—, —sin— und damit g, v, und v, = v, + 2f bestimmen 
Me. j 2 


kann. Es ist also, ebenso wie im Fall einer Kreisbahn, ww? =a=7r,= r,, auch 
im Parabelfall nicht nötig, den im nächsten Abschnitt zu beschreibenden Weg 
zur Berechnung des Parameters zu beschreiten. Hier genügen zur Bestimmung 
von q und v, die beiden Gleichungen (VI; 40), während im elliptischen und 
hyperbolischen Fall die beiden Gleichungen (VI; 35) dres Unbekannte (, v,, e) 
enthalten, so daß man, um sie verwenden zu können, eine von ihnen (f) als 
gegeben voraussetzen muß. 

Die Perihelzeit bestimmt man bei parabolischen Bahnen direkt aus der 
Gleichung (III; 43). Bei parabelnahen Ellipsen oder Hyperbeln wird man auf 
die Formeln der Abschn. 36, 37 zurückgreifen, bei Hyperbeln mit großer Exzen- 
trizität auf (III; 51). 


51, Das Verhältnis Sektor: Dreieck 
Alle im vorigen Abschnitt gegebenen Rechenvorschriften zur Bestimmung der 


Kegelschnittelemente aus Randwerten beruhen, wenn wir Parabel- und Kreis- 
bahnen ausnehmen, auf der Voraussetzung, daß der Bahnparameter # bekannt 
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sei. Das Problem, # mit Hilfe der gegebenen Daten der Randwertaufgabe zu 
berechnen, ist mit gewissen Schwierigkeiten verknüpft, die im wesentlichen 
davon herrühren, daß # durch die Konstante des Flächensatzes bestimmt ist, 
also von den Koordinaten der Geschwindigkeit abhängt, die in den Daten des 
Randwertproblems nicht enthalten sind. 

Natürlich ist es möglich — dies möge der Vollständigkeit wegen hier erwähnt 
werden — den Parameter aus drei Bahnörtern zu berechnen. Dann sind drei 
Gleichungen (VI; 35) vorhanden, aus denen man die Exzentrizität e eliminieren 
kann. Schreibt man nämlich 


PR 1=ecosy | sin (0, — v5) 
| 

DEE | — sin (0, — vı) 
Yo 

; | 

— — I=eC0S7 | sin (V, — d)) 
Yg | 


und multipliziert diese Gleichungen mit den am Rande vermerkten Faktoren, 
so erhält man 


2 sin (0, — %) — 2 sin (93 — v) + P sin (v, - vu) = 
r; 2) Yg 


— sin (0, — v,). — sin (0, — u) + sin (v, — v)) 


oder, wenn man die doppelten Inhalte der von den Vektoren p,, p, eingeschlos- 
senen Dreiecksflächen mit 


Irnr) =r7 sin (d; aee ri), (0, > v,) 
bezeichnet, 
Hr) - Hr) tritt) Zul] 
VI:4ı _ _112'3J 21.173 S3ım _ eg 
Mm ind — lem 


wobei die Folge :, j, k bei der Summation die drei zyklischen Permutationen 
der Folge ı, 2, 3 durchläuft. Diese schöne und symmetrisch gebaute Formel 
erweist sich aber für die praktische Rechnung als ungeeignet: Sie hat nämlich, 
wenn die Zwischenzeiten klein sind (und das ist bei weitaus den meisten An- 
wendungen der Fall), die Form eines Ouotienten aus kleinen Größen, da der 
Nenner, wie geometrisch evident ist, den doppelten Inhalt des von den drei 
Planetenörtern gebildeten Dreiecks wiedergibt, einer Fläche also, die im Ver- 
gleich zu den Dreiecksflächen selbst von geringerer Größenordnung ist. 

Eine sehr genaue Methode der Bestimmung des Parameters aus Randwerten 
ist folgende: Ist r = xl, — L,) die Zwischenzeit, so ist nach dem Flächensatz 
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der Inhalt ,S des zwischen den Ortsvektoren p} , pa eingeschlossenen Kegelschnitt- 
sektors 


I —eyb. 


Diese Größe übertrifft bei kleinen Zwischenzeiten den Flächeninhalt 


T.; ; 


des von den Ortsvektoren gebildeten Dreiecks nur wenig. Das Verhältn:s 
Sektor Dreieck, 


| Ss. pp 
(VI; 42) ED rn —o) 


ist für v, — v, < x stets positiv und bei kleinem 7 nur wenig größer als die Ein- 
heit. Ist y bekannt, so läßt sich der Bahnparameter aus 


— YıYo sin (U, — V 
(VL; 43) par Th., 


berechnen. Das Problem reduziert sich also auf die Aufgabe der Bestimmung 
von y. Es wird gezeigt werden, daß diese Größe sich aus einer leicht lösbaren 
transzendenten Gleichung berechnen läßt. 

Drückt man nach (V; ı2) den Ortsvektor p, durch p, und $, mit Hilfe der 
Größen F und G aus, so ist das skalare Produkt | 


(VI; 44) (PıP) = Ka + Yıya + 2122 = Yıra COS (d, — dv) = r(F + 016), 


” .. I . . [0 bi 
wenn man, wie früher, , = — (&&; + YıYı + 212) setzt. Ferner ist nach 
Y 
1 


(V; 75) 


(VI: 4) 2 =A=F+06+ PR). 


41 


Schließlich erhält man den Betrag des Vektorprodukts [p,p,] aus 


pin]? = ._ | _ 42 (Frag. 
(PaPı) (Pape) | 


Da nach (V; 76) und wegen d = w — 0? 
A?= F?+ 20,FG + ©G? = (F+ 0,6)? + 9,6}, 
so ist also 


(VI; 46) Imp]| = nr \lsinw -v)|=n 9 | G|. 
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Setzt man zur Abkürzung v, — v, = 2f und beschränkt sich auf f < — ‚so folgt 
aus (VI; 44, 46) - 


(VI; 47) Acos2f=F-+ 0,6, 
(VI; 48) A sin2f = Y9,G. 
Aus (VI; 46) ergibt sich ferner, wenn man (V; 18) berücksichtigt, 


17, sin 2f = YpG 
und somit nach (VI; 42) | 


(VI; 49) er 


Die Aufgabe der Bestimmung des Verhältnisses Sektor : Dreieck ist damit auf 
das Problem zurückgeführt, die Entwicklungsgröße G durch die gegebenen 
Daten des Randwertproblems auszudrücken. Das gelingt mit Hilfe der Glei- 
chungen (V; 70) 


(VI; 50) F >= 1m 06,2 G m t(I re 09512?), 


in denen 5, = t?rj? gesetzt ist und 2 die Lösung der Hauptgleichung (V; 5ı) 
für den Übergang von p, auf p, bedeutet. Setzt man die Differenz der exzen- 
trischen Anomalien 

/ — E, = E, =2 & y 
so ist auf Grund der Definition der c-Funktionen und nach (V; 80) 
10828,  _ 2g — sin 28, u E 
Cr u?" er 


zu setzen, wobei g gegebenenfalls auch null (Parabel) oder imaginär (Hyperbel) 
sein darf, ohne daß c,, c, und z ihre Eigenschaft als reelle Größen einbüßen. Aus 
(VI; 50) erhält man dann 


bg = 


I cos2g (28)* 9 ,. MM 
I; — F= — ——-. t?: — 29.7 
(VI;5I) ı (ag)? ut Ge 2 sin’ g = 
— cc 3 
wu) Gun En m. ei _ 
® (28) 0, } 01 7° 


Hı 
01 Ya T 


Subtrahiert man (VI; 47) von (VI; 45), so ergibt sich 


= I — (2g — sin 2g) 


A(t — cos2f) = 2A sin = (ı —- F) 


Man | 
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oder, wenn man d, durch (VI; 48) eliminiert, 


A? sin? 2f 


2A sin! = 1 (ir —-F), 
woraus 
u,G°? 
T: Si Be 
(v1, 53) I 2A cos? f 


als wichtige Beziehung zwischen F, G und den Daten des Randwertproblems 
folgt. Berechnet man nun o, aus (VI; 51, 53): 


_ 24 sin®g 4Asin?gcos?f 
(VI; 54) Ve ra a ee 


und setzt dies in (VI; 52) ein, so entsteht 


G 22 — sin 2 G 3 
(VI; 55) ee Te, ——  < 
5 T sın“ & 2YA cosf 
_,_ 2 ing & (2) 
sing (2yAcosf \r, 


als Beziehung zwischen G und g. Eine zweite, davon unabhängige Gleichung 
zwischen diesen beiden Größen ergibt sich aus der Identität (V; 16) 


2 = ++. 
Ersetzt man nämlich o, durch (VI; 54) und bestimmt man aus (VI; 48, 47) 


Asin2f\” - Acos2f—F 
G ” 1 G , 


(VI; 56) d, = 


so liefert diese Identität eine quadratische Gleichung für ı — F ‚ deren Lösungen 
man nach einfacher Rechnung in der Form 


(VI; 57) ı-F=1+4AT2YAcosfcosg= 
=1i+4F 2yd cos fi — 2sin?2) 


erhält. Ist die Zwischenzeit 7 klein, so ist stets das negative Zeichen vor der 
Wurzel zu nehmen, da dann ı — F, fund g klein sind und A nahezu gleich der 
Einheit ist. Vergleicht man (VI; 57) mit (VI; 53), so findet man als zweite Be- 
ziehung zwischen G und g 


(VI; 58) 2) = E ce f) 


ı+4-2y/4Aoosf 


2 
— + sin? |, 
4yA cos / E 
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Führt man als Abkürzungen für bekannte Größen die in der klassischen Lite- 
ratur üblichen und in den Koordinaten der beiden Orter symmetrischen Aus- 
drücke 


ı+A4—-2YAcsf n+n-2Yrracosf 1 +9 
4A cos f 4Yrıracos f 4 Yrıracos f 
& T° 


(2 VA cos p 5 (2 Yrır, cos f}? 


i= 


er 
2° 
(VI; 59) 


ein, so erhält man für = — y statt (VI; 55, 58) die beiden Gleichungen 


2g -sin2g _ 


REN ER 
er m W(e), 
(VI; 60) - ii 5 m 
Irsmd Ir 
2 
mit 


ne 2, eh 

sin? g 2 
aus denen y durch Elimination von g zu bestimmen sein wird. Das Verfahren 
der Elimination wird dadurch erleichtert, daß W sich als Funktion von w 
schreiben und tabulieren läßt. Man geht etwa mit einem plausiblen Näherungs- 
wert von w in die Gleichung 


(VI; 61) y=1+Wlo) (+ w) 


ein, die entsteht, wenn man die erste Gleichung (VI; 60) durch die zweite divi- 
diert. Mit dem so erhaltenen genäherten y berechnet man dann w aus 


(VI; 62) wel 


neu und benutzt (VI; 61, 62) abwechselnd so lange, bis die Rechnung steht. In 
der Praxis ist es selten schwierig, brauchbare Näherungswerte w für diesen 
Iterationsprozeß zu finden, da man - je nach der Natur des Problems — über 
die Bahneigenschaften des Himmelskörpers in dieser oder jener Hinsicht einige 
Vorstellungen hat. Für Hyperbeln ist g imaginär und daher w negativ; für 
Parabeln ist w = 0, für Ellipsen positiv. Für Kreise ist g= f und daher 


w = sin? L bekannt. Bei Planetoidenbahnen, die meist schwach exzentrisch 


sind, wird man daher mit diesem Anfangswert beginnen, während man bei 
Kometen, die meist in parabelähnlichen Bahnen laufen, die Iteration mit 
w = 0 einleiten wird. | 
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Die Funktion W (w) leitet man folgendermaßen ab: Differenziert man 


W sin’g = 2g — sin 28, 
so ergibt sich 


AaWsin?g = dg(2 — 2cos2g — 3Wsin?gcosg) = dg sin? g(4 — 3W cos g) 


oder 
dW 4-— 3Weosg 


dg sing 


d 
Andererseits ist — = — sin g, also 
dg 2 


u 


aW 8-—-6Wcosg 4-3W(1 - vw) 


(v1; 63) dw sin?g 2w(I — w) 
i 2g — sin 2g g_\° c3 ((28)?] 4 
Für o strebt W = — —— - 8 | — ga 1 a da ja 
. 29° P3 Zus 


die Funktionen c, für verschwindendes Argument gegen — streben. Setzt 
man demnach e 


daW 
W=ltamtamt), 7, = St 20w+ game + 


und führt diese Reihen in (VI; 63) ein, so lassen sich die Konstanten &,, &, ... 
durch Koeffizientenvergleichung bestimmen, und man erhält 


er w* + ae 


VI6) Ww 
(VI; 64) slz a ER 


3| 
Diese Reihe ist von der Entwicklung 


4 | 6 6 \? IB; I 
rer et | 3 6 


I-—uw 
5 


nur um Glieder von der Ordnung w? verschieden. Setzt man also 


(VI; 65) ee 
I-—w-n 
wm) 
so ist 
IO 5 2 52 
VI; 66 = ——— - +0 = —#+ —w+ 
9W or 35 " j373 
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eine kleine Korrektion, die in praktischen Fällen in erster Näherung gleich null 
gesetzt werden darf. Bei ersten Bahnbestimmungen von Planetoiden ist nur 


selten g > 10°, also w > 0.0076 = en . Man wird also meistens # < 0.0000033 


annehmen dürfen. 

Eine bedeutend rascher konvergente Reihe für W (w), die wir schon früher 
(IV; 65) ohne Beweis benutzt haben, ergibt sich aus (VI; 64) durch folgenden 
Kunstgriff: 


Man setze 


We) = Rule). 


Dann ist F,(w) das Anfangsglied einer Folge von Reihen 


6 a ne 
2n+5 (2n +5) (2n+ 7) 
68-10 
(2n + 5) (en + 7) (en + 9) 


+ wet ..., 


für die, wie man durch Einsetzen leicht verifiziert, die Funktionalgleichung 
u re 
nN—3 DE; 
2n+ 3 


I-wF,-ı=I- 


gilt. Es ist also speziell 


e- WE =2--—uR,, 


Drückt man nun in jeder dieser Rekursionsformeln die Funktion F der rechten 
Seite durch die folgende Gleichung aus, so erhält man 


(t-v)F, = 
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also, wenn 
w— sin? &, I-v= cos? &, et u tg2 > 
2 2 I-w 2 
gesetzt wird, 
j j 4 
(VI;97) W= 3F — 
— 4 sec & 2 en tg? Sn te 4 I tg _ |. 


2 |3 123°5 2 39° 2 579° 2 


In der Praxis zieht man es aber vor, statt dieser nach Potenzen von { = tg2 2 
fortschreitenden Reihe die Formeln (VI; 64-66) zu benutzen, weil der Zusam- 
menhang (VI; 62) zwischen y und w einfacher ist als der entsprechende zwischen 
y und £. Setzt man (VI; 65, 62) in (VI; 61) ein, so erhält man 


Rd 
4 m I 4 6 y? 
ee Be =I+—.' — 
Bee u En ee 3:5 Mm 
I z (w — n) £ +i+tn „2 
oder, wenn man zur Abkürzung 
(VI; 68) et 
Pe I+tn 
einführt, 
: 0 4 
Y —4I Zu 9 y2 17 ’ 
woraus die Gleichung on 
eı 
(VI; 69) A 


folgt. Beginnt man das sehr rasch konvergierende Näherungsverfahren zur Auf- 


lösung dieser Gleichung mit der Hypothese» = o,h = en ‚ so liefert (VI; 69) 
EN et ] 


sofort einen guten. Näherungswert für y, mit dem man w cc (VI; 62), » nach 
(VI; 66) oder aus einem für diesen Zweck konstruierten Täfelchen (Anhang A V) 
neu bestimmt. 

Für .die Auflösung der kubischen Gleichung (VI; 69) selbst, die in Wirklich- 
keit transzendent ist, da 3 die von y abhängige Größe » enthält, sind zahlreiche 
Methoden vorgeschlagen worden; tiber die miculiesten soll im nächsten Ab- 
schnitt berichtet werden. 
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52. Auflösung der Gleichung für das Verhältnis Sektor: Dreieck 


Es liegt nahe, die kubische Gleichung (VI; 69) nach den aus der Algebra be- 
kannten Verfahren auszulösen. Setzt man 


sen I 
—=Ü + m 
: 3 
so nimmt sie die Normalform 
(VI; 70) u —ou=Bß 
mit = s Ir + 3h),ß = z (1 + 6A) an. Die Auflösung dieser Gleichung kann 


auf ähnliche Weise erfolgen wie die von (III; 43), die in Abschn. 34 gezeigt 
worden ist. Setzt man nämlich 


: [a 
u = U en 
E 
so erhält man statt (VI; 70) 


1/27P 
#-30=- , 


Die CArpanısche Formel liefert dann 


> 1/8 
(VI; 71) ya a 
Nun sei 
b2 27ß? — 40° I+3%—- (31h)? 
’T:- = — — == 2 ee nn re 
(VI;72) b = ET I=ctig’y Fr 3h 1 + 3m) 


In praktisch vorkommenden Fällen wird die Diskriminante 
ı+ 3h — (3h)° 
(t + 31h) 


positiv sein. Beschränken wir uns.nämlich, was immer erlaubt ist, auf die Fälle 
vg — VL <r,soisty > I, also 


/(3h) = 3h 


ea 
y+ = 
9 


h=y >o0. 


Die Diskriminante ist demnach positiv, wenn 35> ozwischen den beiden Wurzeln 
der quadratischen Gleichung #° — x = I liegt. Es muß also 


I RR 
(VI; 73) o<h<—(i+Y5) = 0.54 


4 
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sein, was in der überwiegenden Mehrzahl aller praktischen Fälle zutreffen 
wird. (VI; 71) ist dann die einzige reelle Wurzel der Gleichung (V1; 69). Darüber 
hinaus kann man aber aus der Form dieser Gleichung schließen, daß sie nicht 
mehr als eine dositive Wurzel besitzt. Ein Satz von DESCARTES besagt nämlich, 
daß die Anzahl von positiven Wurzeln der algebraischen Gleichung. 


+ at ta? er 4a, 1% ta, =0 


höchstens so groß ist wie die Anzahl der Vorzeichenwechsel zwischen aufein- 

anderfolgenden Gliedern dieses Ausdrucks. Wegen 1 > o findet in (VI; 69) 

aber nur ein Vorzeichenwechsel statt. Selbst wenn die Bedingung (VI; 73) 

nicht erfüllt ist (casus irreducibilis) und drei reelle Wurzeln vorhanden sind, ist 

das Problem eindeutig lösbar, da ja y (für v, — v, < x) positiv ist, die beiden 

überzähligen Wurzeln also wegen des DEScARTESschen Satzes negativ sind. 
Führt man (VI; 72) in (VI; 71) ein, so erhält man 


— Veosec y+cigy-+ Vcosec y—cigy= - Veis* + Ve?. 


2 


und setzt man Vet - = tg 7 —, 50 ergibt sich 


v= tg + eig Z = 2C0Seco. 


Die Lösung von (VI; 69) erfolgt demnach streng durch den einfachen Algo- 
rithmus 


1+ 3% — (3h) 


2 > = 


3 
: Bee 
Va) 18% Vs 2 


= m 2] ooseco = + 2 /ı + 3hcosec ©. 
3 3 3 3 


Diese Lösung braucht nur dann noch verbessert zu werden, wenn sich h 
durch Berücksichtigung von n bzw. eines verbesserten Wertes für » ändert. Istdh 
diese (stets kleine) Änderung, so ist. 


I 
Pr 9 
day = — ——dh 
pay —h 

die entsprechende Verbesserung von y. 

Bei kleinen Bahnbögen, also in den meisten bei ersten Bahnbestimmungen 
vorkommenden praktischen Fällen, wird y nur wenig größer als I sein, und es 
erweist sich dann als vorteilhaft, 


(VI; 75) y=1+42z 
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zu setzen und eine genäherte Lösung anzustreben, bei der höhere Ordnungen 
in z vernachlässigt werden können. Durch die Substitution (VI; 75) nimmt 
(VI; 69) die Form 


za + = lid mu 
9 Io 


an oder, da (I + 2) = \: + u [1 + u + —— 2, 


0 
II I 2? Io 
(VI; 76) lit + ——— u 
Io Ioo Ar 2; ) 


In den meisten Fällen darf man das Glied 3. Ordnung, das noch dazu mit dem 


kleinen Faktor — behaftet ist, unbedenklich unterdrücken und erhält dann 


für y= —r die quadratische Gleichung 


II 
EN 
Die positive Lösung 
IE Bu 
ze Vr+ 9 h 


dieser Gleichung kann nach TIETJEN in eine trigonometrische Form gebracht 
werden, wenn man den Hilfswinkel y durch 


tg? 2y = ee 


einführt. Dann ist nämlich 


I I II 
na (sec2y — 1)= „sr ig2, = Ye igx 

und somit - 

/ I00 

y=iI+o Ver. 
99 

wo o ein von der Einheit nur wenig verschiedener Korrektionsfaktor ist, durch 
den die Vernachlässigung der höheren Glieder in (VI; 76) wieder in Ordnung 


gebracht wird. TiETJEN hat log ß = mit dem Argument % in eine Tafel 


(Anhang A VI) gebracht, die aber nur selten gebraucht wird, da man meist mit 
o = I auskommt. P. A. HAnseEn löst die Gleichung (VT; 76), ohne das Glied 
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mit 2%, durch den Kettenbruch 


dessen Auswertung sich besonders für das Maschinenrechnen eignet. Der Feh- 
ler, der durch die Unterdrückung der dritten und höheren Potenzen von z ent- 
steht, bleibt bei kleinen Bahnbögen (g < 10°) für siebenstellige Rechnung un- 


merklich - es darf dann auch # vernachlässigt und ) = gesetzt werden. 


oe 
Für größere Zwischenzeiten wiederholt man die Rechnung mit 
3 3 B 
See ua ul Le Nee ze 
I I I00 i + 3: I IO00 : + I ) 
Io I0 
also mit 
3 
Koss ee an ae I 
1000 


IO000 \: + — ) 


wobei 4 noch wegen n verbessert werden muß. 

Von den Methoden, die Gleichung (VI; 69) durch Reihenentwicklung zu 
lösen, verdient die von EnckE erwähnt zu werden, der log » nach Potenzen der 
bei kleinen Zwischenzeiten kleinen Größe 

o 


um (r, + 7%)? 


entwickelt. Wegen der Ausführung sei auf die Literatur verwiesen. Einfacher 
ist die Entwicklung, die man erhält, wenn man (VI; 69) durch den Ansatz 


y-ıtph+Bh+ßh+ 


löst. Führt man diese Reihe in (VI; 69) ein, so ergeben sich die ß, durch Ver- 
gleichung der Koeffizienten gleicher Potenzen von h auf beiden Seiten, und man 


erhält bis zur 5.Ordnung, wenn man noch k = zT h einführt, 


(VI;7) y=ı+k— 1LıRk?+ 2.410 k? — 6.591 kt + 20.1761 RP — .--. 
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Vergleicht man diese Reihe mit der geschlossenen Formel 


R 
YI+ 3.3%& 
—=ıI+k-—11%R?+ 2.42 k? — 6.211 k?+ 21.089979 R’ — ---, 


(V1; 78) y=ıI+ 


so findet man 


k® 
(VI; 79) y=y —-4y; Ay= te 38R+ g1.I8k? + ---] 


bis zur 5.Ordnung in £, also bis zur 10.Ordnung in der Zwischenzeit. 
Die Form des Kegelschnitts erkennt man aus dem Vorzeichen von w nach 
(VI; 62). Bei parabolischen Bahnen (w = o) ergibt sich » besonders einfach, 


denn es ist dann W = 2 also nach (VI; 61) 


a 


VI; 80 — 
3 3 Yrır, cos 


Sn 
| 
I 
en 


53. Das Verhältnis Sektor:Dreieck und die LAMBERTsche Gleichung 


Es läßt sich zeigen, daß das Verhältnis Sektor : Dreieck, ebenso wie auf Grund 
3 


der LAMBERTschen Gleichung (VI; 10) die Größe ra ? , lediglich von den Ver- 
hältnissen 
nt Ss 


4a 4a 


abhängt und als Funktion der durch (VI; ır) definierten Winkel e und ö dar- 
stellbar ist. Da nämlich nach (VI; 14, 15) 


EeE. 6  EeE—6 
772 cos/=2asın sn; Yrırs sinf= Jap sin ss 


so ist 
.E.Ö ,.E- 
Y1Y,sin2f = 4 Ya°p sin — sin Z sin ——, 


also nach (VI; 42), wenn man r durch die LAMmBERTsche Formel VI; 10) aus-. 
drückt, 


(VI; 81) 
PB  _e-d)-kine-sind) _ (e-d)- Kine - sind) 


—yrsnaf a e-6 sin(e—6) — (sine — sinö)' 
ve / ANZ re ) ) 


ei 


18 Stumpff, Himmelsmechanik 
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Diese bemerkenswerte Beziehung ermöglicht eine andere Lösung unseres Pro- 
blems der Elementenbestimmung aus Randwerten, nämlich die durch Auf- 
lösung des Gleichungssystems 


(VI j 82) sin? BA rent Arts, sin? ö — r = £ Ss A 
2 da’ 2 da o 
(VI; 83) t = Ya? [(e — 6) — (sine — sin ö)] 


nach eg, ö und a. Ist diese Aufgabe mit Hilfe eines geeigneten Näherungsver- 
fahrens gelöst, so ergibt sich y aus (VI; 8ı) und damit auch 2. Bei der weiteren 
Analyse nach Abschn. 50 hat man den Vorteil, daß auch a bereits bekannt ist 
und gegebenenfalls zur Kontrolle der Rechnung verwendet werden kann. 

Man kann die Iteration mit einem plausiblen Näherungswert von a beginnen, 
mit ihm nach (VI; 82) e und ö bestimmen und aus (VI; 83) einen verbesserten 
Wert a ableiten. Oder man berechnet 7 aus verschiedenen hypothetischen a 
und bestimmt durch Interpolation dasjenige a, das auf das gegebene 1 führt. Bei 
kleinen Exzentrizitäten wird man mit der Ausgangsnäherung a =sr, oder r, 
rasch zum Ziele kommen. Hingegen ist das Verfahren in dieser Form für para- 
bolische oder parabelnahe Bahnen nicht geeignet. 

Bei der praktischen Durchführung der Rechnung wird man meist auf die 
Schwierigkeit stoßen, daß (VI; 83) die Zwischenzeit als Differenz zweier kleiner 
Größen liefert, deren numerische Bestimmung unsicher ist. Das ist besonders 
bei kleinen Bahnbögen der Fall, wo s gegen r, + 7, klein ist und daher & und Ö 
nicht sehr verschieden voneinander sind. Noch unvorteilhafter macht sich das 
bei der Berechnung von y nach (VI; 81) bemerkbar, da dort der Quotient aus 
zwei kleinen Differenzen zu bilden ist. Eine Umwandlung der Formeln (VI; 81, 
83) in Ausdrücke, die diese Nachteile vermeiden, ist daher angebracht. 

Aus der Identität 


2 sin 


— (sine — sinö) = 


— 2sin 


Ee+6Ö 
I 005 — sin 


= 4sin 2 966 
2 4 


bestimmt man sin e — sin ö. Führt man dies in (VI; 83) ein, so erhält man 


e= Jar je - 8) - 2ein ©" + 4sin 22 sim 242 


oder, wenn man nach (VI; o) 


(VI; 84) al et 


2 2 


setzt und nach (V; 43) die Funktionen 


sin 
(8) = e 0 (g*) = — g? 
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einführt, (9 
nl C g 

VI;8 t = 2 Ya? sing | — 

\ 5) / ö [a (8°) 

Diese Formel liefert z als Summe zweier positiver Größen und damit rechne- 

8 
risch genau. Setzt man an Stelle des Zählers von (VI;81) ra 2 aus (VI; 85) ein, 
so folgt für das Verhältnis Sektor: Dreieck zunächst 


9 9 h 
sing —+ 2 sın? — 
2 


ey. oh 
—-sin?g + 2 sin? — 
c7 | 2 
a 


€E.6 
2 sin —sin — 
2 2 

An Stelle des Nenners schreibt man besser 


cos 2 ost? _ 2 (sin? & - sin &) 


2 


Setzt man sodann zur Abkürzung 


. 8 EL 20 6,8 
sin — sin — cos? — — sin — cos? — 
denn 200.2 4 2 
2 . E96 N: 
sın — sın — cos“ — —+ sın — cos“ — 
2 2 4 2, 
bzw. : 
& sin z cos — 
Y I —cosy 
(VI: 86) EP RESET ee 
2 I-+ cosy € Ö 
sin — cos — 


so ergibt sich 


c 
I+ 2 cos? y cos? — 5 
c] 


An m ee m en me m EA 2 2 > 
y ve = cosecv + 2 z Cie? y cos 
oder 
! re le) 
(VI; 87) y=I+ ctig?y|lI+ 2 (g 3° 


Diese strenge Formel gibt y mit jeder wünschenswerten Genauigkeit, wenn e 
und 6 bekannt sind. Selbst im Falle parabelnaher Bahnen, wo a sehr groß 
gegen 7,, 7, und s ist, und daher e, ö, g, A klein sind, läßt sich y aus (VI; 86) 
genau bestimmen, da man 


0 

a Yo —Ss 
’y- 1 2 
2) € - Vz - yataz! 


sin — 
2 


18* 
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stets sicher berechnen kann. Ist die Bahn eine Parabel, so erhält man wegen 


I 
1mLg=n,g=0 


(VI; 80) y=I-+ —ctg’y. 


oo |-r 


Vergleicht man dies mit (VI; 80), so findet man ctg?y =/, was auch aus 
(VI; 71, 73) direkt abgeleitet werden kann. 

Die hier beschriebene Methode ist in der Praxis der im vorigen Abschnitt 
beschriebenen unterlegen, weil es oft schwierig ist, die durch die Formeln 
(VI; 82, 83) angedeutete Iteration mit einem hinreichend guten Näherungswert 
einer der drei Variablen a, e, ö zu beginnen. Daß es trotzdem nicht aussichtslos 
ist, auch bei völliger Unkenntnis der Bahnverhältnisse beliebig genaue An- 
fangswerte für diese Näherungsrechnung zu erlangen, hat H.C. PLumMER!) 
gezeigt. 

Nach Definition ist 


u m 0 N 
2? — = I—-cse= —; 25 — =1I-csöo=—. 
2 2a 2 2ä 


ei 


Die Punkte P,, P, mit den Koordinaten 
“=6-—-sind, n=eEe-— sine, 
(ö<e) 
y=1-0086, W=I-cose 
liegen auf der Zykloide mit der Parameterdarstellung 
x=0 —-sinO; y=I-cosd 
und entsprechen den Werten ö bzw. &e des Parameters ©. Zwischen den Koordi- 
naten dieser beiden Punkte bestehen die Beziehungen 


N 
= Ya (m — 3); ay, =, Ay 


2 


Eliminiert man a durch die erste dieser Gleichungen, so folgen aus den beiden 
letzten die Zusammenhänge 


21 Y2y} = Yn? ( (a -— 3%); 21293 = Ym? (% — 3). 


Ebenso bestehen zwischen den entsprechenden Punkten Q, (&,, 1) und 0; (&, , 77) 
der zykloidenartigen Kurve 


Ee=x=0-sinO; n= Yy = Yr — cos 9)? = 2 Yzsin® I. 
die Gleichungen 


Yen = Ww(&-&); 2Yeım = Ym(& — 8). 


1) Monthly Notices of the Roy. Astron. Soc. 63, 147 (London 1903). 
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Verbindet man (Abb. 46) in der (&, n)-Ebene die Punkte Q,, O, der Kurve durch 
eine Sehne und zeichnet die zu ihr parallele Tangente, deren Berührungspunkt 
inO0(0 = 0) liegen möge, so ist deren Richtungskonstante 


an 
tg = |— 
— ) 


ee 0) 
oder, da dn = 3 Y2 sin cos 40; 


n 


| (0) 
de = (1 - c059)d0 = 2sin’Z.d6, 
3 oo MT N 


tgA= —c00s— = — 
(VI; 90) 2 2 ar 
ayaı 8% 
d.h., es ist (9-6) (@-6) (0-e) 
o  Ym:— Yn? Abb. 46. Lamserrsche Gleichung. 
(VI;gr) cos FE 67 > Analyse von H.C. PLumMmEr. 


und der Winkel o daher bekannt. Bei nicht zu großen Zwischenzeiten darf man 
annehmen, daß der zu O gehörige Parameter o ungefähr gleich dem arithme- 
tischen Mittel der zu O, und O, gehörigen Parameter ö bzw. e ist, daß also 


(VI; 92) ot mn 


6 N. 
sin—= /—sin—, 
2 Mm 2 


N 
also, wenn man Vz — cos z setzt, 
m 


Ferner ist nach (VI; 88) 


sın — cos — sın — — sın — 
g h 
tg — ctg — — 
2 2 R 
cos — sın — sın — + sın — 
In 
sei, 
Mm 2 
ee mr tg? — 
N 2 
1 ev ae 
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Man erhält also eine erste Näherungslösung der Gleichungen (VI; 82, 83) be- 
reits durch das Formelsystem 


| N ._1/® 
o_ Ym?— Im: = 7 
2 6 
(VI; 93) ne 


= tgltgt, e=h+g; ö=h-—g; anach (VI;35). 


Eine bessere Näherung ergibt sich, wenn man in (VI; go) m, n und r wieder 
durch &, ö bzw. durch g, % ausdrückt. Es ist dann 


sin? h+8 — sin? h=8 
2 2 


RR» RR) 
sin? — — sin? — 
2 2 


2V2 2 " e-6)-(sine-sind) 2g — 2singsinh 


a j | h 0 
Entwickelt man, indem man diesen Ausdruck benutzt, cos— — cos— nach 
2 2 


Potenzen der meist sehr kleinen Größe g, so findet man nach etwas umständ- 
licher, aber elementarer Rechnung 


+ 


h c 
cos ze cos— 


h 0 
Ed 2 _ ..s oe — 
2 z «(102 64 ctg + | R cos 2’ 


5760 


wobei man in dem Koeffizienten des Gliedes 4.Ordnung ohne merklichen Feh- 
ler h = 0 setzen darf. Sei allgemein 


h=o-—ÄAh, 


so ist dann 


(VI; 94) Bag: 
COS — 
2 


Dax = Zen klein ist, genügt es, um diese trigonometrische Gleichung auf- 
Ko. 
zulösen, ccsx=I— —, inz=xzu setzen. Man erhält dann für x die qua- 


nn} 


dratische Gleichung 
2 — 2% 18 =ı=3R, 


in der R und x klein von der Ordnung g? sind. Die Lösung dieser Gleichung, in 
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der das negative Vorzeichen der Quadratwurzel gilt, 


Ah o| o 
= — Zi ie u 2 == 
ir tg : Y: 2Rctg a 


tg (Reel + 2 —Rectgt +» D: 


stimmt dann mit der Lösung von (V; 94) bis zu Gliedern 4. Ordnung in g über- 
ein, und wenn man für R die obige Reihenentwicklung bis zu dieser Ordnung 
benutzt, so erhält man 


Ah _ I Dub A) 4 ctg8 61 di 
2 eg e ot eig‘ 2 5760 s‘ 
Führt man hierin statt g 
3 


8 


dh. =4 18° — te z + + ein, so ergibt sich schließlich 


An= ct tg? Er te (rei -9)+- |. 


Mit dem genäherten Wert 


h 2 97 2 
te = tg mt tg’ — 


wird man zunächst 
Ah= Itg Treat, h=0o-— Ah 
2 2 
und dann genauer 


5 0.1, 
EI te a tn 
Ah Aue 
erhalten. Hat man auf diese Weise und damit nach (VI; 93) auch g, &, ö ge- 
funden, so erhält man a aus (VI; 82): 


Mm 
Ad = 


9 € 
4 sin’ 
Das mit diesen Werten a, g, h nach (VI; 83) berechnete r wird mit dem ge- 


gebenen noch nicht genau übereinstimmen. Der Widerspruch dr führt dann zu 
einer Korrektion da. Differenziert man (VI; 83) 


(VI; 95) dr = > Yada [(e — 8) — Bine - ind) + 
En Ya:lde(t — c0se) — dölI — cos ö)], 
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beobachtet man, daß aus (VI; 82) 


(VI; 96) de = 180“; dö= 188° 


2 RE 
folgt, und setzt man I — cose = 2 sin? — usw., so ergibt sich 
2 


e € . 
sin®— sin? 


= > Yada Me — 6) — (sine — sinö)] — 2 Yada 
Da nun nach (VI; 83, gı) 


(e — 6) — (sine — sind) = — = Z ———, 


ee re 
2 


so entsteht schließlich der symmetrische Ausdruck 


: = SS URL DEE Re DE JENNEBER 
(VI;97) dt=2Yada sin = (se zn sec ) sin’ — [se a -)) 


der zur Berechnung von da dient. Ist g klein, was bei kleinen Zwischenzeiten 
und besonders bei parabelnahen Bahnen zutrifft, so kann man statt (VI; 97) 
eine bequemere Formel benutzen, in der Glieder 3.Ordnung in g vernachlässigt 


Een € 
werden. Schreibt man nämlich in (VI;95) I—-—cose=2|I — cos — usw., 


und führt man für de, dö wieder die Ausdrücke (VI; 96) ein, so ergibt sich 
I ö\] 
dı= VadalS (e — Ö) )=Z eine — sind) — 2 (122 — tg 2) 
oder, indem man wieder e, ö durch g, % ersetzt, 


z 2 SSH DEREN: 
dr = Ya dass sin g(cosh + nz). 


Setzt man nun im ersten Glied rechts g = sing, im zweiten Glied cosg = 1, 
so ist bis auf Glieder 3.Ordnung in g 


dt = Ya da as — änglr- — 2 sin: + Ar + ul Z— 


— — 2a dasing tg“ sine” 
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Mit derselben Genauigkeit ist aber 
= 2 Ya® [g — singcosh] = 2 Ja®sing (I — cosh) = 4 Ja? sin g sin? s 
so daß man schließlich für da die einfache Näherung 


d 
da=- LA 
T 2 
erhält, mit der man in den meisten praktisch vorkommenden Fällen rasch zum 
Ziel gelangt. 


54. Berechnung einer gleschabständigen Ephemeride 
aus den Randwerten eines Intervalls 


Im Abschn. 46 wurde die Aufgabe gelöst, die heliozentrische Ephemeride eines 
sich auf einer Kegelschnittbahn bewegenden Himmelskörpers für die gleich- 
abständigen Zeitpunkte i,, &, ig, ... zu berechnen, wenn die Anfangswerte 
Logs Yo 205 For Ir %, für ? = 1, und die konstante Zwischenzeit 7 = kit, - 4) 
= kit, — t„,-ı) gegeben sind. Das gleiche Ziel läßt sich auch erreichen, wenn 
als Ausgangsdaten neben r die Randwerte x,, y,, 29; X, Yı, 21 des ersten Inter- 
valls (4, — 2) vorliegen. In diesem Problem, für das auch ein für programm- 
gesteuertes Rechnen geeignetesLaufschema aufgestellt werdensoll, tritt an Stelle 
der transzendenten, aber für kleine Zwischenzeiten nahezu kubischen Haupt- 
gleichung die ebenfalls transzendente und nahezu kubische Gleichung (VI; 69) 
für das Verhältnis Sektor: Dreieck auf. 

Aus den vorgelegten Daten berechnet man als Invarianten des ersten Inter- 
valls 

n=n+y9+25 N%o = rt Yoyıt aa Nn=mityite 


und bestimmt hieraus, %,, 7, sowie A, = r,/r,. Außerdem ist, wenn 2, =4,—%y, 
die Differenz der wahren Anomalien an den Intervallränden ist, 

Av cos 2 — Up- 
Setzt man nun 


I T* 
Ant % = 24, 608? f, = 9: ie Es 
0 
so ist nach (VI; 59) 
__&  __%&. „_1+4-9 
(2 YA, cos f5)" B. 299 


Einen Näherungswert für das Verhältnis Sektor: Dreieck des Intervalls 
(£, — }ı) leitet man mit 


> ‚([Ir4, 0 
th el 2 +) 


hs = = So 
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aus dem Hansenschen Kettenbruch 
10 II II Ä II 
=1+—h:|I+ —)h th: IH —h 
Yo 75% | g 9% go 
ab, dessen Entwicklung nach wenigen Gliedern abgebrochen werden kann. Die 


exakte Bestimmung von y, erfolgt dann mit dieser Näherung als Ausgangswert 
durch die Iteration 


= 
West zult zußrt Do )N oder 
(VI; 98) j 2 
BEN... 4 2 ae Pe) 
Ber er la, [7-88 ) 


vy=ı+-W(w-+); U ee 


Die eigentliche Aufgabe besteht dann darin, nach dieser Vorbereitung die Orts- 

koordinaten %,, Ya, 2; für den Zeitpunkt 2, aufzusuchen. Ist dies geschehen, so 

sind die Daten für eine Fortsetzung der Ephemeridenrechnung verfügbar. 
Nach (V; 12) ist 


(VI; 99) 4 = A a Tr &,69; 
(VI; 100) %= + %6, 


wenn F,, G,; Fı, Gı die früher definierten Funktionen der Zwischenzeit 7 und 
der für die Zeitpunkte Z, bzw. i, gültigen Invarianten (V; 28, 29) sind. Setzt 
man in (VI; Ioo) 
nt 
so erhält man 
= + (+) A: 


Eliminiert man aus dieser Gleichung und (VI; 99) &,, so ergibt sich 
%6, = M(Fı@ + GE) — Koh (F, 0G, — of) 


oder, nach dem Flächensatz (V; 64) und nach (V; 71), 


(VI; ıor) = —- Ha H+ A 6, +G] : a —— ) 


Da nun die Größen y,, A,, %, bekannt sind, folgt aus (VI; 49, 53) 
465 _ do 250 


T 
VIE:702)- CE ee OO eu ent a ge 
\ 0% . 2A, c08? 7, yo(d, + 4.) (Yo9o)” 
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Man kann also %, aus (VI; ıoI) und y,, 2, aus entsprechenden Formeln berech- 
nen, wenn es gelungen sein wird, F, und G, zu bestimmen. Man erreicht dies auf 
folgendem Wege: 

Nach (VI; 56) ist 


Es folgt demnach aus (VI; 102, 103) 


I 
= Zu-R) g0Y0; 


(VI; 104) MT (%, — Fi) Yo» 
9,1? = (Ad — u) yo 


und aus der Identität (V; ı6), wenn man diese mit 7? multipliziert und die 
Bezeichnungen (V; 53) einführt, 


(VI;105) = 2&- 10 — 97° = [2m + Ay) — (Fu + An)? P5- 
Setzt man nun zur Abkürzung 


ı-K, =, R&+4 =, und wieoben 2(w,-+ 4,) = 9; 
so ist 


I ı 
Zar m (hdmi m Ar 
Ebenso gilt natürlich auch für das nächste Intervall (f, — ia): 


2\ „‚2 


I I 
(VI, 166) = sr M= er = P) Y; u=i- Bir: 
Andererseits sind aber, nach (V; 60) und (V; 78), 

E om -+ &6G y X 
VI; ıo Det Eu 0 DO 0 — MM 


bekannte Größen. Wenn man daher aus (VI; 106) #,, 9,, sı berechnet: 


A Aı. T2 N. 28, 
=ı+ Jı +22 -%; -d=d+-; s= 
Pi Yyı i 2 = p Yyı : (Aı9ı)? 


Y1 


(wobei in der Formel für 2, das positive Zeichen vor der Quadratwurzel zu wäh- 
len ist, da# — 2 für 7 — o), so enthalten diese Ausdrücke nur noch das un- 
bekannte Verhältnis y, für das Intervall i, — t,. Da aber bei kleinen Zwischen- 
zeiten &,, 7, X, klein sind, darf man in erster Näherung y, = y, setzen, zumal 
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sich das Verhältnis Sektor : Dreieck von Intervall zu Intervall nur wenig ändert. 
Mit | 
m. A=shıtrts-ı 
kann man dann 
Br; ee Ag 
A 291 


berechnen und mit ihnen ein neues y, bestimmen. Liegt der endgültige Wert 
von y, fest, so ist, mit den Größen 3, , 91, Sı, ?ı der letzten Iteration, 


T I 
FR =1-Ss; Ze A=ı-F; mn 


ı 


und damit die Aufgabe im Prinzip gelöst. 
Anstatt (VI; ıor) schreibt man, indem man auf beiden Seiten x,G, subtra- 
hiert, durch G, dividiert und 


einführt, 


(VI; 108) an nut nr 
1 


Die Formel (VI; 107) für n, läßt sich auf eine einfachere Form bringen, wenn 


man &,,%719,%, durch (VI; 104, 105) ausdrückt und dann wieder —— 43 — =W+ 4 
und ı — F, = s, Setzt. Es ist dann z 


So n) 
= 1 er a 
ii | A, 0; 


Nachfolgend sei das Programm für die Ephemeridenrechnung aus Randwerten 
in ähnlicher Form zusammengestellt, wie dies in Abschn. 46 für die Ephe- 
meridenrechnung aus Anfangswerten geschehen ist. Diese Formeln sind besonders 
in Hinblick auf die Verwendung programmgesteuerter Rechenanlagen aus- 
gewählt. Das ist auch der Grund, weshalb zur Berechnung von y das Iterations- 
verfahren (VI; 61, 62) an Stelle der für Handrechnung geeigneteren Methoden 
gewählt worden ist: Es ist streng und erfordert an Funktionswerten lediglich 
W (w), dessen Berechnung durch die rasch konvergenten Reihen (VI; 98) für 
programmgesteuertes Rechnen kein Problem bedeutet. 


A. Gegebene Größen 
Gegeben seien die zu ? = i, und ? = i, gehörigen Ortskoordinaten 


Ip; Yo» 20: 4, Yı»21- 
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Die Zwischenzeit sei, in Einheiten von ı/k mittleren Tagen, durch 
= kl h) 


vorgegeben. Gefordert sei die Berechnung einer Ephemeride der Ortskoordi- 
naten für die Zeitpunkte i,, ts, ... in gleichabständiger Folge. 


B. Invarianten des Ausgangsintervalls 
Aus 


2.2 2 Br a ER. 2 2 
n=M+Yy+2% NT Hat Yydyıt Ar; AH rZ 


berechnet man ?7,, %,, Y,, ferner 


(5 f 
= =,‘ 90 = Vz + Ay); 
0 0 
E +4 I Mm 
Mm} = ı-—; = ° 
6 N) 


C. Verhältnis Sektor: Dreieck im Ausgangsiniervall 
Mit der Ausgangsnäherung 


j II II ıI 
14h: 1 + Ih [} + )} 


„=-ı+t on: 
9 


führt man die Iteration 


Mm 
Ze. 
Wr gut zulrt De ) oder 
SELL. ARE EI EEE ERBE, 
er 2 +5: ef: . )}: 


»=ıt WeHtl) w=. 


durch, bis sich w nicht mehr ändert. Der Wert y, der letzten Iteration ist dann 
endgültig. Mit ihm ermittelt man die weiteren Invarianten 
_ 20. BR _yr_s: Be ER 7 
gen. HI bist % = (a5 — Do) P9- 
(090) 
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D. Verhältnis Sektor : Dreieck im nächsten Intervall 
Aus dem vorhergehenden Intervall liegen die Größen 


Yo» Av; U, So or % 


vor, mit denen man 
E Ze & ; M=Y \: S ) e 
— 743 93 2 A Bu en = 
48 . A, 42 er 
bestimmt. Zur Berechnung von y, dient dann folgende Iteration: 


on nn 
Asıt ı+t mu -n%; = Yaldı + mv); 


E . 
2a F=1-s; A=M-F; m=F+ m; 


ER EA 8; 

1 g3’ 1 29, 5 

w= mv — 4; W nach (VI; 08); „=ı+ WWwH+)); ee 
r 


die man mit y, = y, beginnt und so lange wiederholt, bis sich w nicht mehr 
ändert. 
E. Koordinaten für t = ts 


Mit den Größen y,, s, der letzten Iteration. bildet man die rechtwinkligen 
Koordinaten für ? = ?, aus 


und entsprechenden Formeln für y, und 2,. 


F. Kontrollen und Fortsetzung 
Mit den Randwerten des Intervalls (£, — i,) und y, bildet man 
n=]83+93+2% 
und die Größen 


_M%t Yıyat 212%. A rg, 
Le ı 7 ’ 
r7 r, 
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die mit den unter (D) berechneten Größen übereinstimmen müssen. Mit 
81. = a \: _ 4 
= Ng = Yıll A, 2); Ka 2 


führt man dann die Iteration (D) zur Bestimmung von y, durch, die man mit 
Yg = Yı beginnen kann. Liegen bereits mehr als drei Ephemeridenörter vor, 
also mindestens drei Werte der Folge y, , Y1, ?a, ..., so Kann man die Iteration (D) 
mit einem extrapolierten y beginnen. Sind etwa y„_a, %,-ı, 9, bekannt, so wird 
das parabolisch extrapolierte 


Yn+1T,In-2 a 3(Yn = In-1) 


meist schon so nahe richtig sein, daß eine einzige Verbesserungsrechnung zur 
Sicherung des endgültigen Wertes genügt. 

Andere Verfahren zur Berechnung gleichabständiger Ephemeriden beruhen 
auf den Methoden der numerischen Integration der Differentialgleichungen der 
Bewegung. Sie werden - im Zusammenhang mit dem Problem der speziellen 
Störungsrechnung - im Band II behandelt werden. 


KAPITELVII 


REIHENENTWICKLUNGEN IM ZWEIKÖRPERPROBLEM 


55. Allgemeines über Reihenentwicklungen 


In den vorhergehenden Kapiteln haben wir gelernt, die heliozentrischen Koordi- 
naten und andere geometrische Größen der Zweikörperbewegung durch strenge 
Formeln zu berechnen, wobei der Weg im allgemeinen über .die Lösung einer 
transzendenten Gleichung (KepLersche Gleichung, Hauptgleichung, Gleichung 
für das Verhältnis Sektor : Dreieck) führte. Vielfach ist es aber nützlich, direkte 
Formeln zur Verfügung zu haben, in denen diese Größen durch Reihenentwick- 
lung nach Potenzen der Zeit oder nach anderen Funktionen der Zeit dargestellt 
werden. Solche Reihen werden in der Praxis häufig benutzt, wenn sie unter den 
gegebenen Umständen so rasch konvergieren, daß die Berechnung weniger 
Glieder ausreicht. 

Bei den Problemen der Bahnbestimmung, die in den nächsten beiden Ka- 
piteln behandelt werden sollen, wird man meist den Übergang von einem 
Bahnort auf einen benachbarten zu vollziehen haben, um die dynamischen 
Zusammenhänge zwischen diesen Örtern zum Ausdruck zu bringen. Man wird 
dann mit Vorteil Entwicklungen nach Potenzen der Zwischenzeit r von der 
Form 


(vl; 3) (®) =M,+AaT+ BRUT HGTÜH 


benutzen, die bei genügend kleinem z schon nach wenigen Gliedern ab- 
gebrochen werden können. Selbst wenn die vernachlässigten Restglieder bei 
der meist sechs- oder siebenstelligen Rechnung noch merkliche Beträge er- 
reichen sollten, wird ihre Unterdrückung statthaft sein, weil die bei ersten 
Bahnbestimmungen immer zu vernachlässigenden Störungen der Bahnbewe- 
gung durch andere Himmelskörper (große Planeten) Fehler von der gleichen 
Größenordnung hervorrufen, die Genauigkeit der Rechnung also ohnehin be- 
schränkt ist. Andererseits wird man bei der Lösung der Aufgaben der Störungs- 
theorie genaue Entwicklungen der ungestörten Koordinaten brauchen, die sich 
über größere (in der Theorie der „allgemeinen Störungen“, die im Band III 
behandelt werden soll, sogar über sehr lange) Zeiträume erstrecken. Hier kann 
man, insbesondere wenn es sich um Planetoidenbahnen mit kleiner Exzentrizi- 
tät handelt, an Stelle der strengen Formeln trigonometrische Reihen benutzen, 
die nach den Sinus und Cosinus der Vielfachen der mittleren Anomalie M fort- 
schreiten, deren allgemeine Form 


(VII;2) KM)=a,t+t@acosM-+a,c0s2M + --- Mh E—1, 
+b,sinM +b,sinaM + --- Ya: 
lautet, und die beispielsweise bei kleiner Exzentrizität für beliebige Zeiten 


rasch konvergieren, da die Koeffizienten a, b, gewöhnlich von der »-ten Ord- 
nung in der Exzentrizität sind. 
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Natürlich haben solche trigonometrischen Reihen nur dann einen Sinn, wenn 
die Bewegung periodisch ist, d.h. für elliptische Bahnen. Die trigonometrische 
(FoURIERsche) Reihe (VII; 2) stellt dann dieim Intervallo< M < 2x periodische 
und in allen hier vorkommenden Fällen überall stetige und beliebig oft diffe- 
renzierbare Funktion /(M) für alle Zeiten dar und ist stets konvergent. 

Die praktische Bedeutung der Reihen (VII; 2) beruht darauf, daß M der Zeit 
proportional ist, so daß diese Reihen unmittelbar auch als Funktionen der Zeit 
angesehen werden dürfen. Diesem Vorteil steht der Nachteil gegenüber, daß 
ihre Konvergenz mit wachsendem e immer schlechter wird. Ganz anders ver- 
halten sich in dieser Hinsicht andere Anomalien der Zweikörperbewegung, die 
wir kennen gelernt haben: die exzentrische Anomalie E, die wahre Anomalie v 
und die antifokale Anomalie w. Die meisten Bahngrößen lassen sich als ge- 
schlossene Ausdrücke in diesen Variablen darstellen, vielfach auch als endliche 
trigonometrische Reihen mit wenigen Gliedern. Man erinnere sich an die 
Formeln 


ycosv=alcosE —e), r=a(I—ecosE), 
; I I 
rsinv=ayı—e’sinE, Fig a 


und andere, die sehr einfach sind, während die entsprechenden Zusammen- 
hänge mit der mittleren Anomalie, die ja erst durch die transzendente KEPLER- 
sche Gleichung vermittelt werden, sehr kompliziert werden. Es ist daher auch 
wünschenswert, die Differenzen E— M,v— M,w-— M usw. als periodische 
Funktionen der Zeitin Gestalt von Fourizrreihen nach Vielfachen der mittleren 
Anomalie darzustellen. Besondere Bedeutung kommt dabei den Entwicklungen 
v— M und w— M zu: Die erstere, die sogenannte Müielpunktsgleichung, lie- 
fert die wahre Anomalie, also eine der Polarkoordinaten des Planeten in der 
Bahnebene, direkt als Funktion der Zeit, während die andere Koordinate, der 
Radiusvektor 7, sodann durch die Kegelschnittgleichung erhalten wird; die 
letztere zeichnet sich dadurch aus, daß sie von der 2.Ordnung in der Exzen- 
trizität, also für kreisähnliche Bahnen stets sehr klein ist. Die Potenzen von, 
insbesondere die ungeraden negativen, werden in der Störungsrechnung ge- 
braucht; ihre Entwicklung in trigonometrische Reihen ist daher ebenfalls von 
großer Bedeutung. 

Die Funktionen F und G, die bei der Darstellung der rechtwinkligen Koordi- 
naten auftreten, lassen sich bequem als endliche trigonometrische Ausdrücke 
in E bzw. v darstellen, während ihre Entwicklung nach M wiederum auf unend- 
liche Fourierreihen führt. Nach (V; 70) ist 


F=1-0$82° G=t(I - 485,7) 
oder, wenn man die Hauptgleichung in der Form (V; 54) heranzieht, 
| G=t(42 + 9m). | 
Setzt man nun E— E, = 4, ferner 


ind I—cos4 
(A) = — » 2) =; Del ar MH. = nt 


19 Stumpff, Himmelsmechanik 
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und nach (V; 80) 


so ergeben sich die einfachen Formeln 


F=1-%(1- cosag), 
09 
(VII; 3) 

I GC 
ENTE TELN 
7 Yo 

in denen, wie in der Literatur allgemein üblich, 4 = 2g gesetzt worden ist. 
Andererseits erhält man eine Darstellung dieser beiden Größen auch als 
Funktionen von v — u, = 2/, indem man (VI; 47,48) nach F und G auflöst 


(I — cos 2g), 


und definitionsgemäß A = — setzt. So folgt zunächst 


— " [o 2 - _%_ sin ). 


10 


0 
(VII; 4) s 
G = — sin 2f. 
I Ydo 
Es ist aber 
r Itecosyy _ I+ecosw 
19)  Itecosv I-ecos(w-—2f) 
und nach (V;25) ecosy, = Le I, esiny= HY% ,‚ mithin 
Ug U 
Pa m ba ln4 (9 - 1)oos2y — sin 2y = 
4 d, Ko Po 


=I- E _ > (I — cos2f) — 0 sin 2f. 
d, : 


Für # und G als Funktionen von 2f erhält man also die geschlossenen Aus- 
drücke 


0) 
.cos2f— —- sin 2f 
een nn nen 
ge TEE 
I-[I—- <-) (I —cos2f) — —sın 2f 
25) 1%, 
(VII; 5) 
Er 
—— sın 2f 
G= . 
. „Im [x _ 5) (I — cos2f) — sin 2f 
| | d, —_ 
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56. Entwicklung der rechtwinkligen heliozentrischen Koordinaten 
nach Potenzen der Zeit 


Sind 
(VII; 6) Ya Fi 


die rechtwinkligen heliozentrischen Orts- und Geschwindigkeitskoordinaten 
des Himmelskörpers zur Zeit ?= i,, so erhält man, wie gezeigt, die Koordi- 
naten eines benachbarten Bahnpunktes durch 


VI) <= +h6G yo) =yr+Hn6 2) = HF + %6, 


wenn r=k(t —t,) die in Einheiten von ı/k mittleren Tagen ausgedrückte 
Zwischenzeit bedeutet. F und G sind dann Funktionen der Zwischenzeit und 
der „lokalen Invarianten“ #, ‚0, , &, oder eines anderen Tripels von unabhängigen 
Größen dieser Art, die aus den Koordinaten (VII; 6) symmetrisch aufgebaut 
sind. Die TAvLorsche Entwicklung einer Koordinate nach Potenzen von r 
hat dann die Form 


— ..., 


i u. 0% a ( ı" 
VI;8) z<d)=-,+&%T+ hy + ilers ++. .+ 2 
WO %, &g &g, -.. die Koordinate und ihre Ableitungen nach der Zeit, genommen 
für die Epoche 7 = 0, bedeuten. Andererseits lassen sich auch die Funktionen F 
und G in Potenzreihen 


2 n dr F 
Fehthttho tee three = (7) ’ 
i T=0 


N! 
(VII; o) 


t® 1" dRG 
Gegtrattaet tagt” u (7) 
ö " z=0 


entwickeln. Setzt man das in (VII; 7) ein und berücksichtigt (VII; 8) so findet 
man 
xy) == In %o + Im %: 


fü Gm t Inka t Ink 
oder, da ja wegen der Bewegungsgleichung (V; 4) = —uz, 
rl tt 
Die Größen f,, g, lassen sich also aus den Anfangswerten 
h=-L 9-0 


mit Hilfe der Rekursionsformeln 


(VII; 10) In+1 — fa — Kogn Im+1 = + I 
19* 
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sukzessive berechnen, wobei offensichtlich die für 7 = o genommenen Ablei- 
tungen der Invarianten u = r”? auftreten. Diese Ausdrücke, die man auf die 
in Abschn. 40 geschilderte Weise nach (V; ı4) bildet, erhalten verschiedene 
Form, wenn man bei ihrer Bildung verschiedene Tripel von Invarianten be- 
nutzt. Wählt man z.B. das Tripel u, o, e, das bei schwach exzentrischen Bahnen 
gewisse Vorteile bietet, da o und & für Kreisbahnen identisch verschwinden, 
für kreisähnliche Ellipsen also stets klein von der Größenordnung der Exzen- 
trizität sind, so hat man die Differentialformeln 


(VII; ır) u=-3u0; 6=€—- 20%; &= —ol(u-+ 28) 


zu verwenden. Die Formeln (VII; ıo) ergeben dann sukzessive (wobei jetzt der 
Index o überall weggelassen werden möge) 


h= 0 
R=-M 
= + 340 


(VII; 12) = — 1540? + 3ue+ u? 
fs = + 10540? — 45ue0 — I5u°o 
fs = —- 94510? + 630uE0? + 2Iou?o? — 45uEe? — 24u?e — u? 
fz = + 10395140? — 9450u€0°? — 3150u?0? + 1575uE?0 + 882u?E0 


+ 63u°0 
81 I 
&= 0 
Fe 


(VII; 13) g = + duo 
85 = — 4540® + 9ue+ u? 
85 = + 420u0° — I8oueo — 30u?0 
87 = —4725u0° + 3150w€0? + 630u?0° — 22518? — 54u?e — u? 


.. 1, 0 91 9 oe 9 ve ee 1 7 1 1 8 0 L LH LE RL SH HH ET BT BT RU BE CT I IH PT LT I BD ER IT CT BT FT CT FT CT LT TFT CT TFT CT ET IH TFT CT T FT FT FT IT TE FT 5 5 


Multipliziert man /, mit 1", g, mit 1°71, so erkennt man, daß diese Polynome 
sich als Funktionen der drei Größen | 


E=utf, n=or, Ü=et 
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schreiben lassen. Daraus folgt, daß F und G/r [die letztere Größe ist, wie in 
Abschn. 5ı (VI; 49) gezeigt worden ist, das Verhältnis Dreieck : Sektor im 
Intervall i, — {] ebenfalls Funktionen von £,, 79; ©, allein sind. 

Das Gesetz der Koeffizienten der Polynome (VII; ı2, 13) ist trotz der Ein- 
fachheit der Rekursionsformeln (VII; Io) sehr verwickelt. Es ist eingehend von 
K.STUMmPrF untersucht worden.!) Es erübrigt sich aber, die Ergebnisse dieser 
Untersuchung hier im einzelnen wiederzugeben, da man in der Praxis (z.B. bei 
der Bahnbestimmung, wo Entwicklungen der rechtwinkligen heliozentrischen 
Koordinaten für kleine Zwischenzeiten häufig nötig sind) meist mit den ersten 
fünf Gliedern der Reihen (VII;g) auskommt, deren Koeffizienten noch ver- 
hältnismäßig einfach gebaut sind. 

Für schwach exzentrische Bahnen und hinreichend kleines 7 liegt der Ge- 
danke nahe, die Entwicklungen für F und G in der Form 


(VII: 14) F= Dt Pin + Did} + Paso? + Duand + DPoaldl-t 
‚I4) —_ 
Yus= Pot Frnt Yadt+ Pont Yndt+ Palit 


zu schreiben, da n und £ klein sind und man die Glieder 3.Ordnung, oft genug 
auch schon die quadratischen, vernachlässigen kann. Die Größen ®,,, Y,. sind 
Funktionen von £ allein und können als solche in Tafeln gebracht werden. Ins- 
besondere ist 


Dun = cos VE = costryu; P,=sinye=sintyu, 


wie man unmittelbar aus (VII; ı2, ı3) abliest, wenn man n = & = 0 setzt. 
Man kann dies auch auf elementare Weise zeigen. Für diesen Fall (Kreisbahn) 
ist, wenn vr = a = const den Halbmesser der Bahn bezeichnet, 


x =acosv= alcosv, cos (v — v,) — sinv,sin(v — %,)]- 
Da nun in der Kreisbahn 


v-,=M-M= 


T = ' 
— =tyu; d= Yu; 
ya? 
= -asiınv-öÜ= —ayusinv, 
so erhält man für? =, 
. %,=ac0s%,, &= -ayusinv, 
und daher 
j _ ‚ sint Yu 
s=u,f+%,6 — 1,costyu+ ee 
Ya 
woraus die Behauptung folgt. Die übrigen Größen ®,,, Y;, lassen sich als end- 
liche Ausdrücke in den Cosinus und Sinus der Vielfachen von ı Ju darstellen. 


— 


1) Astron. Nachr. 274, 49 (1943) und 275, 203 (1947). 
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An Stelle der Entwicklung (VII; ı4) lassen sich noch zahlreiche Varianten 
bilden. Man kann etwa das Tripel u, o, & durch ein anderes ersetzen, z.B. durch 
u, 0, 0, was bei Parabeln oder parabelähnlichen Bahnen Vorteile bietet, da 
dann o bzw. x = or” verschwindet oder klein ist. Außerdem gestattet jedes 
Tripel selbst drei Varianten, da man die Entwicklung als Potenzreihe nach 
zwei der drei Invarianten schreiben kann, während die Koeffizienten Funk- 
tionen der dritten sind. In der Bahnbestimmung der Kleinen Planeten hat sich 
z.B. die Entwicklung 


F=90+ 95 + Hd + Pit Put Mait)+t 


(VII;ı5) G 
— =Yort yiog + Yyıd)+ Yaos?+ YıscHt Yaldt 


bewährt, die gegenüber (VIII; 14) besondere praktische Vorzüge besitzt. In 
ihr bedeuten 9;,, %;, Funktionen der meist sehr kleinen Größe n. Aus (VII; ı2, 
13) liest man ab: 


außerdem 
m=-ztzn-grtgr u  - 
(VII; 16) m, gt Zr 
mSs-antar get 
m=-4+&n + Zap ee 
(VII; 17) | Y2o = Ts 4 
DE E PE DEE Pre 


während 991, Po2; Yoı, Yo2 (allgemein alle 9, Y%y, für? > ı) gleich null sind. 
Ferner besteht eine für die praktische Rechnung vorteilhafte Eigenschaft dieses 
Systems darin, daß 


(VII; 18) Pı1ı = 3980 
ist. Außerdem findet man 
I 


3 
Yı — Yıı = 73 (920 — Yao) = 35 


a Er PER 
: Re 
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oder, wenn man 9,, durch (VII; ı8) eliminiert, 


(VII; ro) Yıı = (Pro + Y2))- 


Setzt man also 
F=1+9;, G=t(I+pY), 


so erhält man auf Grund von (VII; ı8, 10) 


= E90 + Pal +3)+.); 


y=9+ El = vu) + (920 — Y20) e+22)+--). 


Man kann daher die ersten Glieder der Entwicklung in der Form 


p=ElA+B(E+ 30), 


VII; 
EN v=p+sic+Dle+2:) 


zusammenfassen, wo A, B, C, D durch folgende Funktionen von n dargestellt 
werden: 


ee ee Ten: 
4 At iur rer ) 


I 
En nn 


ea ee Tre nz, 
C 1: NZ glg ) 


3 4 
rd ERBE Le EEE 
D |: zart 5 u ) 


die man (siehe Anhang AVII]) leicht in Tafeln bringen kann. Die Formeln (VII; 20) 

sind bis zur 5. Ordnung in der Zwischenzeit genau und enthalten auch noch er- 

hebliche Teile der Glieder höherer Ordnung. Von den Gliedern 6.Ordnung sind 

nur die Größen | 

I 

EUR N 2 
era 458°) 

in der Reihe für @ vernachlässigt, die man in Zweifelsfällen durch die beque- 

mere Formel 


ee Der 


720 
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abschätzen kann, in der nur ein Glied von der Gestalt — E22 unberücksichtigt 


geblieben ist. Die Erfahrung hat gelehrt, daß die Formel (VII; 20) selbst in 
ungünstigen Fällen der Bahnbestimmung genau genug ist, zumal bei größeren 
Zwischenzeiten, wenn die vernachlässigten Glieder merklich werden, die Stö- 
rungen Beträge von mindestens der gleichen Größenordnung erreichen können. 
In allen Fällen, in denen diese Formeln nicht ausreichen, also die unbequeme 
Berechnung höherer Glieder erforderlich wäre, wird der Rechner ohnehin die 
im Kapitel V entwickelten strengen Methoden bevorzugen, da die dann er- 
forderliche Lösung der Hauptgleichung (V; 51) weniger Mühe macht. 

In manchen Fällen ist es wünschenswert, auch den Radiusvektor 7 in eine 
Potenzreihe nach r zu entwickeln. Die Berechnung der Koeffizienten der 


Tayrorschen Reihe 
2 


ä a 
een 


erfolgt etwa nach dem Schema 


i=1r0; 6=€E— 20%; E=—-olu+2ed; = —3u0 
und ergibt 
r=NnI+ot+ —(& —- 20)7° + 50 (408 65, —-u)T + - 
(VII; 21) 


a | 
=n1+Mm+ —(& = 270) + 5m (ano — 6% — +. 


Ähnliche Potenzreihen lassen sich gleichermaßen für u = r"° und beliebige 
andere positive und negative Potenzen von 7 nach Bedarf aufstellen. 


57. Die BesseLschen Funktionen 


Bei der Lösung der Aufgabe, die Koordinaten und andere geometrische Größen 
des Zweikörperproblems in FourlErreihen nach den Vielfachen der mittleren 
Anomalie zu entwickeln, wird man auf die B*sserschen Funktionen geführt. 
Ein kurz gefaßter Exkurs über diese für die Himmelsmechanik so wichtigen 
Funktionen und ihre hauptsächlichsten Eigenschaften wird daher nicht über- 
flüssig sein. 

Die BEsseschen Funktionen J,(x) treten als Koeffizienten von 2” auf, wenn 
man die „erzeugende Funktion“ 


20) 
He)=e ? 
nach den positiven und negativen Potenzen von z entwickelt. Es sei also 


(VI; 22) Ha)=ho+h@Wz+ RW 24 
+ A WT+ Je)’ + 


Die Besseischen Funktionen 207 


Andererseits ist auf Grund der bekannten Potenzreihenentwicklung der Ex- 
ponentialfunktion 


2, Ve) 7 


Setzt mannuna -—ß=n,also« = ß + n, und beschränkt man sich vorläufig 
auf die Glieder mit » > 0, so erkennt man, daß der Koeffizient von 2” 
) (— 1)? ei 


Ina) 2, B! P+n))! 


2 / 


lautet. Speziell ist also 


Jo(%) = 


und für ganze n >o 


x\" n+2 y\n+4 
(VII; 23) 7,0) = ol Bu 4 c) 


ıa+n! Zimt)! 


Die Bzsserschen Funktionen mit negativem Index ergeben sich aus denen mit 
positivem Index sodann durch die Beziehungen 


(VII; 24) In (*) ee (> 1)" Jn(%) s 


wie man unmittelbar einsieht, wenn man bedenkt, daß die Funktion A (z, x) 
und damit auch deren Entwicklung (VII; 22) unverändert bleibt, wenn man z 
mit —z”! vertauscht. Aus der Reihenentwicklung selbst folgt 


="), 
also ist nach (VII; 24) auch 
(VII; 25) J-2) = I). 
Wegen (VII; 24) kann man (VII; 22) auch in der Form 
(1 
(VH;26)  e? so“ IA+A)@-Z)+ RA) HZ) + 
+2) + 
schreiben. Setzt man hierin z = e‘P und bedenkt, daß 


er teir=2c0050; dr—eir—=2ising, 


2098 Reihenentwicklungen im Zweikörperproblem 


so erhält man 


(VII;27) er = J,(r) + 2[J2(%) cos 2@ + Jalz) cos4P +" )+ 

+ 2:[/,()sinp+ Js(a)sin3p+ +]. 
Andererseits ist e* = cos& + isin«, also, wenn man die reellen und die ima- 
ginären Teile beider Seiten von (VII; 27) trennt, 
cos (* sing) = Ju(#) + 21Ja(#) cos 29 + Jı(x) c0s4P +], 
sin (xsing) = 2[Jı(&) sin@ + Js (a) sin 39 +]. 


Aus (VII; 28) folgt, daß man die BesseLschen Funktionen auch in Form von 
bestimmten Integralen schreiben kann. Entwickelt man eine im Intervall 
o<Yp< 27 periodische Funktion f(p) in eine FouRIERreihe | 


I) = mt 4C0SP + ,C0S2p + +a,cosnp ++ 
+ db, sino-+ d, in 20 + ..- db), sinno + on, 


so lassen sich, wie aus der Theörie dieser Reihen bekannt, die Koeffizienten in 
der Integralform 


(VII; 28) 


2% 
ıI 
a,= 2 [io cosnpdp, 
ö 


27T 
I 
= [tee Or n=1, ED, 
1) 


I f 
= — [io sin np dg 
) 


darstellen. Wendet man diesen Satz auf die Reihen (VII; 28) an, so folgt un- 


mittelbar 
27 


2 


I 
un ino)d 
I (x) —| cos (xsino)dp, 
ö 
27 


(VII; 29) Jan(&) = — cos (x sin@) cos2nodo, 
ö 


an 


Jan-ı(%) = Fr sin (* sin @) sin (2» — I) od. 


Andererseits bemerkt man, daß die Integrale 

2% 27 
(VII; 30) [sin (x sing) sin2npdo, [eos (x sin @) cos (2n — I) ode 
0 


0 
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verschwinden, da nach (VII;28) die trigonometrische Entwicklung von 
cos (x sin o) nur Funktionen der geraden, die von sin (x sin o) nur Funktionen 
der ungeraden Vielfachen von o enthält, und da 


27 27 
[cos MKCOSNx“Ax = [sin mssinnxds<=o fürganem+n 
ö ) 


ist. Man kann also zu den Ausdrücken (VII; 29) beliebige Vielfache der Inte- 
grale (VII; 30) hinzufügen und beweist so die Formel 


27 
(VII;31) J,)= ee pe np — xsinp)dp, n=0,1,2,...), 
4 


0 


die man, da der Integrand symmetrisch zu & = x verläuft, auch 


P7 


J.%) = — cos (np — x sin p) dp 
Ö 
schreiben kann. | 
Zwischen je drei aufeinanderfolgenden Besseıschen Funktionen desselben 
Arguments besteht eine Rekursionsformel. Differenziert man (VII; 26) nach z, 
so erhält man 


& (x u F a) = — E = EBRAG zn Be gn-1 


N=-oo 


und durch Vergleich der Koeffizienten von 2” auf beiden Seiten: 
x 


Eine ähnliche Beziehung ergibt sich, wenn man (VII; 26) nach x differenziert. 
Es ist dann | 


(6-3), 2 har- 3 9m 


2 zZ n=-00 n=-0 


woraus durch Koeffizientenvergleich 


dJ „(x I 
(VIL; 33) I Eye) Tante) 
folgt. 

Man kann (VII; 32, 33) zur Herleitung einer Differentialgleichung zweiter 
Ordnung benutzen, der alle BesseLschen Funktionen genügen: Man differen- 
ziere (VII; 33) noch einmal nach «&: 


d°],(%) = TI 4] -1(%) en A] n+1(%) 


dx? 2 dx dx 
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und wende auf die rechte Seite (VII; 33) an. Dann folgt zunächst 


vu En 2 + Tell) 


Nach (VII ; 32) ist ferner 
(n +7 In+1(%) == Un) Ar In+2 (8); 


x 
(n u I) In-ı(%) = 2 2%) + In-2)] s 
also, wenn man diese beiden Gleichungen addiert, 


"Un + Ja) + Uarı In) = Un — 2 Ju + Jar) + 22]. 


Formt man dies nach (VII; 32, 33, 34) um und dividiert durch 2x, so erhält 
man die BEssELsche Differentialgleichung 
2], , 2 dl) , ( ni? 
- I 
d % 


(VII; 35) TE 25 


für die Funktionen J,„(x). 


58. Entwicklung von Funktionen der exzentrischen Anomalie 
in FourIERrveihen nach der mittleren Anomalie 


Wir haben gesehen, daß verschiedene Bahngrößen (z.B. die rechtwinkligen 
Koordinaten x =rcosv, y=rsinvin der Bahnebene, die Hilfsgrößen F und 
G, der Radiusvektor und seine .Potenzen) sich sehr einfach als endliche Aus- 
drücke in den Cosinus und Sinus der exzentrischen Anomalie und ihrer Viel- 
fachen darstellen lassen. Die Aufgabe, diese Größen in periodische Reihen nach 
der Zeit, d.h. in Fourrierreihen nach den Vielfachen der mittleren Anomalie M 
zu entwickeln, wird also bereits weitgehend gelöst sein, wenn es gelingt, die 
Funktionen cosE und sin E, allgemeiner cosnE und sin»E, durch solche 
Reihen darzustellen. Bei der Lösung dieser Aufgabe werden uns die Ergebnisse 
des vorigen Abschnitts sehr nützlich sein. 
Offenbar ist der Ansatz 


cosnE = a) + a9 cos M + a9 cos2M + --+a®McosvM + --, 
sinnE = bp) sinM + b®sin2M + ---+5PMsinvM + --- 


gerechtfertigt, denn da E(-M) = —E(M), ist cosnE eine gerade Funktion 
von E und M, so daß ihre Reihenentwicklung nur cos-Glieder enthalten wird. 
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Ebenso ist sin »E ungerade in E und M, kann also nur sin-Glieder enthalten. 
Die Fovrıerkoeffizienten der obigen Entwicklung sind demnach durch 
2% an. 
am) — —_[cosnEdM; a") — = [os nE cosvM dM, 
2n m: 
ö 


0 


Er W=1I,2,3,...) 


Bm) — — [ sin »E sinvM dM 


0 


gegeben. 
Zur Berechnung von a{® setzt man 
AM =dE(I -ecosE), 
was ja unmittelbar durch Differenzieren der KepLerschen Gleichung 
(VII; 36) M=E-esinE 


folgt. Es ist demnach, da E und M die Intervallgrenzen o und 2x gleichzeitig 


durchlaufen, 
2n 


a) — = [oosnE — ecosE)dE. 
27, 
ö 


Da nun 
2n 37 


[es»EaE = [eos nE cos £.aE = | 


Ö N) 


o für n>I, 


z für n=I, 


so ergibt sich 


(VII; 37) al) — -—; amM=o für n>ı. 


Das Integral für a” (v» > o) formt man durch partielle Integration um: 


27 
dsinvM 
(m) _ I meer 
a, 2 oo nE IM dM 
) 
3 2r 
= Fe mes dcosnE - „MAM. 
| vn R YIc dM 


0 
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Das erste Glied rechts ist null, das zweite läßt sich schreiben: 


27 27 
dcosnE 
ar) — _ JENE nyMdE= -— |sinnEsinvMdE. 
vn) dE vn, | 
Ö | 
Substituiert man nun M durch (VII; 36), so erhält man 
27% 
a) — * [sin nEsin(vE — vesinE)dE 
Ö 


oder nach Anwendung einer bekannten trigonometrischen Formel 


2% 


ar) — 2 [os [vo —n)E —vesinE] — cos[» +n)E — vesinE]}dE. 


Das ist aber nach (VII; 31) 


=.) - Innbel- 


Auf ganz entsprechende Weise berechnet man 


27 
I dcosvM 
br = —— !sinnE———dM, 
2 VT / na dM 
woraus nach partieller Integration 
27 2n 


DM) — ® [cos nEcosvMdE = ® [oo nE cos vE — vesinE)dE 
vn. YıL | 
ö ö 


oder, nach Umformung des Cosinusproduktes und Anwendung von (VII; 31), 


N 
0) — y J,-ne) = Jrrn(Ve)) 
folgt. 
Für n > ı erhält man somit 


. cosyM 


| conE=n 3 J»-n Pe) u Jr+ne)] y 
v=1 


VII; 38 
\ 3 sınvM 


| sin nE Er "2 0,-.00) + Jr) 


Entwicklung von Funktionen der exzentrischen Anomalie 303 


oder, wenn man nach (VII; 25) J,,„ve) = J,_„(- ve) setzt, 


Er cosvyM 
csnE=n%' J-,_.(re) 


v=-0 


(VII; 39) Re 
sinnE=n»D']J,_.(e) na ; 


v=-o0 


wobei das Zeichen 2” bedeuten soll, daß bei der Summierung das Glied mit 
y = 0 auszuschließen ist. 

Für » = ı tritt der Sonderfall ein, daß nach (VII; 37) das konstante Glied 
nicht verschwindet. Ferner lassen sich die Koeffizienten der periodischen Glie- 
der mit Hilfe von (VII; 32, 33) umformen: 


2 d] (ve) 2 d](ve) 


= re 


DD = — ,-ılve) + Jr+1We)] = — Je) 2 


Es ist also 


(VII; 40) 


Mit Hilfe der Formeln (VII; 40) lassen sich bereits verschiedene in der ellip- 
tischen Zweikörperbewegung auftretende Größen in FouriErreihen nach den 
Vielfachen der mittleren Anomalie entwickeln. So folgt z.B. aus 


(VII; 4ı) r=a(I —ecosE) 
unmittelbar 

Ds m. © d]J,(e) cosvM 
(VII; 42) ae: + + 2 Ei 


Hierbei möge darauf hingewiesen werden, daß J,(ve), wenn e klein von der 
1.Ordnung ist, die Ordnung », also una die Ordnung v — ı hat. Das Glied 
mit cos vM in obiger Reihe ist also von der v-ten Ordnung in der Exzentrizität. 

Auch die auf die Apsidenlinie als Abszissenachse bezogenen rechtwinkligen 
heliozentrischen Koordinaten eines Planeten in der Bahnebene lassen sich so- 
fort als trigonometrische Reihen nach M hinschreiben. Aus 


x=rcosv=alr-ecosE); y=rsinv=ayı — esinE 
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folgt 


4 era cosvyM 3 
(VII; 43) 


Pie yı FE Sy 


a 


Die Entwicklung des reziproken Radiusvektors erhält man bequem auf fol- 
gende Weise: Auf Grund der KeptErschen Gleichung ist zunächst 
(VIL; 44) NETTE N 


v=1 


Differenziert man diese Gleichung nach M, so erhält man wegen 
dE I a 


dM ı-ecosE + 


(VII; 45) — =1I+2 > ],bo) cosvM. 


v=1 


Von den übrigen Potenzen von 7 wollen wir an dieser Stelle nur die häufig 
gebrauchten Funktionen 7? und 7”? entwickeln. Die Reihe für r? ergibt sich 
ohne Schwierigkeit, wenn man 


(VII; 46) (2) = (r-ecosE’=ı — 2ecosE+ z Medi cos 2E) 


mit Hilfe von (VII; 38, 40) umformt. Man findet, wenn man kurz /,(ve) = J, 
schreibt, 


(2) = ac oe #3 ad], cosvM - E cosvM _ 


a 2 „ı de y2 
3 © cosvM| d], 
==.T + Se — 2e2 y2 £ er Zr — la - Jr2)|- 


Setzt man nun nach (VII; 33), mit x = ve, 
2, rlr-1 7 In) 


und nach (VII ; 32), wenn man » — I bzw.» + I statt » einführt, 


ve 


rJ,-ı 7 u re DE ze BET 


I J,41 7 -— (1, + Jr +2) 7 Jr1> 
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so erhält man 


a], »e 2 
er u 7 Wh. = J,+2) -— Is Fl = ZJrbe), 


also schließlich die einfache Formel 


cos nn 


(VII; 47) 2) =1+3#-4&76 e) 


a 


Eine kürzere und elegantere Ableitung von (VII; 47) ergibt sich, wenn man 
(VII; 46) differenziert: 


y? 


an (5) = 21 - eos Mesin Egg =2esinE=42 Ib e) - 


sinvM 
y } 


Integriert man dies wieder über M, so findet man 


cos Vv 


(2) = 42.1.0957 + const. 


v=1 


Der Wert der Integrationskonstanten folgt aber aus (VII; 46) und aus der oben 


bewiesenen Tatsache, daß die Entwicklung von cos & das konstante Glied — = 
hat, während das der Entwicklung von cos 2E gleich null ist. z 
In der Störungstheorie werden Entwicklungen der Funktionen 


| y\r Fin. 

—)| cosmv; |—) sin mv 

gebraucht, wo n eine beliebige ganze, m eine positive ganze Zahl bedeutet. Wir 
wollen an dieser Stelle, außer den schon erledigten Fällen m =n= ı und 
m=0;,n=2,1Iund —I, nur noch die beiden Fälle m = ıI;n=ound —2 
behandeln. Der erstere ergibt die Funktionen cos v und sin v selbst. Aus der 
Kegelschnittgleichung erhält man 


I-e a I 
(VII; 48) coSsU = ® 67 = 
d [r Idr dr I esinv — 
d mm tl 8 ll 3 
ren re 2) adı dM ayalı-e) je 
Br Yı-® / 
(VII; 49) Su rar 2). 


Setzt man in (VII; 48) die Reihe (VII; 45) und in (VII; 40) die Ableitung der 


20 Stumpff, Himmelsmechanik 
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Reihe (VII; 42) nach M ein, so ist 


Be. 
ss - 2 J,be) cosvM —e 
E v=1 
(VII; 50) 
| sinv=2y1ı -e 3 Abe nz ı en 
v=1 


Der zweite Fall betrifft die Funktionen 7”? cos v und 7”? sin v, deren Bedeutung 
sichtbar wird, wenn man die Differentialgleichungen der ebenen Zweikörper- 
bewegung, 

= -ıar?, Ü= -—-yr?° 


betrachtet. Es sind nämlich, wegen x=?rcosv, y=rsinv, 


COS U n sin v 


= LE, = —üÜ 


Y2 


y: 


die negativ genommenen Beschleunigungskoordinaten des Himmelskörpers. 
Da nun 
(a, ebenso „if 
"am: a FT Pam?’ 


so ergeben sich die gesuchten Formeln, wenn man (VII; 43) zweimal nach M 
differenziert. Es ist demnach 


[ a\? 0. d]J,Wwe) 
(* csv=2, Te cosvM, 


v=1l 


8 sinv = ‚E25 Di v],(e) sin ıvM. 


v=1 


(VII; 51) 


Statt dessen kann man auch symmetrischer 


2 (eo) + co 
| 2) cosv = I v(],_ı — Jsr1) 08 vM = WvJ,-ılve) cosvM, 
v=1 


v=-c 


2 co 
(VII; 52) #) siinv= yı —.e? 2 U.- + J,+ı) invM = 


ae ee 
—-Yı-e YvJ,_,be) sinvM 
schreiben, indem man (VII; 33, 32) benutzt und J,;, (ve) nach (VII; 25) durch 
J-,-ı(-ve) ersetzt. In diesen Summen braucht man nicht, wie in (VII; 39), 
das Glied mit v = o auszuschließen, da dieses ohnehin verschwindet. 
Wenn man will, kann man auch die wichtigen Größen F und G in FoURIER- 
reihen nach Vielfachen von M entwickeln, da sie nach (VII; 3) lineare Funk- 
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tionen von 
cos 2g = cos (E — E,) = cosE,cosE + sinE,sinE, 


sin2g = sin (E — E,) = cos E, sin E — sin E, cos E 
sind, wobei 


€ c 
cosE, = —-; sin E, = 2— 


el eg 
nur von e und den lokalen Invarianten derEpoche ? =, abhängen. Man braucht 
also nur die Entwicklungen (VII; 38) einzusetzen. Aber diese Reihen haben 
kaum praktischen Wert, da bei der Entwicklung der rechtwinkligen Koordi- 
naten die Zwischenzeit 7 = k(t — L,) als unabhängige Variable auftritt, eine 
gleichwertige trigonometrische Entwicklung also nicht nach Vielfachen von M, 
3 
sondern vielmehr nach denen von M— M, = = = ‚1 erfolgen müßte. 
a 0 


Eine solche Entwicklung ist mit Hilfe des Ansatzes 


cos2g =%+ & [w,cosv(M — M,) + $,sinv(M — M,)|, 
v=1 


sıin2zg=%+ & [p,cos» (M — M,) + 6, sinv(M — M\,)] 


tatsächlich möglich. Die von den lokalen Invarianten abhängigen FOURIER- 
koeffizienten erweisen sich aber als so verwickelt, daß ein praktisches Bedürf- 
nis nach Formeln dieser Art kaum besteht. Es zeigt sich überdies, daß - ab- 
gesehen von den konstanten Gliedern, die von der Ordnung der Exzentrizität 
sind — die Terme mit cos» (M — M,) und sinn (M — M,) von der (» — 1)-ten 
Ordnung sind, so daß man auch bei kleinen Exzentrizitäten, wie sie bei der 
Mehrzahl der Planetoidenbahnen vorkommen, ziemlich viele Glieder berechnen 
müßte, um die Genauigkeit sechs- oder siebenstelliger Rechnung auszuschöp- 
fen. Die früher bewiesenen strengen Formeln für F und G leisten das bedeutend 
müheloser. 


59. Entwicklung von Anomaliedifferenzen 


Die Anomalien M, E und v unterscheiden sich um Größen von der Ordnung der 
Exzentrizität voneinander. Es ist daher nützlich, die Entwicklungen der Diffe- 
renzen E— M,v — M,v — E in Fovrıerreihen nach Vielfachen der mittleren 
Anomalie zu besitzen, die für kleine e rasch konvergieren. Diese Aufgaben, die 
sich leicht vermehren lassen, wenn man I. auch die „antifokale Anomalie“ w 
und andere in der Zweikörperbewegung vorkommende Winkel von Anomalie- 
charakter mit einbezieht, 2. auch trigonometrische Reihen nach E, v, w usw. 
zu entwickeln sucht, bieten sehr unterschiedliche Schwierigkeiten. Sehr leicht 
ist z.B. die Differenz E — M nach E und M zu entwickeln, wie dies in (VII; 44) 
geschehen ist. 


20* 
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Verhältnismäßig einfach lösbar ist auch die Aufgabe, die Differenzen zwischen 
den Winkeln E, v und w nach Funktionen der Vielfachen jedes dieser drei 
Winkel zu entwickeln. Man bedient sich dazu der schon früher (II; 14, 2I) be- 
wiesenen Zusammenhänge 


) Ite E E I+te w V I+te, w 
es —_ ie tg; tg = As. 
57 Ver: "57 VeH8t: 5,7178 °37 


Diese Beziehungen sind von der Form 


tgy=atgx, 


wo a (im Falle schwach exzentrischer Ellipsen, für den allein das Problem prak- 
tische Bedeutung hat) wenig von der Einheit verschieden ist. In diesem Falle 
läßt sich y — x in der Form der aus der Analysis wohlbekannten trigonome- 
trischen Reihe!) 


a—ı. Ifa— 1. Ifa—ır®. 
a ainzr+ | \sinar+ [EN sinor+ 


2\@a+IıI | 


a I+te 


schreiben. Setzt manin den vorliegenden Fällen für a die Werte IE z 


. 5 „_@—I ; ; 
ein, so erhält man für beziehungsweise 
a+ı 


Yıte-Yı-e I-e e = sin @ ie, 
Yıte+yı-e "ıryfı-e I- c05® 2 


a+teo-loe) 
Ve 


=e=sing 


und daher die Reihen 


v-E= 2\tg 2 sin £ + —tg- ? sinzE + „te Z sin 3E tel, 


p 


(VO;53)) E-v= 2|tg Fein .- tg F 


3? 


sin zw + —tg „ sin 3w + Zi 


T) Dh 
v-wWw=2 a me sın’w-+ ---|. 


1) Den Beweis findet man in den meisten Lehrbüchern der Sphärischen Astrono- 
mie, z.B. auch in K. Stumprr: „Geographische Ortsbestimmungen‘“, S. 208/209 


(Berlin 1955). 
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Umgekehrt ist aber auch 


a | 27 re , E_ı1ze,® 

SS, "Vire 57’ | Le Sg Ire°z° 

so daß man in (VII; 53) die beiden Variablen miteinander und gleichzeitig e mit 
— e vertauschen darf. Es gilt demnach ebenfalls 


o-E=2ltg®sinn- Lig? Zsinzu+ tg singu —: | 
(VII; 54) E-w=2tg@sinE-- tg sin2E + —t tg = singE — -- -, 
; I i I : 
o-w=z|esinn - Zeisinzu+ Zeingn |. 


Durch Bildung von Differenzen zwischen je zwei dieser Reihen erhält man zUu- 
sätzlich die Formeln 


v-E=(w-w-(E-w= 


— 2 (e - 62 )sinw + = (et 2)in2w + u 


— 2|(e- ts?) sin: — =(e — tg) sin 2w + zu 


v-w=(w-E)+(E-w=. 


=4lte® sine +2 „te? singe + — inse+--|, 


in denen die Differenz zweier der drei Anomalien durch die dritte ausgedrückt 
wird. Die letzte dieser Reihen kann dazu dienen, den Winkel 


ve 


Zen De 
2 2 

zu berechnen, der von den Vektoren des Ortes und der Geschwindigkeit ein- 
geschlossen wird [siehe (III; 66)]. Diese Reihe konvergiert besonders rasch, da 
sie nur die ungeraden Potenzen der Exzentrizität enthält. 


Nach einem Vorschlag von ]J.G.BEHRENSt). lassen sich trigonometrische 
Reihen von bemerkenswert guter Konvergenz auch finden, wenn man als wei- 


1) Astron. Nachr. 284, 145 (1958). 
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tere „Anomalie“ den Richtungswinkel » der Bahnnormale gegen die Perihel- 
richtung der großen Achse hinzunimmt oder, was dasselbe ist, den Winkel, den 
der Geschwindigkeitsvektor mit der Richtung der Perihelgeschwindigkeit 
bildet. Dieser Winkel, der ebenso wie die anderen Anomalien während eines 
Umlaufs von Perihel zu Perihel von o bis 277 wächst, ist, wie in Abschn. 23 
(III; 67) gezeigt wurde, 


vw 


(VII; 56) a 
und man findet leicht, daß 
) w I+te I—e E 
a y + Vz) I 
er, 
= 1 z 
i 7 67 : 5 2 


Es bestehen also die Zusammenhänge 


(VII; 57) tgy=secpotgE;, gE= cosptgy, 
aus denen man wegen 
a ee So et 
seccp—+I 2 cSY-+I 2 


die beiden für kleines @ = arc sin e rasch abklingenden Reihen 


(VI;58) 9 — E=tg’sinaE+ — tet sin gE+ — tg sin6E + - 


P 


= sin2y — Ze ? 


— 


sin 4y + is sin6y+ --- 


herleitet. Weiter folgt aus (VII; 57) 


Asiny=sinE, ( ; | 
VII;5 BER A=YI-e?co®E 
\ z Acosy=Yı-e:cosE. 


Setzt man rechts die Ausdrücke (III; 60) 


sin v cosv-+ e 


sinE=Yı ee! —— cl=- ——— 
I- ecosv I+ ecosv 


ein, so ergibt sich 
Bsiny= sinv, ARBEINPERER ARE EEE 
(VII; 60) (B = yı + 2e cosv + e?) 
Bcosvy=cosv-+e. 


Multipliziert man die beiden Gleichungen (VII; 60) mit cos y bzw. — sin y und 
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addiert, so entsteht 
sin® -—w)=esiny; v— y = arcsin (esin y) 


oder, wenn man den arc sin in eine Potenzreihe entwickelt, 
v—-y=esny+t I (e sin y)® + 2 (td > (e sin y)? + .. 
6 40 1I2 


Mit Hilfe der bekannten trigonometrischen Formeln 
2sin®’y= 3siny— sin3y, 
2: sind’y=1Iosiny— 55sin3y+ sin5y, 


(VII;67) 26sin’w= 35siny — 2Isin3y-+ 7sin5yw — sin7y, 


.o 0 v0, 0 0101010010000 000 Tree 


verwandelt man diese Reihe, bis zur 7.Ordnung genau, in 


25 
1024 


(VII; 62) = y=sinple+r ge+ &e4 +) - 


Be Br DH HE ERBE 

sin ap |. = 128° ae 1024 is |+ 
SEE TER BE 

+ insy + ae | 


si +4 ... 


Nun ist nach (II; 23), wenn s den Abstand des Planeten vom Antifokus be- 
deutet, 


Es ist demnach 
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mithin 
dv —Yy) _s—r 
dy osH+r 
oder, das = 2a—1r, 
EU 
dy a 


Differenziert man also (VII; 62) nach y, so ergibt sich für yla die Entwicklung 


EEE I FD des 


I 


+ cos auge + I 54 45 e + .: |- 


128 1024 


2 
en 


24] + 


+ 00879 ME ze 


1024 
Diese Reihe konvergiert erheblich rascher als die Entwicklung (VII; 42) dieser 


Größe nach den Cosinus der Vielfachen der mittleren Anomalie, die man auch 
in der expliziten Form 


(VII; 64) 2 <14 20 -mMle- 304 0 - 7 4) - 


8 192 9216 
e e* e® 
+ == 
= Ga AI es 
— sm|2 i 128 7 5120 
I 
— 008 4M I —e! — —e+- |- 
4 3 3 + 
u 125 5 _ 4375_ = 
- cs 6M | Ze — ae _ 
80 
16807 „ 
cos Aller | 


schreiben kann, wenn man die BEsserschen Funktionen durch ihre Potenz- 
reihen nach e ersetzt. 
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60. Die Mittelbunkisgleichung 


Bedeutsamer als die Entwicklungen nach Funktionen von E, v, w, w sind die 
trigonometrischen Reihen, die nach den Vielfachen der mittleren Anomalie fort- 
schreiten, da sie die zu entwickelnden Größen unmittelbar als periodische Funk- 
tionen der Zeit liefern. Für verschiedene Bahngrößen haben wir dieses Problem 
schon in Abschn. 58 gelöst, so für einige Potenzen des Radiusvektors, für trigono- 
metrische Funktionen von E und v, für die Differenz E — M und andere. Unter 
allen Formeln dieser Art ist aber die unter dem Namen „Mittelpunktsgleichung“ 
bekannte Differenz v — M besonders wichtig, da sie die wahre Anomalie direkt 
als Funktion der seit dem Periheldurchgang verflossenen Zeit auszudrücken 
gestattet. 

In der klassischen Literatur ist daher auch auf die Berechnung der von e ab- 
hängigen Koeffizienten der Reihe 


(VII; 65) v—-—M=«snM-+ a,sin2M + a,sin3M + -- 


sehr viel Mühe verwendet worden, und die Mathematiker haben außerordent- 
lich reizvolle, tief in die Funktionentheorie führende Überlegungen angestellt, 
um diese Aufgabe zu lösen. Der Leser, der sich für diese Dinge interessiert, sei 
besonders auf die schöne und glänzend dargestellte Untersuchung dieses Pro- 
blems hingewiesen, die F.TıssErannp im Kapitel XIV des Bandes1I seines 
„traite de Mecanique celeste“ ausgeführt hat. Jeder, der sich eingehender mit 
Himmelsmechanik beschäftigt, sollte diese klassische Darstellung gelesen 
haben, deren mathematische Eleganz und Klarheit unübertrefflich ist. Es 
möge daher hier ein anderer Weg gezeigt werden, der ohne anspruchsvolle Hilfs- 
mittel zu dem gewünschten Ziele führt. 
Man kann etwa so vorgehen, daß man zunächst 


v-M=(E-M)+(-E) 


setzt und für die beiden Summanden der rechten Seite ihre Entwicklungen nach 
Funktionen von E einsetzt, die nach (VII; 44, 53) bereits vorliegen. Man erhält 
dann 


V - Mali? + <)sinE+ tg sinzE + tg singe ++, 


Setzt man hierin nun nach (VII; 38) die Entwicklungen von sinnE ein, so er- 
gibt sich unmittelbar eine Reihe von der Form (VII; 65). Man erkennt leicht, 
daß «,, der Koeffizient von sin »M, von der n-ten Ordnung in der Exentrizität 
ist. In der Reihe (VII; 38) für sin»E enthält nämlich jeder Koeffizient einen 
Beitrag nullter Ordnung, nämlich J,(ne), während alle übrigen Glieder von 


.- 


höherer Ordnung sind. Der Koeffizient tg* — ist aber von der »-ten Ordnung. 
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Es bietet somit wenig Schwierigkeiten, wenn man noch 


— Y _ pp? 
fe In er EEE EIER 


2 e 2 8 d6) 128 


berücksichtigt, die oben angedeutete Rechnung bis zu einer mäßig hohen Ord- 
nung in e durchzuführen. So ergibt sich bis zur 7.Ordnung 


107 
Erg 


(VII; 66) »-M=sinM ae -Z04 Set 


eh 

+ sin 3M |- = ed — = ae eds BL | + 

Huf , #4 

ee 
+ 

+ sin7M u a Pe be 


Auf gleiche Weise erhält man aus (VII; 44,54)w—-— M=(E—-M)-(E-w), 
also nach Ausführung der Rechnung 


(VI;7) w—-M= sin m te + 2 en Er ee - =L 


768 
+ sin 2M Fe - ze+ — ee — |+ 
+ ins | - 6 a a 
+ in | - + |+ 
Hans Ze 4 |+ 
I 
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Man bemerkt auch hier die schon früher bewiesene Eigenschaft der antifokalen- 
Anomalie, sich von der mittleren nur um Größen 2. und höherer Ordnung in 
der Exzentrizität zu unterscheiden - jene Eigenschaft, die den zweiten Brenn- 
punkt der Bahnellipse für kleine Exzentrizitäten angenähert zum „punctum 
aequans“ der antiken Planetentheorie macht. Außerdem ist in (VII; 67) die 
Konvergenz der Potenzreihen in e, durch die die Fourikrkoeffizienten von der 
2.Ordnung an dargestellt werden, erheblich besser als die der entsprechenden 
Ausdrücke in (VII; 66). 

Noch bessere Konvergenz erzielt man, wenn man die Mittelpunktsgleichung 
nach der „Geschwindigkeitsanomalie“ y entwickelt. Zur Vorbereitung dieser 
Aufgabe entwickeln wir zunächst 


E—-M=esinE 
nach y. Aus (VII; 59) folgt 
A=ı1-eo®E=I-—-e-+ e?4?sin?:y, 
also A?(r — e?sin’w) = I — e? und somit 
esin y 


— fon ' = a 
E—M=eAsiny= Jı Seren 


—= Yı — &@lesiny-+ — (esin y)?+ 3 (esin y)5 + — (esinp)? + | 


Ersetzt man hierin die Potenzen von sin y nach (VII; 61) durch die Sinus der 
Vielfachen von y, und setzt man für Jı — e* die Potenzreihe 


ee rn Fir 
Yyı e I Berger get 


ein, so erhält man schließlich 


2 I 5 5 
VII; E—-M=sin BB. BER 20). GEBR: 7 RR, RRHENN. BER 
(VII; 68) si v|- e ee | 


= Aa Ta I ans: 
sin au | er nr is |+ 
Hans, er +) - 
ir Er I 


Die Mittelpunktsgleichung läßt sich dann in der Form 
v-M=w-E+Ww-y)+(E-M) 
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schreiben, wobei man für die drei Differenzen der rechten Seite die in (VII; 58, 
62, 68) gefundenen Reihen einsetzt und noch 


2 
P _ [IIMIE) _1,, Ta Ir... 
8” 7 | - egeurget 
berücksichtigt. Ebenso erhält man, wegen w— v= — (v— vy), 
»-M=-E-(-y+(E-M). 


Nach Ausführung der einfachen Rechnung ergeben sich die Reihen 


(VII; 60) »-M=snp|ae- Le - 


Mir: 

32 32° |+ 
Fa a I 

+ainay bet ger Let | 


— sin 3Y 5e+ Ü ed + et &2 


2 Ne ea Ale 
sin 5Y er |+ 
+ sin 6 u — 
e 192 
5 


und 


(VII;70) w-M=-siny E 


+ sin5p + en | tr 
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+ sin 6 6 ter 
% 192 


— sin et + |-: .., 

2 3 3584 
die man noch, indem man zwischen (VII; 66) und (VII; 67) das arithmetische 
Mittel bildet, durch die mäßig konvergente Entwicklung von y nach Viel- 


fachen von M, 


(VII; 71) v—-M=sianM e-3#-3°- ie | + 
—_ a 4 
+ sin Me - ed + + et — - aa 
+ sin a | en Eurclı 
Hansa [02824 ]4 
+ sin6M ES | un 


ergänzen kann. 


61. Konvergenz der Reihen in der ellibtischen Bewegung 


Die Frage nach der Konvergenz der Reihenentwicklungen ist für den prak- 
tischen Rechner meist von untergeordneter Bedeutung, da er Entwicklungen 
nach Potenzen oder anderen Funktionen der unabhängigen Variablen nur dort 
verwenden wird, wo er sicher sein darf, daß wenige Glieder der Reihe aus- 
reichen, um die betreffende Größe mit der gewünschten Genauigkeit darzu- 
stellen. Den Theoretiker wird dagegen auch die Begrenzung des Konvergenz- 
bereiches interessieren, also etwa die Frage, für wie große Zwischenzeiten 
= k(t — i,) die nach Potenzen von r fortschreitenden Reihen noch konver- 
gieren und die betreffende Funktion darstellen. 

Die trigonometrischen Entwicklungen nach den Sinus bzw. Cosinus der Viel- 
fachen der mittleren und anderer Anomalien, von denen wir in den Abschn. 58 
bis 60 die wichtigsten kennengelernt haben, sind für alle e < I sicher konver- 
gent, also für alle Fälle elliptischer Bahnbewegung, denn die periodischen Funk- 
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tionen, die hier in Fourierreihen entwickelt werden, gehören alle dem Typus 
von beschränkten, überall stetigen und beliebig oft differenzierbaren, in ihrem 
ganzen Verlauf „glatten“ Funktionen an, deren Entwickelbarkeit in FOURIER- 
reihen außer Frage steht. Gewisse Schwierigkeiten treten aber mitunter auf, 
wenn sich e der Einheit nähert. So verliert z.B. die Reihe (VII; 58) 


y— E=tgsin2E+ I ti singE+ tg sin6E+ 


für e= ı ihren Sinn. Dann wird nämlich die exzentrische Anomalie null, und 


die Gleichung würde für tg — = ı den Wert v» = o liefern, während aus der 


Geometrie der Parabel y = — folgt. Der Fehlschluß ist darauf zurückzuführen, 
daß die Reihe 


I. ; I. 
fx) =sinx + zsin 2%+ use ES 


im Intervallo<s x <= 2x die Funktion 


X ii 
für o<x<z2r, 


6) für <=o und x =2n 


periodisch darstellt, also eine sägezahnartige Kurve ergibt, die für <= 0, 
x = zn unstetig ist. Im Parabelfall wird also die stetige Funktion y durch die 
obige Reihe nicht mehr dargestellt, und für parabelnahe Ellipsen wird die 
Reihe in der Umgebung des Perihels schlecht konvergieren, da E dort sehr 
klein ist und die rechte Seite nur durch sehr viele kleine Summanden angenähert 
werden könnte. 

Die Fourierreihen, die nach den Vielfachen von E, v, w oder y fortschreiten,, 
sind für alle e < I sogar unbedingt konvergent, d.h., die Konvergenz der Reihe 
und ihre Summe ändern sich nicht, wenn die Reihenfolge der Glieder beliebig 
geändert wird. Man kann z.B. die Glieder gleicher Ordnung in e zusammen- 
fassen und die Reihe als Potenzreihe nach der Exzentrizität auffassen. Das ist 
häufig notwendig, z.B. ın der Störungstheorie, wo Entwicklungen nach Poten- 
zen von e gebraucht werden. 

Für endliche Reihen, wie etwa (VII; 36, 41), versteht sich das von selbst. 
Gebrochene rationale Funktionen von cos E, sin E usw., wie 


cosE —-e 


er (cos E —e)(I+tecosE+e&co®?E-+--.), 


(VII;72) cosv = 
lassen sich durch Anwendung der binomischen Reihe direkt nach Potenzen 
von e entwickeln: Die Reihe (VII; 72) konvergiert bekanntlich für |ecosE| <1, 
also erst recht für e< ı. Ebenso sind alle Reihen, die wir aus Gleichungen von 
der Form 

tg y=altgx 
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erhalten haben, auch als Potenzreihen nach e für alle elliptischen Bahnfälle 
konvergent. Diese Reihen waren ja sämtlich von der Form 


y—%=a4siın%-+ a,sin2x+5sin3x-+ ", 


und es war immer a, = «&,e", wo «, beschränkt, d.h. |«,| für alle » kleiner als 
eine endliche Schranke war. Reihen dieser Art konvergieren aber mindestens 
so gut wie die geometrische Reihe, deren Konvergenzradius gleich der Einheit 
ist. Sie konvergieren also sicher für e< ı und für diese Werte sogar absolut 
und unbedingt, so daß beliebige Umordnungen, z.B. nach Potenzen von e, 
vorgenommen werden dürfen. 

Größere Schwierigkeiten bereitet die Konvergenzfrage bei den Entwick- 
lungen nach der Zeit 7 = k(f — £,) bzw. nach der ihr proportionalen mittleren 
Anomalie M.Wir müssen hier zwei Fragestellungen unterscheiden: dienach der 
Konvergenz der trigonometrischen Reihen nach den Vielfachen von M und die 
nach der Konvergenz der nach Potenzen von M bzw. 1 fortschreitenden Reihen. 

Es läßt sich zeigen, daß die FovrıErreihen nach den Vielfachen von M, die 
natürlich für alle in der elliptischen Bahnbewegung vorkommenden perio- 
dischen Funktionen konvergieren, nicht immer unbedingt konvergent sind, d.h., 
daß es nicht immer erlaubt ist, sie beliebig umzuordnen, also etwa als Potenz- 
reihen nach e zu schreiben. Sammelt man in den Reihen (VII; 42 bzw. 64) und 
(VII; 44) die Glieder mit gleicher Potenz der Exzentrizität, so erhält man zu- 


nächst formal 


9) 


I-ecosM + —(i — c052M) + > (cosM — cos3M) + ---, 


a 2 
e? e3 
E—-M=esinM+ Pa 


oder allgemein, wenn man das Koeffizientengesetz der Potenzreihenentwick- 
lung (VII; 23) der BEsseLschen Funktionen berücksichtigt, 


Y e? 
a 2 


je: cosnM — = (n — 2)""?cos(n —2)M + 


an —ı)! zu 
N 
* (2) (m — 4°"? cos (n — JM — -h 


Ar . ni 


jan sinnM — ® (n — 2" "I!sin» —2)M + 


/ 


+ (7) -artsn JM - -L, 
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wobei die Summen in den geschweiften Klammern bis zu denjenigen Gliedern 
fortzusetzen sind, die die trigonometrischen Funktionen von M (bei unge- 
rademn) bzw. 2M (bei gerademr) enthalten. Die Reihen (VII; 73) lassen sich 
noch bequemer in der Form 
Y SA A ee 
e e= =ecosE =ecosM 2, m]! ame 

(VII; 74) 
ni = e* d“"1 sin" M 
E-M=zesnE ee 


schreiben, wie man leicht beweist, wenn man die trigonometrischen Gleichun- 
gen (n = 2m gerade bzw. n = 2m + I ungerade) 


ı (2m 2m 2m 
zei = | It \os 2x + („Jesse - + 


mM m — 1 


+ (— 1)* cos zmx, 


i 2m I\.. 2m-+I\. 
a 7 sin x — sın 3x 4 
Mm m—I 


"A2ma I. ET 
+ (2, Jinse- + en) sin (2m + I) x 


(n — 2)mal bzw. (n — ı)mal nach M differenziert und die Ergebnisse mit den 
Koeffizienten von e* der Reihen (VII; 73) vergleicht. Übrigens folgen, wie hier 
nur am Rande vermerkt werden soll, die merkwürdigen Formeln (VII; 74) aus 
einem sehr viel allgemeineren Satz, der zuerst von LAGRANGE bewiesen worden 
ist und folgendes besagt: Ist f(y) eine in einem gewissen Gebiet reguläre Funk- 
tion, 2 ein Parameter, und gilt die Funktionalgleichung | 


(VII; 75) y@)=u+t 27): 


so lassen sich im gleichen Gebiet reguläre Funktionen g (y) in Potenzreihen nach 
z von der Form 
v7) te) m 
N neun! Ayo! |\dy ya 2 
entwickeln. Die KEpLERsche Gleichung ist von der Form (VII; 75), und zwar 
istz=e,y(z) =E,/(y) =sin Eund y, = y(o) = M. Setzt man nun in (VIl; 76) 
g(E)=ecosE bzw. g(E) =E, so erhält man in der Tat die Potenzreihen 
(VII; 74). | 

Um nun den Konvergenzbereich der Reihen (VII; 74) und anderer aus der 
Krrrerschen Gleichung abgeleiteter Potenzreihenentwicklungen nach e zu 
bestimmen, genügt es, die Entwicklung von £(e) selbst zu untersuchen, wobei 
M als konstanter Parameter von beliebiger Größe angesehen werden möge. 
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Denn alle übrigen Ausdrücke, um die es sich hier handeln könnte, werden ent- 
weder (wie ecos E) durch Differentiation der KepLerschen Gleichung oder als 
analytische Funktionen von sin E bzw. cos E erhalten, so daß die Konvergenz 
ihrer Entwicklung nach Potenzen von e überall dort gesichert ist, wo die Ent- 
wicklung E = E(e) selbst konvergiert. 

Um den Konvergenzradius von EZ (e) zu ermitteln, ist es erforderlich, die sin- 
gulären Stellen in der komplexen e-Ebene zu bestimmen, die diese Funktion 
für beliebige Werte des Parameters M aufweist. Der Konvergenzradius von 
E(e; M) ist.dann der Abstand der nächstgelegenen Singularität vom Null- 
punkt. Sind die Abstände (Beträge) der Singularitäten für verschiedene M ver- 
schieden groß, so wird der kleinste dieser Beträge den Radius desjenigen Krei- 
ses angeben, in dem die Reihe für alle M konvergiert. Oder, anders ausgedrückt: 
Ist e, der Betrag der dem Nullpunkt nächstgelegenen Singularität, so konver- 
gieren die Reihen für alle e << e,, während sie für e> e, höchstens für gewisse 
Bereiche der mittleren Anomalie konvergieren. 

Aus der Kerrerschen Gleichung 


E-M=esnE 


folgt durch Differenzieren nach e, wenn M konstant ist, 


_ = sinE + ecosE 
oder 
dE sin E 
de ı-ecoE' 


Da nun die Funktion E(e) überall regulär ist, wo ihr Differentialquotient exi- 
stiert, so folgt, daß die singulären Stellen durch diejenigen Lösungen der KEPLER- 
schen Gleichung gegeben sind, für die der Nenner dieses Ausdruckes verschwin- 
det. Das Gleichungssystem 


E-esnE=M, 


VII; 
\ m I-ecsE=o 


wird also durch diejenigen komplexen e befriedigt, für die E (e; M) singulär ist. 
Man kann statt dessen auch 


E-teE=M, 
(VII; 78) 
scE=e 
schreiben. 

Es sei nun E=«- ıß eine komplexe Funktion in der e-Ebene, die diese 
Gleichungen für irgendein reelles M befriedigt. Die Argumente e(M), die diesen 
Lösungen entsprechen, liegen, wenn man M alle Werte von — o bis + 
durchlaufen läßt, auf irgendeiner Kurve, die den Nullpunkt nicht enthält, da 
ja e = 0 der zweiten Gleichung (VII; 78) widerspricht, solange E endlich ist. 


21 Stumpff, Himmelsmechanik 
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Die Aufgabe besteht also darin, dasjenige M zu suchen, für das der Betrag des 
zugehörigen e(M) ein Minimum besitzt. 
Nun ist aber nach (VII; 78) 


I 
e=secE= cos («+ 8) iB)’ 
und es folgt durch Differenzieren der beiden Gleichungen (VII; 78) 
dE I ‚ de smnE dE_ I _ I 


dM  ıI-scE’ dM wsE AM zuE sn@raß)' 


. Die Gleichungen (VII; 77) bzw. (VII; 78) sind ebenfalls erfüllt, wenn man E 
und e durch ihre konjugiert komplexen Werte E und & ersetzt. Setzt man näm- 
= sin E = sin (@ + :ß) = sinaCofß + cosa&nß=aH+ ib, 
cosE = cos («+ if) = cosaßofß -isinea&nß=c-+ id 
und ferner e = f + ig, so erhält man aus (VII; 77) 
a +iß — (FH ig) @a+ib)=A+iB=M, 
(+ig)(c+tid=C+:iD=1. 


Geht man nun auf die konjugiert komplexen Werte über, d.h., wechselt man 
das Vorzeichen von ß, g, b, d, so bleiben die Größen A und C unverändert, wäh- 
rend B und D das entgegengesetzte Vorzeichen annehmen. Da aber M und ı 
reell, also B und D null sind, so ändert sich gar nichts, und die Gleichungen 
bleiben erfüllt. Man darf also schreiben 


ı de = I 
"608 («—-iß)’ dM sin@— iß) 
Es ist nun le?) — e: €, also 


dle| z 
a + = 


| : | I = 
EBEN z - = 
= estate 


4 sin 2& 


= = — Asin20 
sin? 2« + Gin? 2ß 


wo 42: > o und (wenn wir den Fall« = ß = o ausschließen, der ja der Parabel- 
lösung e = LI entsprechen würde) endlich ist. Dieser Ausdruck verschwindet 
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also nur für« = RZ, wo k irgendeine ganze Zahl bedeutet. Die Minima der 
d|e| 
dAM 
negativen zu positiven Werten übergeht, die zweite Ableitung also positiv ist. 


Funktion e2| ot den umgeraden k, da an diesen Stellen von 


Setzt man a = (2n + I) —in die erste Gleichung (VII; 78) ein, so erhält man 
(2n + )Z+tiß-tg (2n + tip = 


oder, wenn man den reellen und den imaginären Teil dieser Gleichung gesondert 
schreibt, 


M=(2n+ 2: B= Caß. 


Das Minimum |e,| von |e| tritt demnach ein für 
sec tiß); = sec, ih): 


wenn &, = (20 + I) — gesetzt wird und ß, die Lösung der Gleichung 


(VII; 79) ß = &igß 
bedeutet. Man findet daher 

löl=%'& EEE, BEER en nn 

2 9 00520, + Erj2f, cos?a,+ Sin? PB, 
oder, da 
coS a, = c08S (2% + I) — =0, 
|| = == 
er | Sin ß,| 


Setzt man hierin die Lösung f, = 1.199678.. von (VII ;79) ein, so ergibt sich 
(VII; 80) &, = 0.662744 


als obere Grenze derjenigen Exzentrizitäten, bei denen die Reihen (VII; 73) 
und andere, wie z.B. die als Potenzreihe nach e geschriebene Mittelpunkts- 
gleichung (VII; 66) 


v— M=2esnM+ ze sin2M + —@ (13 sin3M — 3sinM) + 


eis — (103 sin4M — 44sin2M)-+ ---, 
9 


21* 
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für alle M konvergieren, und zwar tritt füre = e, die Singularität ein, wenn M 
ein ungerades Vielfaches von _ ist. Der Grenzwert (VII; 80) wurde denn auch 


zuerst von LAPLACE gefunden, als er zeigte, daß für M = ” die Glieder der 
Potenzreihen (VII;74) für e> e, über alle Grenzen wachsen. 

Um den Verlauf der Kurve in der komplexen e-Ebene zu bestimmen, auf der 
alle zu beliebigen M gehörenden Singularitäten liegen, sind weitere Über- 
legungen nötig. Um einer Verwechslung mit der Basis der natürlichen Logarith- 
men vorzubeugen, bezeichnen wir vorübergehend die Exzentrizität der Bahn- 
ellipse mit e. Aus (VII; 77) entnimmt man dann, daß für die singulären Stellen 
E(e;M) 

cosE = —, esinE = + Ye? — I, !E=iM +yYı — & 
und 


ES a “ I EEE 
eF =eMziı-# = cosE+isnE = IT + Yı  e) 
€ 


ist. Multipliziert man dies mit e, was immer gestattet ist, da jae = 0, wie schon 
weiter oben erwähnt, der Kurve der Singularitäten nicht angehört, so erhält 


man 
ı+yr -&=selMtN-® 
oder, wenn man € = sin 9 setzt, je nach Wahl des Vorzeichens, 


2 cos? = sin 7, eM+ er, 2 at — sin peiM-cosp 
2 2 


bzw. 
I= tg 7 ei + 0ose; I= ctg -F- eiM-cose, 
2 2 
Es ist also 
(VIL; 81) n=tg- ee = etilM — cosM +isinM 


2 
die Gleichung, aus der für gegebenes M diejenigen © = arc sin & zu bestimmen 
sind, für die E (e) singulär wird. Alle n, die diesen e entsprechen, liegen also auf 
dem Einheitskreis. Potenzreihen nach n sind also, wie zuerst von T. LEVI- 
CıvITÄ (1904) bemerkt worden ist,. für alle |n| < ı konvergent, insbesondere 


also auch für alle reellen |p|< =. 


Zur Diskussion der Singularitätskurve e(M) kann man folgenden Weg ein- 
schlagen. Es ist, wenn man sich auf positive M beschränkt, 
I—coso 
I-+ cosp 


eine Funktion von cos @. Setzt man 


e2c08P — e2iM 


(VIL; 82) N? = 


csp=u- ıv, 
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so kann man (VII; 82) in der Form 


(I — # — iv) et% (cos2u + 7sin2v) = (T+ u + tv) (cos2M + :sin2M) 


schreiben, da man mit I + cos p, das für |o|< — nirgends verschwindet, her- 


aufmultiplizieren darf. Schreibt man den reellen und den imaginären Teil dieser 
Gleichung gesondert, so erhält man 


D (HM) 
e?%“ [(t — %) cos2v + vsin2v] = (IT + w)cos2M — vsin2M|cos2v| sin 2v 
eu [(r — u) sin2v —vcos2v] = (I + vw) sin2M + vcos2M | sin 2u | —cos 2v 


zur Bestimmung von # und v. Multipliziert man diese Gleichungen mit den 
unter (I) und (II) angegebenen Faktoren und addiert, so entstehen die Glei- 
chungen _ 

eu(t -u) = (I+u)cos2( — M)+vsin2(wv— M), 


eu y —= (I+ u) sin2(v— M) —-vcos2(v — M), 
aus denen man durch Elimination von e?% 
(VII; 83) tg2 -M) = — 
I —- (w+v) 
und durch Quadrieren und Addieren 
(I+w)?+ v 


Ga + 


erhält. Die Gleichungen (VII; 83, 84) lassen sich auch in der Form 


(VII; 85) wW“=ı1-—-v— 2vctg2(w— M), 
(VII; 86) v—= — (I+ u) + 2u Cig 2u 
etw 


I in 
wer Gig zw ist. (VII; 84) ist 
immer erfüllt, wenn # = 0 ist. Das zugehörige v bestimmt sich dann nach 
(VII; 85) aus 


schreiben, wenn man berücksichtigt, daß 


2tg(v — M) 2UV 
USA I—v’ 


einer Gleichung, die auf 


tg(v—- M)=v ode tg —- M)= —— 


führt, so daß jedem beliebigen v unendlich viele M zugeordnet sind. Jedem 
Punkt der v-Achse # = o entspricht also sicher für irgendein M eine Singu- 
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larität. Schließen wir v = 0 aus, so liefern die Gleichungen (VII; 85, 86) die 
übrigen Singularitäten, und zwar genügt es, (VII; 86) zu betrachten, die den 
Parameter M nicht enthält. Denn für jedes Wertepaar (w, v), das diese Glei- 
chung befriedigt, liefert (VII; 85) bestimmte Wertefolgen M. Die Kurve 
(VII; 86) ist daher neben der Geraden # = 0 der geometrische Ort aller Singu- 
laritäten unseres Problems in der cos o-Ebene. 

Die Kurve (VII; 86) ist zu den Achsen # = o und v = 0 symmetrisch, da 
sich die Gleichung nicht ändert, wenn man die Vorzeichen von u oder v wech- 
selt. Die Funktion v?(w) hat zwei 
Nullstellen, nämlich die Wurzeln 
der Gleichung 


Ba 2Tgu __ 2m 

3  I+T®du ı+W' 
Diese quadratische Gleichung für 
Tg « führt auf die Lösungen 


ISou=u bzw Igu=u, 


Abb. 47. Elliptische Bewegung: die nur für wo bzw. 
Singularitätskurve in der cos o-Ebene. u = 1.199678... [siehe (VII; 79)] 
erfüllt sind. Zwischen diesen bei- 


den Nullstellen ist v reell, da v? > 0 für kleine « ist. Die Kurve besitzt daher 
die in Abb. 47 dargestellte lemniskatenähnliche Gestalt. 

Sind die Punkte (%, v) bekannt, so lassen sich die zugehörigen Exzentrizitäten 
€ = 0e°® leicht ermitteln. Denn aus 

csp=utiv=Jı—e 

folgt ja 
(VII;57) = 0°(cos2y-+isin2y) = I — u? + v? — 2iuv, 
also 


?cos2y=I-— u? -v, 
(VII; 88) - » 


0° sin2y= —2uvV. 


Die Gerade « = 0 geht alsoiny=0,0= +YI + v?über, d.h. in die reelle 
Achse der e-Ebene, mit Ausnahme derjenigen Strecke, die im Innern des Ein- 
heitskreises liegt. Die leminiskatenähnliche Figur hingegen wird in der e-Ebene 
zu einer im Innern des Einheitskreises verlaufenden Kurve. Diese besteht aus 
zwei zu den Hauptachsen symmetrischen Bögen, die die Punkte mund —ı 
verbinden und die imaginäre Achse in den Punkten +: : 0.6627... schneiden. 
Setzen wir nämlich für #, v die Koordinaten der äußersten Punkte der Kurve 
(VII; 86) ein, alsov = 0,% = &igw, so ergibt sich 


er en ee riet. 
csp= Yı-&=ltu; 2=1- gu mn Fenu])' 


also für den Betrag der Exzentrizität genau der LarLAczsche Wert (VII ; 80). 
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An den Verzweigungspunkten e= +1, die in der cos o-Ebene dem Null- 
punkt 4 = v = o entsprechen, stoßen die drei Äste der singulären Kurve zu- 
sammen. Um zu untersuchen, unter welchen Winkeln dies geschieht, bestim- 
men wir zunächst die Richtungswinkel der Tangenten an die Kurve (VII; 86) 
im Nullpunkt. Durch Differenzieren von (VII; 86) erhält man 


AU 
zvdv= —2udu + |2liag2u BarTer du 
oder 

vdv Ein4u — 4u 
ndu  2nönzu 


Für sehr kleine # geht die rechte Seite bei Vernachlässigung höherer Potenzen 
4 I 


in — I= = über; in der Umgebung des Nullpunkts ist daher genähert 
d® 1 
du 3° 


Die Kurve (VII; 86) verhält sich dort also wie das Geradenpaar 


I 'ı 
= —wu ode v= +—u, 
3 


Y3 


d.h., es ist im Nullpunkt 


) dv I 
(VII; 89) Senn ru 


Setzen wirnune=a+-iß, so ist nach (VII; 87) 


®=a®—- + 2iaß=ı — u + v? — ziuv, 
d.h., es gilt 
@—-®=1-u-+ 0, 


aß= -wr. 
Differenziert man dies, so erhält man 
ade —-Baß= vdv— udu, 
Baxtadh= —udv -vdu 
und hieraus, nachdern man diese Gleichungen nach d«, dß aufgelöst hat, 


"1 (a+#2)+ (4 -P) 


“le )-(e+B2) 


In der Umgebung vone=ı(«=1,ß= 0) bzw. cosp=o u =v= 0) ist 


(VII; 90) 
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demnach, wenn wir diese Werte und (VII; 89) einsetzen, 
ap 
da an +Y3 ’ 


d.h., die drei Zweige der singulären Kurve in der e-Ebene trefienine= +I 
unter Winkeln von je I20° zusam- 
men. 

Abb. 48 läßt erkennen, daß der 
Konvergenzkreis der Entwicklungen 
nach Potenzen der Exzentrizität die 
beiden Zweige der singulären Kurve 
in den beiden Punkten +1 - 0.6627.. 
der imaginären Achse berührt.. Inner- 
halb dieses Kreises sind also diese 
Potenzreihen, unabhängig von M, 
konvergent. Entwickelt man die zu 
entwickelnden Größen nach Poten- 
zen von &E — &,, WOE,<LI irgend- 
eine von null verschiedene reelle Ex- 


Abb. 48. Elliptische Bewegung. 


Singularitätskurve a i x Br 
in der Sn («a + iß)-Ebene. zentrizität sein möge, so ist der Kon- 


vergenzkreis kleiner, umfaßt aber 


K = Konvergenzkreis der Potenzreihen nach & noch Werte die größer sind als die 
P] 
K, = Konveıgenzkreis der Potenzreihen nach € — &, Schranke (VII . 80) 
’ ® 


62. Konvergenz der Reihen in der hyberbolischen Bewegung 


Die Entwicklung der geometrischen Bahngrößen in Fourirrreihen ist an sich 
nur sinnvoll, wenn es sich um elliptische Bahnen, also um Funktionen handelt, 
die nach Ablauf einer endlichen Zeit (Umlaufszeit) periodisch in sich zurück- 
kehren. Wendet man die Theorie der FOURIERreihen an, so lassen sich manche 
dieser Entwicklungen sehr leicht durchführen. So führt der Ansatz 


a oO 
ae Dc,cosvM; r=al(r —ecosE) 
v=0 


auf die FouriErkoeffizienten 


2% 
a dM 
Seesen, Se 


27 
a {[cosvM 
«| AM. WETL2 de), 
ZI Y I Y 
Ö 


N 


und berücksichtigt man die Beziehung 


dM = (1 — ec0sE) dE= —dE; M=E-esinE, 
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so findet man sofort 
23% 22 
I I 
=, |* I, © x [cos [v( esin E)] 2],(ve), 
Ö 0 


wenn man die durch (VII; 31) definierten Besseıschen Funktionen einführt. 

H.Bucerıus!) hat gezeigt, wie man dieses einfache Verfahren durch An- 
wendung des FoURIERschen Integraltheorems auch auf den hyperbolischen Fall 
übertragen kann. Wenn wir wie in Abschn. 22 den Betrag der (bei Hyperbeln 


negativen) großen Halbachse mit «= —a bezeichnen, so wird Ya! = — a Y—a 
— —iyas, die mittlere Anomalie nimmt also den rein imaginären Wert 
ER EEE ıT 
yo  Yas 
Be 
N=-ıM = tea ? 


eine reelle Größe, die in der Hyperbelbewegung die Rolle der mittleren Ano- 
malie vertritt und wie diese der Zeit proportional verläuft. Wenn wir (aus den- 
selben Gründen wie im vorigen Abschnitt) die Exzentrizität wieder mit & be- 
zeichnen, so nimmt die KepLErsche Gleichung die Form 


IE—-iesnE=—-N 
an oder, wenn :E=F,:sin E = 6©in F gesetzt wird, 
(VII; gr) eSun#—-F=N. 


Ebenso geht die Formel für v/a in 


an. Es ist demnach 


(VII; 02) —=eGfF-ı 


über. Die Funktion «/r läßt sich dann durch das FourIErsche Integral 


= [co cosvN dv 
Ö 
darstellen, wobei die Koeffizientenfunktion c (v) durch 
+ 


+ oo 
c() = 2 [2 cosnvar = = cos p(eSinf -— F}laF = 


+ oo 
er 2 [ercsur-nar = ;H® (ive), 
TC . 


- 00 


!) Astron. Nachr. 275, 193 (1949): 
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also durch die den Besseschen Funktionen verwandten HANKELSschen Funk- 
tionen mit rein imaginären Argumenten und Indices ausgedrückt wird. 

Die sich an diese Bemerkung knüpfenden reizvollen mathematischen Über- 
legungen sollen hier nicht weiter ausgeführt werden, da sie für die Praxis wenig 
Bedeutung haben. Von größerem Interesse ist aber die Frage, wie es sich im 
Falle der Hyperbelbewegung mit der Konvergenz von Reihen verhält, die nach 
Potenzen der Exzentrizität fortschreiten. In der Tat lassen sich die im vorigen 
Abschnitt erzielten Ergebnisse leicht auf den Hyperbelfall übertragen, wie es 
zuerst von H.G.BLock!) versucht worden ist. 

Sei N irgendein reeller Parameter, der alle Werte von — © bis + & an- 
nehmen kann, und sei F(e) eine komplexe Funktion der komplexen Variablen e, 
für die (VII; gr) gilt, so ist 

dF Gin} 
(VII; 93) de 1-ebjfF' 


und F(e, N) wird singulär für diejenigen &(N), für die neben (VII; gr) die Be- 
ziehung 
(VII; 94) e&viF=ı 


gilt. Um den Verlauf der singulären Kurve in Abhängigkeit von N zu bestim- 
men, setze man also nach (VII; 94, 91) 


GF=-, SinF = +V$-:: F=Z+fı-e®— 


und 


Ab r+Snr= 4 Er Her 


Multipliziert man mit &, so ergibt sich daher 
ed =ı rtjı -? = en 
Seinune=sine®, I —e = cosp, so erhält man 


2 cos? = — sin pe’osr-N oder tg Z emeN =I, 


also 
I-— cos 


I-+ coso 


e2cesp — eaN 


= tg — eo zu eN: 7° = 


Setzt man wieder, wie in Abschn. 61, cosp = «+ tv, und schließt man den 
Fallcosg = — aus, der für endliche N nicht eintreten kann, so läßt sich diese 
Gleichung in der Form 


(1 — u — iv) e?* (cos 2uv + ?sin2v) = (I+ u + iv) e" 


!) Meddelande frän Lunds Observatorium Nr. 23, 1904. 


Konvergenz der Reihen in der hyperbolischen Bewegung 331 
schreiben oder, wenn man den reellen und den imaginären Teil trennt, 
eWw-N[(T —u)cos2u+vsinz) =Iı+w, 
ew-N) [(r — u) sin2v—vcos2v] =v. 


Eliminiert man e?(-®), so ergibt sich 


(VIL; 95) Bere: 

und durch Quadrieren und Addieren erhält man 

(VII; 96) UML u)? + U] = (T+ m)? + WR. 
Statt (VII; 95, 96) kann man auch schreiben 

(VII; 97) uw = 1I-— v? — 2uctg2vV, 

(VII; 98) ”= —(I+w) + 2uttig2w— N). 


Die Gleichung (VII; 97), die den Parameter N nicht enthält, stellt den geo- 
metrischen Ort der singulären Punkte dar. In der Form (VII; 95) ist sie über- 
dies für beliebige « erfüllt, wenn v = oist. Jedem Wertepaar (w, v), das (VII; 97) 
befriedigt, ist durch (VII; 98), 

Tgaz2z(u — N) z 


++’ 


ein reelles N zugeordnet, da der Betrag der rechten Seite stets <ı ist. Die sin- 
gulären Punkte des Problems erfüllen also die Kurven (VII; 97) undv=o 
überall dicht. Die Kurve (VII; 97) verläuft zu 
‚den Achsen der (x, v)„-Ebene symmetrisch. Die 
Funktion #(v) nimmt unendlich große Werte 


U 


an, wenn v ein Vielfaches von — ist; sie besteht 
| 2 


also aus unendlich vielen voneinander getrenn- 
ten Zweigen. Hier interessiert nur derjenige 
Zweig,der durch # = v = o hindurchgeht, also 
unmittelbar an cc sp =0o, e=1 anschließt. 
Man erkennt leicht, daß dieser Zweig die Ge- 
stalt der Abb. 49 hat, d.h. im Nullpunkt einen 
Doppelpunkt besitzt und sich den Geraden 


7 
v = + asymptotisch nähert. Abb. 49. Hiyperbolische 
R 2 BR Bewegung: Singularitätskurve 
Überträgt man wieder mit Hilfe der Gleichun- in der cos p-Ebene. 


gen (VII; 87) diese Singularitätskurve auf die 

uns hier alleininteressierende rechte Halbebene der & = ge‘?, so findet man 
zunächst, daß die Achse v= oiny = 0, 0 = I — u? übergeht, d.h. in das- 
jenige Stück der positiven reellen Achse, das im Innern des Einheitskreises 
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der e-Ebene liegt. Der Nullpunkt der (w, v)-Ebene, in dem sich die Kurve 
verzweigt, geht in den Endpunkt e = + 1 dieser Strecke über. Differenzierung 
von (VII; 97) ergibt | 


Av 


A 2.ctg 2v|dv 


2zudu= — 20dv- 


udn 4v — Sin 4V 
vdv 2v sin? 2V 


oder 


Für sehr kleine v geht diese Gleichung (unter Vernachlässigung höherer Po- 
tenzen) in 
2 


I dv 
DZ oder FR ee 


über, d.h., es ist in der Umgebung des Nullpunkts 


V dv 


(VII; 90) == 4). 


U 


Setztmane =« + ıß, so kann man zur Bestimmung der Tangentenrichtungen 
im Verzweigungspunkt e = I die Formel (VII; go) benutzen, indem mana = I, 
ß = o und die Werte (VII; 99) einsetzt. Man erhält dann 

aß — 

„3%: 
d.h., die drei Zweige der Singularitätskurve in der e-Ebene treffen sichine = I 
unter Winkeln von je 120°. Die singulären Kurvenäste des hyperbolischen 
Falles gehen also im Verzweigungspunkt stetig und differenzierbar in die ent- 
sprechenden Kurvenäste des elliptischen Falles über. Dieser Sachverhalt ist in 
Abb. 50 angedeutet, in der die hyperbolische Singularitätskurve stark aus- 
gezogen, die elliptische gestrichelt gezeichnet ist. | | 

Um die Frage der Entwickelbarkeit in Potenzreihen nach der Exzentrizität 

zu klären, weisen wir noch nach, daß auf dem in der reellen Achse liegenden 
Ast o<e<ı bereits für jedes reelle N Singularitätspunkte liegen. Hier ist 
nämlich v = o und in der e-Ebeneß=0o,@ = yı — w,d.h., es ist |»| < 1. 
Andererseits ergeben sich zu diesen # und zu v = 0 die zugehörigen N-Werte 
nach (VII; 98) aus der Gleichung 


Tg2u - g2N 2u 


ZN 1 - Tg2u%g2N ıtm' 


Setzt man nun 


wu=x%gw, %a2u — N) = Tg2w, 


was wegen |«| = |%gw| < ı für alle » dieses Bereiches erlaubt ist, so erhält 
man 
N=u-w. 
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Da aber w für |»| < ı alle reellen Werte annehmen kann, gilt dasselbe auch 
fürN=u-—w. 

Jeder Kreis um den Nullpunkt der e-Ebene, dessen Radius > 1 ist, enthält 
also sicher für jedes N, d.h. für alle Zeiten, mindestens eine Singularität, so daß 
für > I keine für alle N konvergenten Potenzreihenentwicklungen nach & 
möglich sind. Dagegen läßt sich um jedes reelle e = &, > I ein Kreis schlagen, 
in dessen Innern keine Singularitäten liegen. Man kann also Entwicklungen 
nach Potenzen von & — &, ausführen, die für beschränkte Beträge |e — &,| 
konvergieren. Daß dies für beliebig große e, möglich ist, folgt aus der Tatsache, 
daß die singuläre Kurve ß = ß(«) außer für |@|= ı keine Nullstellen be- 
sitzt, denn (VII; 94) ist ja für kein reellese>ı 
erfüllt. Die übrigen Zweige der singulären Kurve 
ß = ß («), die Nullstellen |@| > x/2 enthalten, 
sind also auszuschließen. Ist e, nur wenig größer 
als I, so hat der Konvergenzkreis der Potenz- 
reihenach e — e,,derdie beiden dort nur schwach 
gekrümmten Äste der singulären Kurve (Abb. 50) 
berührt, ungefähr den Radius 


I 


R, = (&, — I) sin 60° = = (,— 7) y3, 


und zwar ist R, eine untere Schranke für den 
wahren Konvergenzradius R. 


Abb. 50. Hyperbelbewegung. 
Singularitätskurve in der e= (a + ßi)-Ebene. 


K = Konvergenzkreis der Potenzreihen nach e — e, 


63. Konvergenz der Potenzreihen nach der Zeit 


Ein Problem von großer praktischer Bedeutung betrifft die Ermittlung des 
Konvergenzbereichs für Reihen, die nach Potenzen der von irgendeiner Epoche 
= 1, aus gezählten „Zwischenzeit“ 7 = k(f — £,) fortschreiten. Diese Auf- 
gabe wird auf ganz ähnlichem Wege gelöst wie die in den. Abschn. 61 und 
62 behandelte. Die Koordinaten eines Planeten und andere Größen der Zwei- 
körperbewegung (z.B. die für die Berechnung von Ephemeriden so wichtigen 
Funktionen F und G) sind ja als einfache Funktionen der exzentrischen Ano- 
malie darstellbar. So sind, wenn wirmiti=E — E, die Differenz der zu den 
Zeitpunkten ? und i, gehörenden exzentrischen Anomalien bezeichnen, die 
rechtwinkligen Koordinaten in der Bahnebene durch 


sx=alcos (E,+4)—el; y=ayı-e?’sin (E, + A) 
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und die Größen F und G durch (VII; 3) :. 


F=1- (rt cos}); G= —_ sin dt (IT — cos A) 
&o V& Ei 
darstellbar. Entwickelt man nun cos 4 und sin A nach Potenzen von 4, so sind 
die Potenzreihen 


= Na,l" yalba; F= Zum, G= Nor 


für alle A konvergent, da ja die Funktionen cos 4 und sin 4 in der ganzen 
A-Ebene regulär sind. Entwickelt man nun 4 = A(t) in eine Potenzreihe 


1= I y,r, 
v=( 


so haben die entstehenden Reihen 
=, = 23T, 
y—=( v=( 


den gleichen Konvergenzradius wie A (rt) selbst. Um diesen zu bestimmen, ist es 
erforderlich, in der komplexen r-Ebene diejenigen Stellen aufzusuchen, an 
denen für gegebene reelle Exzentrizitäten die komplexe Funktion 4 (tr) singulär 
wird oder, was auf dasselbe herauskommt, die Singularitäten von E(e, M) in 
der M-Ebene als Funktionen der Exzentrizität als eines reellen Parameters zu 
bestimmen, den wir jetzt wieder wie früher (da Verwechslungen nicht mehr zu 
befürchten sind) mit e bezeichnen wollen. Der Unterschied des vorliegenden 
Problems gegen das frühere ist also der, daß dort die Exzentrizität e als kom- 
plexes Argument, die mittlere Anomalie M als reeller Parameter auftrat, wäh- 
rend hier die Rollen von e und M vertauscht sind. 

Die Funktion E (M) wird, konstantes e > o vorausgesetzt, singulär, wenn die 
Keptessche Gleichung 


(VII; 100) E-esnE=M 
erfüllt ist, aber der Differentialquotient 

dE I 

dM ı-ecoE 
nicht existiert, also 
(VII; ıor) I—ecosE=o0 
ist. Die Singularitätsbedingungen (VII; 100, 101) sind also die gleichen wie die 
Bedingungen (VII; 77) des früheren Problems, nur, daß hier e reell und positiv, 
M =u+ iv komplex ist. Setzen wir ferner E=«-+:iß, so sind die Glei- 
chungen 


(VII;102) a+:ß-e(sinabofß +:cosaGinf) =w+ iv, 
(VII; 103) e(cos«&0iß — :sineaGinß)=ı 
gleichzeitig zu erfüllen. 
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Die Gleichung (VII; 103) erfordert, daß 
(VII; 104) cos« Ci ß = —, 


(VII; 105) sine&inß= 0 
ist. Die Lösung von (VII; 105) ist entweder 
B=0; « beliebig 


oder 
a=kn (k=0,1,2,...); ß beliebig. 


Im ersteren Fall liefert (VII; 104) cos«& = I/e, so daß diese Möglichkeit nur für 
e> ı (Hyperbelbahnen) gegeben ist; der Grenzfall e = ı soll vorläufig aus- 
geschlossen werden, da er eine gesonderte Behandlung erfordert. Im zweiten 
Fall bleibt, da €o| $ und e beide positiv sind, & auf die geraden Vielfachen von x 
beschränkt.. Dann ist aber Co| ß = ı/e, was nur füre<< ı (Ellipsenbahnen) auf 
reelle $ führt. Die Singularitätsbedingungen für E sind also für nichtparabo- 
lische Bahnen folgende: 


a) für Ellidsen: 
«= 2kxn(k=0, +1, +2, ...);C0ff = = oder ß — +Incig 


gesetzt wird. Die letztere Formel beweist man, indem man 


P 


—, wenn e=sinp 


2 sine 


deren Lösung, e = 2 
führt : SF 


b) für Hyberbeln: 


p. p P 
— ctge — bzw. te — — +] RE 
eig bz en auf PB tin tg, 


I a 
B —=0; cooa= — oder 
e 


I + [are cos — —_ 2 kr) = + (arc tg Ve — ı — akr). 


Es bleibt noch übrig zu zeigen, welche Werte M bzw. welche Wertepaare «, v 
sich ergeben, wenn man diese Lösungen in (VII; Io2) einsetzt. Schreibt man 
den reellen und den imaginären Teil dieser Gleichung gesondert, so wird 


w=a-—esinaßoiß, 
v=ß-ecose6inß. 
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Für Ellhidsen erhält man also mit den Lösungen (a) 


un = 2kr, 
v= In eig teyt&ı?ß -ı= [im ct — C0S o = 4%: 


Für Hyberbeln setzt man statt M = u + iv, wie in Abschn. 62, 
N=-iM =v-im=-ıu ti 


(VII; 106) 


und führt die Lösungen (b) ein. Es wird dann 


u=mVv-=0 


di= —-u= +&-ı-artgye -ı+ zkr). 


Im elliptischen Fall ergibt sich das in Abb. 51 gezeichnete Bild. Für jedes 
Vielfache von 2” als Abszisse gibt es zwei konjugiert komplexe Singularitäts- 


(VII; 107) 


Abb. 5ı. Elliptische Bewegung. Singuläre Punkte in der M-Ebene. 
K = Konvergenzkreis der Potenzreihen nach M—M, 


stellen mit den nach (VII; 106) berechneten Ordinaten v = +v,. Da es wegen 
der Periodizität der elliptischen Bewegung ‚genügt, sich auf den Bereich 
— ra < M<-+n zu beschränken, so ist für irgendein reelles M, dieses Inter- 
valls die Entwicklung nach Potenzen von M — M, konvergent, wenn |M—M,| 
kleiner ist als der Abstand des Punktes M, von der auf der (positiven oder 
negativen) imaginären Achse liegenden Singularitätsstelle. Der zu M, gehörige 
Konvergenzradius R(M,) ist demnach 


(VII; 108) R = Yo +M3, = Inctg — Cc0S9. 
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Im hyperbolischen Fall zeigt Abb. 52 die hier etwas anders liegenden Ver- 
hältnisse. In der N-Ebene liegen die Singularitätspunkte, die zu einem ge- 
gebenen e > I gehören, sämtlich auf der imaginären Achse, und zwar, wenn 
arctg den Hauptwert dieser Funktion bezeichnet, von den Punkten 


dv, = +(ye& — ı - arctgye? — 1) 


aus in Abständen von der Länge 2 beliebig oft abgetragen, d.h., es ıst 
51 = [a] F 2kz, 


wo R eine ganze positive Zahl oder null sein kann. Daß % nicht negativ sein 
kann, hat einen besonderen Grund. Wäre näm- 
lich A < o, so gäbe es immer ein e > I, für das 


Ve — ı -arctgye® — ı +2kn =0, 


alsonach (VII;107)@=’=o(d.h.N=M= o) 
wäre. Dasist aber mit den Singularitätsbedingun- 
gen nur für e = I vereinbar. Dann ist aber nach 
der obigen Gleichung % = o. In diesen Grenzfall 
muß derjenige Zweig der Singularitätskurve ein- 
münden, der uns hier interessiert. Wenn wir also 
evone= I aus wachsen lassen, wird derjenige 
Singularitätspunkt, der dem Nullpunkt am 
nächsten liegt, auf der imaginären Achse die Or- 
dinaten ö, einnehmen, deren Beträge mit eständig 
zunehmen. Wenn man also eine Reihenentwick- 
lung nach Potenzen von N — N, vornimmt, wo 
N, irgendein reeller Wert ist, so wird der Kon- 
vergenzradius 


R=y5%+N 
sein. Abb. 52. Hyperbolische 
Im hyperbolischen Fall ist der Konvergenz- Bewegung. Singuläre Punkte 
radius am kleinsten für N, = 0, also für das in der N-Ebene. 
Perihel der Bahn, und wächst über alle Grenzen, er a an 
wenn der Bahnpunkt, für den N= N, ist und nach N— N, 


von dem die Entwicklung ausgeht, ins Unend- 

liche rückt. Das ist auch anschaulich verständlich, denn die Bewegung des 
Himmelskörpers nähert sich ja bei wachsender Entfernung vom Zentralkörper 
asymptotisch der geradlinig-gleichförmigen Bewegung; sie kann also für Zeit- 
räume, die mit N, immer größer werden, praktisch schon durch das lineare 
Glied der Potenzreihenentwicklung nach der Zwischenzeit genau genug ange- 
nähert werden. 

Im elliptischen Fall hat der Konvergenzradius für M, = 0, also für das 
Perihel als Ausgangspunkt, ein Minimum, für M, = 7, also für das Aphel, ein 
Maximum. Im Fall einer Kreisbahn (e = o) wird v, = und daher auch, un- 
abhängig von M,, R =». Tatsächlich läßt sich die Kreisbewegung ja in der 


22 Stumpf, Himmelsmechanik 


338 Reihenentwicklungen im Zweikörperproblem 


Bahnebene durch <=acosM, y=asinM darstellen, also in stets konver- 
gente Reihen nach Potenzen von M entwickeln. 

Besondere Überlegungen erfordert noch der Fall einer Parabelbahn. Hier 
verlieren die Größen M bzw. N ihren Sinn, ebenso wie die exzentrische Ano- 
malie E oder die entsprechende hyperbolische Größe :E = F. Dagegen bleibt 
die wahre Anomalie v für alle Zeiten reell und durch die kubische Gleichung 


(III; 43) a an 

V I V ie — 2klt — 
VII; ıo tg — + —- te = —— = —— = Pf 
WI te, er o 
als Funktion der Zeit bestimmbar. In der komplexen P-Ebene werden also die 
Singularitäten der Funktion v(P) dort liegen, wo für die Lösungen der Glei- 
chung (VII; 109) 


UV 
dtg— = 


v 
2 
I+tg 7 


dp 
nicht existiert, also 
v v 
Bu no en 
ist. Setzen wir diesin (VII; 109) ein, so erhalten wir für die singulären Punkte ? 
Per dj dH- Dei 
3 3 
Der Konvergenzradius für Potenzreihen nach ı = k(t — 1.) ist demnach 
gk“ 


R = ARE FER-TE- Sp w-T = 


I /581/4 2 
a: V4+»% 


Der parabolische Fall ist zuerst von W.A.HAMILTonN!) behandelt worden. 
F.A.MouLTtonN?) hat die Untersuchung auf alle Bahnformen ausgedehnt. Be- 
trachtet man auch in den nichtparabolischen Fällen die Entwicklungen nach 
der Zwischenzeit # — i, selbst statt nach M — M, bzw. N — N, , so erhält man 
leicht wegen 


y_reE-N. „_H=N „_et-D 


Ve Ye YB° 


!) Astron. Journal 23, 49 (1903). 
?) Astron. Journal 23, 93 (1903). 
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die folgende Zusammenstellung aller Konvergenzbedingungen: 


Ve ar 


I) e=sing<ı: Rf{) = + u, 
(9 = Inctg— — cos p}, 
| 2 VB 1/p 
(VII; 110) 2; 21T: R(i,) = RB r+% = 
3) e>ı mr 0, 


(ö, = Ye? — ı — arctgye? — r). 

‚Hier bedeutet R(f,) den Konvergenzradius für Entwicklungen nach Potenzen 
von 2 — 1,. Die Größen N, = N (t), P, = P(iW) Können alle reellen Werte an- 
nehmen, während für M, die Beschränkung IM, | = <r gilt. Abgesehen von 
Kreisbahnen (und von nichtelliptischen Bahnen in hinreichend großer Ent- 
fernung vom Zentralkörper) sind also die Potenzreihen nach der Zwischenzeit 
nur für beschränkte Zeitintervalle möglich. MouLTon hat loc. cit. Tabellen für 
die Konvergenzgrenzen in verschiedenen Fällen berechnet, die für den Rechner 
sehr nützlich sind (siehe Anhang A VII). 

Zu Beginn dieses Abschnitts hatten wir festgestellt, daß diese Konvergenz- 
beschränkungen für Potenzreihen nach E bzw. F nicht gelten, da sich die zu 
entwickelnden Funktionen im allgemeinen in einfacher Weise aus Ausdrücken 
wie sin E, cosE, ... zusammensetzen, die für alle Werte des Arguments in 
konvergente Potenzreihen entwickelbar sind. Dasselbe gilt auch, wenn wir Ent- 
wicklungen nach Potenzen der Lösung z der Hauptgleichung (V; 51) durch- 
führen oder besser noch Entwicklungen nach Potenzen von 


—= 27T, 


einer Variablen, die den Charakter einer Anomalie besitzt und im elliptischen 
Fall wegen (V; 80) 
_Ecb 

7/0, 
der Differenz 1 = E — E, proportional ist. Wenn wir die Hauptgleichung mit 7 
multiplizieren, erhalten wir die transzendente Gleichung 


T=y+ C, (0, Y?) ; 0,” zu C3 (0,9?) b &°, 


aus der y, unabhängig von der Bahnform, als Funktion von r bestimmt werden 
kann. Alle zen wie die Funktionen F und G oder wie 


A=— =1I+ (0?) 09 + lo Y”) Ey 
I, 


22* 
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lassen sich dann, ohne daß man auf Fallunterscheidungen wegen der Exzen- 
trizität Rücksicht zu nehmen hat, in stets konvergente Potenzreihen nach y 
entwickeln, denn die Funktionen c,, ca, 63, ... konvergieren ja für jeden Wert 
ihres Arguments, und zwar mit wachsendem Index immer besser und stets 
besser alsc, = cos (y Yo). 

Ebenso wie man durch Einführung der Variablen z oder y die Bahnbewegung 
einheitlich für alle Bahntypen formulieren kann, lassen sich auch die Konver- 
genzbedingungen (VII; ııo) für Potenzreihen nach r auf eine einheitliche Ge- 
stalt bringen. Setzt man der Einfachheit halber 


9,=kl-T) 


für die Zeit vom Periheldurchgang bis zu dem Zeitpunkt i,, um den entwickelt 
werden soll, und sei wie bisher 7 = &(£ — i,) die unabhängige Variable der Po- 
tenzreihenentwicklung, so ist 


ARE IR I Ber 
MYa®=Ny®=7,PV =, 


in den drei Fällen (VII; ııo) zu setzen. Der Konvergenzradius der Potenz- 
reihen um ©, ist dann 


für e<t: = YO5 + adv} + a®vo; rg 
für Gil: war 
für e>ı: = YO + 5; ie 


Setzt man nun 
x“*—=1-e:, d.h. x= Yı — er, ix = Ye! — I, 
so erhält man für 


Inctg 2 — cos re 


73 2 12% 
a IT 


—ıI ei 1 el — e? er 


e<ı: Ya? = Vf? 


Es ist also für beliebige Exzentrizitäten 
R(0,) = YO + R, 
wo 


(VII; ı11) R, = 18° C(»?) 


Reihenentwicklung bei geradliniger Bewegung 341 
den Konvergenzradius für Entwicklungen vom Perihel aus darstellt. Dabei ist 


I er 
Cl) = 2 I-x _ ix — arctgix 


x3 (ix) 


eine Funktion von x? = I — e?, die für alle positiven und negativen Argumente 


x® definiert ist und für -ı< x? <-+1,d.h. für Y2 2 e> oin der Form einer 
konvergenten Potenzreihe 


I I I 
C(x?) = — —_— x —y4 na 
(*°) en en 


geschrieben werden kann. Für Kreisbahnen (x = ı) wird C (x?) und damit auch 
der Konvergenzradius unendlich. Für Parabeln (x = o) beschränkt sich C auf 


das konstante Glied, und es wird R, = 18. Wächst die Exzentrizität über I 


hinaus, so nimmt C weiterhin ab: So ergibt sich für = —ı (e — Ya 
ı ı I N 
C(-I)=—- - — + —- -.::-=I- — = 0.214060... 
u u > u’; 4 ® 


Für größere e versagt die Reihenentwicklung, und C wird durch 


C- Ve — ı —artgye®® — ı 
= en — 


vie 2? 


dargestellt. Wächst e über alle Grenzen, so geht C offensichtlich gegen null 
wie e”?. Da andererseits 
p=glıte), 


‘50 geht bei konstant gehaltener Periheldistanz g auch der Konvergenzradius im 
Perihel, 
R,=VYPlr+e°?-C, 


immer noch wie e ? gegen null, wenn e gegen unendlich strebt. 


64. Reihenentwicklung bei geradliniger Bewegung. 
Zusammenstoß und Regularisierung 


Bei den bisherigen Betrachtungen haben wir den in Abschn. 26 behandelten 
geradlinigen Bahntypus ganz außer acht gelassen. Der Vollständigkeit halber 
soll das jetzt nachgeholt werden. Nach (III; 87, 84, 89) ist, wenn wir mit T 
die Zeit der Koinzidenz der beiden Massen (also die Zeit des Zusammenstoßes 
bzw. der Ejektion) bezeichnen, zu der der Abstand 7 = o gehört, 
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a) elliptischer Typ [ <r< 2a; a> 0]: 


ki -T= + 12 aetg = 2, 


V a 


b) parabolischer Typ (o<r<o): 
ı AEEN 
(VII; ıı2) At —-T), = +7 Var’, 


c) hyberbolischer Typ oO <r <a; a=-a>o]: 


kt — T) = +Yo@® De Aucezıl 
u Yza+r+ yr | 02 


In allen drei Fällen ist nach (III; 82) 
(VII; 113) at —_———. 


Sei also in der komplexen i-Ebene r(f) als komplexe Funktion definiert, so 
sind singuläre Punkte nur dort vorhanden, wo dr/dt. als endliche Größe nicht 
mehr existiert; das ist aber, da ja a + o vorausgesetzt werden darf (denna = 0 
würde ja bedeuten, daß beide Massen dauernd zusammenfallen, eine Bewegung 
also nicht stattfindet), nur für 7 = 0 der Fall. Der einzige singuläre Punkt ist 
also?= T, d.h. derjenige Punkt der reellen Z-Achse, in dem 7 = o wird. Ent- 
wicklungen der Funktion 7(f) nach Potenzen von ? — i, sind daher dann und 
nur dann konvergent, wenn |? — 4,|< |i, — T| ist. Dasselbe folgt auch aus 
(VII; ıır), denn für geradlinige Bewegung ist ja® = o; lassen wir also # gegen 
null streben, so wird R, = o und daher R = |i, — T|, wie oben. 

Daß diese Singularität besteht, folgt auch aus den Betrachtungen des 
Abschn. 45. Dort ist gezeigt worden, daß die Spitzen der Enveloppe der Ge- 
radenschar z = const in die Grenzparabel einmünden, die ja den geometrischen 
Ort derjenigen Fälle der Ephemeridenrechnung darstellt, die einer geradlinigen 
Bewegung entsprechen. Ist etwa 7, = r(f,) der Ausgangspunkt, r, = r(f,) der 
Endpunkt der Entwicklung, so entspricht, wie dort bewiesen worden ist, die 
Enveloppenspitze demjenigen Spezialfall, in dem 7,/7, = o ist, d.h. der End- 
punkt der Entwicklung im Attraktionszentrum liegt. Die Entwicklung selbst 
läßt sich, wenn », > 0, immer nach (VII; 2ı) durchführen, wenn man berück- 
sichtigt, daß im Fall der geradlinigen Bewegung ® = 0° und 


Zeh=2u+ 9,9 -5=0, also 26, +4 -m>0 
ist, Die Geschwindigkeit des Körpers ist ja hier durch V = +7 definiert, wo f 


positiv in der Steigbewegung, negativ in der Fallbewegung ist. Es ist daher in 
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der geradlinigen Bewegung 


» \2 

r 

= ze =, 
9=—, = 2,+ 9 9> 
0 ro 


Setzt man demnach in (VII; 2) u=w-e=0?-e;$=n-{, so erhält 
man 


ut tet 50. 


Befindet sich der Ausgangspunkt der Entwicklung im singulären Punkt 
selbst, so.divergiert diese Reihe natürlich immer, da für », = o schon r,n = fyt 
der Geschwindigkeit proportional ist, die im Kollisionspunkt unendlich wird. 
Man kann aber dennoch vom singulären Punkt aus Reihenentwicklungen 
durchführen, wenn man statt der Zwischenzeit 7 = k(t — T) eine neue Va- 
riable © benutzt, für die die Singularität nicht besteht. Dieses Verfahren, in der 
Umgebung von Kollisionen oder Ejektionen das Verhalten des bewegten Mas- 
senpunktes zu untersuchen, wird später (Band II) bei der Diskussion der Drei- 
körperbewegung, in der Zusammenstöße eine wichtige Rolle spielen, noch 
häufig angewandt werden. Im Zweikörperproblem sind Zusammenstöße (unter 
der Voraussetzung ausdehnungsloser Massen) nur bei der geradlinigen Bewe- 
gung möglich. Der hier betrachtete Fall ist daher der einfachste in der Himmels- 
mechanik, in dem eine „Regularisierung“ durch Einführung neuer Variabler 
notwendig wird. 

Es zeigt sich, daß es genügt, 


zu setzen, wo x ein noch geeignet zu bestimmender konstanter Faktor ist. Man 
erhält dann 


also wegen (VII; ı13) und für = I 


dıı 3 2 I 


Man erkennt hieraus, daß der Ansatz 
‚= +9 ++: 
zum Ziel führt, denn setzt man in (VII; 114) rechts diese Potenzreihe und links 


dr 


719 =4+ 250 + 39? + az 
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ein, so führt diese Beziehung für 0 = o auf 


2 
= +. — oder = 2». 
2 & 


Speziell wird &, = I, wenn manx? = — <_ setzt. 


Eine solche Regularisierung ist von C.BurrAu!) für den Fall eines Zusam- 
menstoßes zweier Massenpunkte im Dreikörperproblem durchgeführt worden. 
Man kann seine Ergebnisse aber leicht auf den hier vorliegenden Fall der ge- 
radlinigen Zweikörperbewegung spezialisieren. Setzt man, =Iundg = 4, 
so kann man’auch 


r=0O[1 +49 + 8, (19) + 8, (AO) + .--], 


se = 
MER = + 2104 3% (10)? + aß (0) + - 


schreiben. Andererseits ist nach (VII; 114) mit? = 


Wale) 


Setzt man die Reihen (VII; 115) ein und führt die Multiplikationen aus, so er- 
gibt sich 


O[1 4510 + (8+ 7B)) (AO)? + (4+ 228. + 9Bı) (AO) + 
+ (15ß2 + 16%, + 288, + ııß) AO + - = 


-0|1- 2,114 404 00) + Ps (A DEZE 
= 0[1+549(1+40+ (40) +P AO)’ + --»)], 


= 
9 


da ja aus der Gleichsetzung der quadratischen Glieder -Z —= 34 folgt. Die 


Koeffizientenvergleichung der höheren Glieder ergibt dann sukzessive 


__3. a _3. a _ _I, 
Pa z ß, 65° Ps Far 


also schließlich 


So 7 0 Bar ic ae 
Re Terre Fe a Er et er le 
Io a 700\a 63000\ a 48510000 \ a 


Für den parabolischen Typ der geradlinigen Bewegung (1/a = o) erhält man 


einfach 
Er 


was auch unmittelbar aus (VII; ır2b) folgt. 


1) Astron. Nachr. 136, 161 (1894). 


KAPITEL VIII 


BAHNBESTIMMUNG DER HIMMELSKÖRPER 
NACH DEM LAPLACESCHEN PRINZIP 


65. Allgemeines und Historisches über das Problem der Bahnbestimmung 


Mit der Aufgabe, die Bahnelemente eines Himmelskörpers zu bestimmen, wenn 
für eine gewisse Anzahl von Zeitpunkten seine Örter an der Sphäre (Rektaszen- 
sion und Deklination oder ekliptikale Länge und Breite) durch Beobachtung 
bekannt sind, hat sich bereits NEWTOoN in seinem Werk „Philosophiae naturalis 
principia mathematica“ (1687) beschäftigt. Er gibt dort (im Abschn. 5 des 
Bandes III) eine im wesentlichen graphische Methode der Bestimmung einer 
parabolischen Kometenbahn an, die über sukzessive Näherungen zur Lösung 
führt, und er wendet dieses noch recht komplizierte Verfahren auf die Bestim- 
mung der Bahn des großen Kometen von 1680/81 an. 

Die Bemühungen um dieses von NEWTOoN selbst als schwierig bezeichnete 
Problem dauerten im 18. Jh. an und beschäftigten die großen Mathematiker 
jener Zeit. Bei dieser Gelegenheit fand L.EULER die berühmte nach ihm be- 
nannte Gleichung (VI; ı3). Seine 1740 veröffentlichte Methode der parabo- 
lischen Bahnbestimmung fußt auf dem angenähert gültigen Satz, daß bei drei 
benachbarten Kometenörtern P, , P,, P, der Radiusvektor von P,dieSehne P, P; 
ım Verhältnis der Zwischenzeiten (fg, — 4): (£, — is) teilt. In Wirklichkeit ist das 
Verhältnis der beiden Sehnenabschnitte dem Verhältnis der Inhalte der beiden 
Dreiecke gleich, die von den Radiusvektoren nach P, und P, bzw. nach P, und 
P, eingeschlossen werden, wie eine einfache geometrische Überlegung lehrt. 
Andererseits ist das Verhältnis der Zwischenzeiten nach dem Flächensatz dem 
Verhältnis der Inhalte der beiden Kegelschnittsektoren gleich, die diesen Drei- 
ecken entsprechen. Die EuLersche Näherung beruht also darauf, daß man beı 
hinreichend dicht benachbarten Örtern des Himmelskörpers das Verhältnis der 
Sektoren durch das der Dreiecke ersetzen kann, ohne allzu große Fehler be- 
fürchten zu müssen. Es ist also, wenn wir die Inhalte der beiden Dreiecke mit 
D,, D;, die der Sektoren mit S,, S, und die Sehnenabschnitte mit s, , s; bezeich- 
nen und wenn die Zwischenzeiten r, = kft, — ia), 73, = kit, — i,) sind, 

1 _ D, a 5, 


S3 D' 5 
Andererseits ist nach (VI; 49) das Verhältnis Sektor : Dreieck 


T] 


tz 


S T I 2 


Dagegen 
wenn 2 die Lösung der Hauptgleichung (V; 51) für den Übergang von P, auf P, 


i ö 5 3 I ’ 
bzw. P, bedeutet. Sind die Zwischenzeiten klein, so ist 2% 1,0; x 5 (bei Para- 
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beln streng c, = 2) ‚ und es ist also genähert 


6 
a, 
a: einen 0 m 
3 D; u 1% T; I _2,3 
a. 


T: enis 
age 


und man erkennt, daß die Abweichungen von der EuLErschen Näherung im 
allgemeinen von der 2.Ordnung, bei gleichen (oder nahezu gleichen) Zwischen- 
zeiten (7, = — r,) sogar von der 3.Ordnung in den Zwischenzeiten sind. 

Obwohl die EuLerschen Ergebnisse, die einige Jahrzehnte später von 
J. H.LAMBERT weiterentwickelt wurden, wichtige Ansätze für eine analytische 
Lösung des Bahnbestimmungsproblems gebracht haben, erwies sich der einge- 
schlagene Weg als ungeeignet für die praktische Anwendung. Erst W.OLBERS 
gelang es, auf Grund der EuLErschen Gleichung und des oben bewiesenen 
Satzes eine Methode zu entwickeln, die durch eine rasch fördernde Hypothesen- 
rechnung zum Ziele führt und mit wenigen Verbesserungen noch heute zur 
Berechnung vorläufiger parabolischer Elemente von neu entdeckten Kometen 
benutzt wird. OLBERS’ Schrift „Über die leichteste und bequemste Methode, 
die Bahn eines Kometen aus einigen Beobachtungen zu berechnen” (Weimar 
1797) ist in das klassische Schrifttum der praktischen Himmelsmechanik ein- 
gegangen. 

Vor dem Beginn des 19. Jhs. war die Aufgabe der Bestimmung von Kometen- 
bahnen das den Praktiker fast ausschließlich interessierende Problem. Trotz- 
dem haben sich die Theoretiker auch schon damals mit dem allgemeineren Fall 
der Bestimmung Krprerscher Bahnen ohne Voraussetzung über die Exzen- 
trizität beschäftigt. Fast gleichzeitig haben LAGRANGE (1778) und LAPLACE 
(1780) Lösungen dieser komplizierteren Aufgabe entwickelt, die aber in ihrer 
ursprünglichen Form wenig Beachtung gefunden haben. Erst sehr viel später, 
seit dem Ende.des vorigen Jahrhunderts und im Laufe der ersten Jahrzehnte 
des jetzigen, ist das von ihnen befolgte Prinzip in einer Reihe von Bahn- 
bestimmungsmethoden, die sich durch große Eleganz und Durchsichtigkeit aus- 
zeichnen, wieder zu Ehren gelangt. 

Die praktische Notwendigkeit, rasch zum Ziele führende Methoden zur Be- 
stimmung elliptischer Planetenbahnen zur Hand zu haben, ergab sich erst, als 
1801 der erste der „Kleinen Planeten“, Ceres, von PıAzzı entdeckt wurde. 
C.F.Gauss begründete seinen Ruhm als großer Mathematiker mit jenem Ver- 
fahren, mit dem er damals, kaum 24-jährig, die Bahn der Ceres aus den Pıazz1- 
schen Beobachtungen zu berechnen wußte und die Wiederauffindung des in- 
zwischen verlorengegangenen Planetoiden ermöglichte. Er hat diese Methode 
später in seinem berühmten Werk „Theoria corporum coelestium in sectionibus 
conicis solem ambientium“ (Hamburg 1809) zu großer Vollkommenheit ent- 


Tz 
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wickelt; auch sie ist heute, mit gewissen von EnckE, TIETJEN, HANSEN u.a. ein- 
geführten unwesentlichen Verbesserungen, noch allgemein im Gebrauch. Das 
Prinzip, das der Gaussschen Methode und ihren zahlreichen in neuerer Zeit ent- 
wickelten Abarten (die insbesondere auf Verwendbarkeit für das Maschinen- 
rechnen abzielen) zugrundeliegt, unterscheidet sich wesentlich von dem Prinzip 
der Methoden von LAGRANGE-LAPLACE. Während.diese als Arbeitsunbekannte die 
Koordinaten des heliozentrischen Ortes und der heliozentrischen Geschwindig- 
keit einer der beobachteten Planetenpositionen (bei drei Beobachtungen der 
mittleren) einführen, berechnet GAauss die Koordinaten zweier Örter (bei drei 
Beobachtungen die der beiden äußeren). In jedem Falle beträgt also die Zahl 
der zu berechnenden Unbekannten sechs, entsprechend der Zahl der zu be- 
stimmenden Bahnelemente des Himmelskörpers. Sind diese Größen bekannt, 
so läßt sich ja, wie in Kapitel V (Abschn. 39) und Kapitel VI (Abschn. 50-52) 
gezeigt worden ist, das System der Kegelschnittelemente als Lösung eines An- 
fangswertproblems bzw. eines Randwertproblems leicht finden. 

Die Hauptschwierigkeit der Bahnbestimmung liegt darin, daß die sechs Un- 
bekannten mit den beobachteten Daten, also den topozentrischen sphärischen 
Koordinaten «,, ö, von drei oder mehr Planetenörtern in sehr komplizierter 
Weise verbunden sind. Eine Lösung des Problems ist, wenn überhaupt, nur 
durch Näherungsmethoden möglich, d.h., es wird zuerst eine noch rohe provi- 
sorische Lösung gesucht, die dann durch Iteration in mehreren Schritten ver- 
bessert wird, bis alle Widersprüche zwischen Beobachtung und Rechnung ver- 
schwunden sind. Wir haben im Kapitel I (Abschn. Io) gesehen, daß schon 
PTOLEMmÄuS ein solches Näherungsverfahren einschlagen mußte, um auf Grund 
seiner Epizykeltheorie die Bahnelemente der großen Planeten festzulegen. Er 
kannte aber bereits den zeitlichen Ablauf der scheinbaren Bewegungen der 
Planeten an der Sphäre und konnte daher die sphärischen Örter, die er zur 
Bahnbestimmung heranzog, so auswählen, daß die Rechnung mit den ein- 
fachen geometrischen Hilfsmitteln, die ihm zur Verfügung standen, leicht durch- 
führbar war. So benutzte er z.B. für die Bahnbestimmung der äußeren Pla- 
neten drei Oppositionsörter. In der modernen Bahnbestimmung hat der Rech- 
ner von einem eben entdeckten Planetoiden oder Kometen nur wenige, zeitlich 
dicht aufeinanderfolgende, Beobachtungen zur Hand, und er kennt zu Beginn 
der Hypothesenrechnung noch keines der Bahnelemente (auch nicht die Um- 
laufszeit, die PTOLEMÄUS bei seiner Rechnung schon vorgegeben fand). Um 
nun die dynamischen Beziehungen zwischen den beobachteten Örtern berück- 
sichtigen zu können, wird der Rechner die Entwicklung der Koordinaten (oder 
geeigneter Funktionen der Koordinaten) nach Potenzen der Zwischenzeiten 
benutzen. Diese Entwicklungen sind aber nur dann von praktischem Wert, 
wenn sie so rasch konvergieren, daß wenige Glieder ausreichen; denn nur in den 
ersten Gliedern sind die unbekannten Größen des Problems in so einfacher 
Form enthalten, daß ihre schrittweise Eliminierung ohne allzugroße Schwierig- 
keiten möglich ist. Die Hypothesenrechnung wird daher nur dann rasch zum 
Abschluß kommen, wenn die Zwischenzeiten hinreichend klein sind. Anderer- 
seits wird aber das Ergebnis der Rechnung um so ungenauer ausfallen, je kürzer 
der Bahnbogen ist, auf dem sich der Himmelskörper während der Zeit seiner 
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Entdeckungsbeobachtungen bewegt hat. Es wird also, je nach den obwaltenden 
Umständen, ein gewisses Optimum für die Länge der Zwischenzeiten geben. 
Sind sie zu groß, so wird das Iterationsverfahren nur langsam oder gar nicht 
konvergieren; außerdem werden sich bei größeren Zwischenzeiten auch die 
Störungen der Bahnbewegung durch die großen Planeten (bei Planetoiden ins- 
besondere die des Jupiter) unliebsam bemerkbar machen. Sind dagegen die 
Zwischenzeiten sehr klein, so werden die den Ausgangsdaten anhaftenden zu- 
fälligen Beobachtungsfehler mit allzu großem Gewicht in die Rechnung ein- 
gehen und das Ergebnis in unkontrollierbarer Weise fälschen. 

Wir werden im folgenden die wichtigsten Verfahren der Bahnbestimmung 
behandeln, ohne auf Feinheiten einzugehen, die nur den praktischen Rechner 
interessieren, und ohne explizite Rechenvorschriften bis ins Einzelne anzu- 
geben, die der Leser in speziellen Lehrbüchern der Bahnbestimmung!) und in 
Originalabhandlungen finden wird. Uns kommt es mehr darauf an, die geistige 
Struktur der verschiedenen Methoden bloßzulegen und sichtbar werden zu 
lassen. Wir beginnen dabei mit den auf LAGRANGE und LAPLACE zurückgehen- 
den Methoden, die sich durch mathematische Eleganz und Klarheit der Ge- 
dankenführung besonders auszeichnen und die wir hier der Kürze halber als 
die Methoden nach dem LApLAcEschen Prinzib bezeichnen wollen. Erst 
im Kapitel IX werden wir uns den Methoden zuwenden, die auf dem GAUSS- 
schen Prinzib beruhen. Sie stehen in dem Ruf größerer Undurchsichtigkeit; es 
läßt sich aber zeigen, daß die Kompliziertheit der Rechenvorschriften haupt- 
sächlich darauf beruht, daß sie in ihrer ursprünglichen Form ganz auf logarith- 
misch-trigonometrisches Rechnen zugeschnitten waren. 

Außer dem allgemeinen Fall der Bahnbestimmung werden die Spezial- 
fälle der Kreis- und Parabelbewegung behandelt werden. Da eine Kreisbahn 
durch vier Elemente bestimmt ist, sind zu ihrer Berechnung nur zwei vollstän- 
dige sphärische Örter nötig. Eine Parabelbahn erfordert fünf unabhängige 
Daten zur Bestimmung ihrer fünf Elemente. Es sind also zur Berechnung einer 
parabolischen Bahn drei Beobachtungen notwendig, doch ist dann eine der 
sechs sphärischen Koordinaten überzählig. Man kann also etwa eine Koordinate 
der mittleren Beobachtung beiseite lassen und nach Abschluß der Bahnrech- 
nung als Kontrollwert benutzen. Oder man verwendet, wie es OLBERS getan 
hat, von der mittleren Beobachtung nur eine Funktion der beiden Koordinaten 
und benutzt die Koordinaten selbst zur Kontrolle der Rechnung oder als Test 
für die Richtigkeit der Annahme, daß der betreffende Himmelskörper sich 
wirklich auf einer Parabel bewegt. 


66. Reduktion der Beobachtungen 


Die sphärischen Koordinaten eines Planetoiden oder Kometen werden meist 
durch direkten Anschluß an benachbarte Fixsterne gewonnen, sei es durch 


1) Z.B. G.Stracke: Bahnbestimmung der Planeten und Kometen. Berlin 1929. 
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mikrometrische Messung am Fernrohr oder (heute fast ausschließlich) durch 
Ausmessung photographischer Himmelsaufnahmen. Sie liegen also meist in 
Form von Rektazension und Deklination vor und beziehen sich auf eine be- 
stimmte Lage des Himmelsäquators und des Frühlingspunktes, und zwar ent- 
weder auf das für den jeweiligen Beobachtungszeitpunkt gültige Koordinaten- 
system (scheinbare Örter) oder auf die mittlere (von Aberration und Nutation 
freie) Lage der Koordinatenebenen zu Beginn des Beobachtungsjahres (mitt- 
lere Örter für den Jahresanfang, z.B. 1959.0) oder auf ein mittleres Normal- 
äquinoktium (I925.0, I950.0, I975.0 usw.). Ferner wird die Zeit der Beobach- 
tung angegeben, und zwar entweder als mittlere Ortszeit, als Zonenzeit (z.B. 
Mitteleuropäische Zeit) oder als Weltzeit (Universal Time = U.T.), d.h. als 
mittlere Zeit des Meridians von Greenwich. Der Bahnrechner hat darauf zu 
achten, daß sich sowohl die Zeitangaben auf das gleiche Zeitsystem als auch die 
sphärischen Örter auf das gleiche Koordinatensystem beziehen. Ist dies nicht 
der Fall, so muß vor Beginn der Bahnrechnung eine Reduktion der Angaben 
vorgenommen werden. Sind scheinbare Örter gegeben, so werden diese durch 
Berücksichtigung von Präzession, Nutation und Aberration auf das mittlere 
Äquinoktium des Jahresanfangs zu reduzieren sein; sind bereits mittlere Örter 
gegeben, beziehen sich diese aber (wie es oft vorkommt, wenn die Beobachtun- 
gen sich über eine Jahreswende erstrecken) auf verschiedene Jahresanfänge, so 
wird man einen Teil der Daten durch Berücksichtigung der Präzession auf das 
mittlere Äquinoktium der übrigen bringen müssen. Die für diese Reduktions- 
arbeit nötigen Formeln werden in der Sphärischen Astronomie entwickelt; 
ihre Ableitung und Zusammenstellung findet man in den Lehrbüchern dieser 
Disziplin und in allen Spezialwerken über Bahnbestimmung. 

Es gibt aber noch zwei weitere Umstände, die berücksichtigt werden müssen, 
wenn man die beobachteten sphärischen Örter für eine Bahnbestimmung be- 
nutzen will: Die vom Beobachter gelieferten Daten enthalten noch die Zäglıche 
Parallaxe und die Lichtzeit. Die Bewegung der Erde um die Sonne (die man 
braucht, um geozentrische in heliozentrische Koordinaten zu verwandeln) wird 
als bekannt vorausgesetzt. Die dazu nötigen Unterlagen sind in den astro- 
nomischen Jahrbüchern in Form von geozentrischen Koordinaten der Sonne ent- 
halten, die täglich für o® Weltzeit gegeben werden, und zwar sowoll als recht- 
winklige Äquatorkoordinaten (X, Y,Z) als auch in Form von ekliptikalen Polar- 
koordinaten (R, L, B), wobei die Breite 5 sehr klein ist. Zwischen den recht- 
‚winkligen geozentrischen Koordinaten (£, n, &) des beobachteten Himmels- 
körpers, seinen heliozentrischen Koordinaten (x, y, z) und den geozentrischen 
Koordinaten der Sonne bestehen die Gleichungen (IV; 3) 


(VTII; 2) &=xı+X, n=y+Y, {=2+2. 
Andererseits ıst in Polarkoordinaten 
(VIII; 3) —=0ocosöcosa, n=ocosösina, L=osinö. 


Der geozentrische Abstand o des Himmelskörpers ist a priori unbekannt; die 
beobachteten Richtungskoordinaten «&, ö sind aber topozentrische, d.h. vom 
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Beobachtungsort aus gesehene und müssen daher, damit die Beziehungen 
(VIII; 2) erfüllt sind, auf den Erdmittelpunkt reduziert, d.h. wegen der täg- 
lichen Parallaxe verbessert werden. Die Berechnung dieser Korrektion erfor- 
dert aber die Kenntnis der Entfernung po, die erst im Laufe der Bahnrechnung 
mit hinreichender Sicherheit erlangt wird. Das gleiche gilt auch für die „Licht- 
zeit“ oder „Planetenaberration“. Da das Licht eine endliche Geschwindigkeit c 
hat, erblickt der Beobachter das Objekt im Beobachtungszeitpunkt ? dort, wo 


es zu einer etwas früheren Zeit 2 — At gestanden hat. Die Lichtzeit A! = — 0 
ist aber ebenfalls von der noch unbekannten Entfernung o abhängig. 


Beide Einflüsse können die Beobachtungsdaten merklich verfälschen, doch 
ıst der Einfluß der Lichtzeit (Aberrationszeit) aus folgendem Grund weniger 
störend: Während des verhältnismäßig kurzen Zeitintervalls, das die für die 
Bahnbestimmung benutzten Beobachtungen überdecken, ändert sich der Ab- 
stand des Himmelskörpers verhältnismäßig wenig. Man kann also die Ab- 
stände o, in der Form 0, + Ao, schreiben, wo die Ao, kleine, teils positive, 
teils negative Korrektionen des mittleren Abstandes o, bedeuten. Während 
nun 0, in der Formel für die Lichtzeit lediglich eine konstante Verschiebung 
der Zeitskala zur Folge hat, also keine wesentliche Verzerrung der Bahnver- 
hältnisse bewirken kann, wird nur der von den Zusatzgrößen Aoe, herrührende 
Lichtzeiteffekt die Daten wesentlich beeinflussen. Nun ist aber auch der Fak- 


tor — sehr klein (wenn man die Längen in astronomischen Einheiten, die Zeiten 
c 
in mittleren Tagen mißt, ist — = 0.00577, d.h., die Aberrationszeit beträgt 
c 


rund 8 Minuten für einen Abstand von I A.E.), so daß man die sehr kleinen 
Effekte Ao,/c zu Beginn der Hypothesenrechnung unbedenklich vernachlässigen 
kann, um sie schließlich bei der letzten Iteration, wenn die o, bereits genügend 
genau vorliegen, zu berücksichtigen. 


Die Wirkung der täglichen Parallaxe ist hingegen in den meisten Fällen 
schon von Beginn der Rechnung an ernst zu nehmen. Nur bei der Bestimmung 
von Kometenbahnen pflegt man sie - wenigstens bei ersten Bahnbestimmungen 
nach der Entdeckung — ganz zu vernachlässigen, da der sphärische Ort eines 
so diffusen Himmelskörpers weit unsicherer bestimmbar ist als der eines punkt- 
förmig definierten Planetoiden. Während bei den letzteren parallaktische Difte- 
renzen von Io’ und darüber die Beobachtungsgenauigkeit um eine volle 
Größenordnung übertreffen, werden Vernachlässigungen von diesem Betrage 
bei Kometen meist noch innerhalb des Bereiches der Beobachtungsunsicherheit 
bleiben, so daß sich der Versuch, die Wirkung der täglichen Parallaxe unschäd- 
lich zu machen, kaum lohnt. 


Man hat das Problem der Ausschaltung des parallaktischen Fehlers auf 
mehrere Arten zu lösen versucht. Die älteste dieser Methoden ist die ‚Reduktion 
auf den locus fictus“, ein etwas umständliches Verfahren, das heute kaum noch 
angewandt wird. Es hatte seine Bedeutung, als man - wie schon OLBERS und 
Gauss in Ihren klassischen Arbeiten — bei der Bahnbestimmung mit eklipti- 
kalen Koordinaten zu rechnen gewohnt war. Der Vorteil dieses Verfahrens be- 
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steht darin, daß die ekliptikale Breite der Sonne sehr klein ist, was eine nicht 
unbedeutende Vereinfachung der Rechenvorschriften bewirkt. Dafür besteht 
allerdings der Nachteil, daß die im Äquatorsystem gegebenen Beobachtungs- 
daten. (&,, ö,) auf das Ekliptiksystem transformiert werden müssen, eine Mehr- 
arbeit, die nur teilweise dadurch gerechtfertigt erscheint, daß man die vom 
Koordinatensystem abhängigen Bahnelemente (Neigung, Knotenlänge, Peri- 
helabstand vom Knoten) nach 
Beendigung der Bahnbestim- 
mungdirektim Ekliptiksystem 
erhält, das für Größen dieser 
Art als Bezugssystem bevor- 
zugt wird. Die Reduktion auf 
den locus fictus besteht nun 
darin, daß man (Abb. 53) die 
Verbindungsliniie des Be- 
obachtungsorts (5) mit dm m 
Planeten (P) zum Schnitt mit Abb. 53. Reduktion auf den locus fictus. 
der Ekliptikebene bringt..Der 

Schnittpunkt F (locus fictus) wird dann für die Dauer der Rechnung anstatt 
des Beobachtungsortes benutzt. Er hat folgende bemerkenswerte Eigenschaf- 
ten: I. ist für ihn die Breite der Sonne streng gleich null; diese Größe ver- 
schwindet also völlig aus den Formeln, die dadurch wesentlich einfacher wer- 
den; 2. sind für ihn die ekliptikalen Richtungskoordinaten (4,, ß,) des Pla- 
neten die gleichen wie für B; durch Einführung der loci ficti wird also eine 
Berücksichtigung der täglichen Parallaxe überflüssig. Es ändern sich nur die 
Koordinaten (R, L) der Sonne, die in den Jahrbüchern für den Erdmittelpunkt 
gegeben sind und von diesem auf den locus fictus transformiert werden müssen, 
schließlich auch die Entfernung BP = o,die um die berechenbare Strecke FB 
zu korrigieren ist. 

Ein Nachteil dieser Methode ist, daß F unter Umständen sehr weit von B 
entfernt liegen kann, wenn die ekliptikale Breite von P klein ist, und daß die 
Lage von F überhaupt unbestimmbar wird, wenn P sich in der Ekliptik selbst 
befindet. Heute, wo das Rechnen mit Maschinen das mit Logarithmen immer 
mehr verdrängt, zieht man es im allgemeinen vor, die im Äquatorsystem be- 
obachteten topozentrischen Planetenörter unverändert zu benutzen. Man um- 
geht dann die Reduktion dieser Örter wegen der täglichen Parallaxe, indem 
man die in den Jahrbüchern gegebenen rechtwinkligen geozentrischen äqua- 
torealen Sonnenkoordinaten (X,, Y,, Z,) auf topozentrische (X, Y, Z) trans- 
formiert. Es ist dann 


„_Ebene der Eklipfik__ 


(VII) X=N+4X, Y=Y+AY, Z=Z,+42, 


wo AX, AY, AZ Korrektionen der rechtwinkligen Sonnenkoordinaten im 
Sinne „topozentrische minus geozentrische Koordinaten“ darstellen. Sie sind 


also den im Abschn. 30 (IV; 5) definierten Größen JE, 47, AE entgegengesetzt 
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gleich, und es ist 


AX= —-4Ac0s9 cos9 = —(Cc0s9, 
(VIII; 5) AY=-Acose sin = —-Csin®, 
AZ= —-A sing’ ns, 


wo C und S nur von der geographischen Lage des Beobachtungsortes abhängen 
und (siehe Anhang A I) als Funktionen der geographischen Breite tabuliert oder 
auch in einer Liste für alle Sternwarten, an denen Beobachtungen von Planeten 
und Kometen gemacht werden, zusammengestellt werden können. 

Korrigiert man vor Beginn der eigentlichen Bahnrechnung die Sonnenkoordi- 
naten auf diese einfache Weise, so gelten die Gleichungen (VIII; 2) streng für 
den Beobachtungsort, der dann in der Rechnung als „Erdort“ bezeichnet wird. 


67. Bahnbestimmung nach dem LaPpLaceschen Prinzip 


LAGRANGE und LAPLACE erreichten auf verschiedenen Wegen das Ziel, aus 
einer Reihe beobachteter sphärischer Örter die Orts- und Geschwindigkeits- 
koordinaten des Himmelskörpers für einen bestimmten Zeitpunkt abzuleiten 
und damit die Aufgabe der Bestimmung der Bahnelemente auf das in Abschn. 39 
gelöste Anfangswertproblem zurückzuführen. LAPLAcE hat seine Methode im 
Band I seines „Traite de mecanique celeste“ (2.Buch, 4. Kapitel) beschrieben. 
Erst ein Jahrhundert später hat P.HARZER!) dieser Methode eine neue Form 
gegeben, in der gewisse theoretische und praktische Mängel vermieden wurden, 
die ihr in der ursprünglichen Gestalt anhafteten, und die offenbar schuld daran 
gewesen sind, daß diese an sich elegante, geistreiche und durchsichtige Methode 
im Schatten der von OLBERS und Gauss entwickelten Verfahren fast in Ver- 
gessenheit geraten war. Da die Harzersche Fassung der LarLAaceschen Me- 
thode auch für neuere Lösungen der Bahnbestimmungsaufgabe nach dem An- 
fangswertprinzip richtungweisend gewesen ist, soll sie hier beschrieben werden, 
obwoll sie in die Praxis kaum Eingang gefunden hat. 

Um eine angenäherte Lösung zu erzielen, die als Ausgangspunkt für ein 
Iterationsverfahren geeignet ist, machen wir folgende Voraussetzungen, die in 
Wirklichkeit nur mehr oder weniger unvollkommen erfüllbar sind und über 
deren Berechtigung weiter unten (Abschn. 7I) noch einiges zu sagen sein wird: 

I. Es wird angenommen, daß es gelungen sei, für einen bestimmten, möglichst 
in der Mitte des durch Beobachtungen von Rektaszension («) und Deklina- 
tion (ö) des Himmelskörpers belegten Zeitintervalls liegenden, Zeitpunkt ? = &, 
den Wert von « und y=tgö nebst den beiden ersten Ableitungen dieser 
Größen nach der Zeit durch Interpolation zu ermitteln. 


1) Astron. Nachr. 14T, 177 (1896). 
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2.Es wird angenommen, daß die beobachteten sphärischen Koordinaten «,, 
ö, sich auf den Schwerpunkt Erde-Mond (das Baryzentrum des Systems 
Erde-Mond, das sich stets im Innern des Erdkörpers befindet) beziehen und 
daß dieser Punkt sich störungsfrei in einer KEepLErschen Bahn bewege, ebenso 
wie der beobachtete Himmelskörper selbst. Die beobachteten Koordinaten 
werden also, unter vorläufiger Vernachlässigung von Parallaxe und Lichtzeit, 
als baryzentrische angesehen. 

Sind nun x, y,2 die rechtwinkligen heliozentrischen Koordinaten desPlaneten, 
X, Y, Z die baryzentrischen Koordinaten der Sonne im Äquatorsystem, und ist 
= yx2 + y® + 2? der Radiusvektor des Himmelskörpers, R= yX?+ Y?+Z° 
der Abstand des Baryzentrums von der Sonne, so gelten, wenn man als Zeit- 


einheit — mittlere Sonnentage wählt und die Massen des Himmelskörpers und 


des Systems Erde-Mond gegen die Masseneinheit (Sonne) vernachlässigt, die _ 
Gleichungen 


T + 78 =0; X + g:2J =0O 
und entsprechende Beziehungen für die übrigen Koordinaten. Andererseits 


folgt, wenn &, n, & die baryzentrischen Koordinaten des Himmelskörpers sind, 
aus (VIII; 2) 


(VIII; 6) ee 
oder, wennmanx=&— X setzt, 

2 E I I 
(VIII; 7) 45-8 


und es gelten entsprechende Beziehungen für n und £. 
Seien nun im System des Äquators o, «, ö und R, A, .D die baryzentrischen 
Polarkoordinaten des Himmelskörpers und der Sonne, so ist, wenn 


o=ocosö, S=RcosD, y=tgö 
gesetzt wird, 


E=0cos«, =0osin«, —=0Yy, 
(VIII; 8) a. ° s 


X=5c0s4A, Y=Ssin4d, Z=StgD, 
und die Gleichungen (VIII; 7) nehmen die Gestalt 


COS & I I 
.. a .o. . RB N) . 0 en zus 
Öc0oSs« — 26&sin« 0 (& cos& + äsin« Zr s(% gu) os, 
u a eh r sin & I I\, 
Bsina + 20% c0sa — 0 (d*sina — &cosa - n \-s5- mia. 
Y y R 


öy + 207 + 094 2) -s[5 - zu) (8 D 


23 Stumpff, Himmelsmechanik 
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an. Multipliziert man die ersten beiden dieser Gleichungen mit den Faktoren 

cos, sina bzw. —sin«, cos«, addiert sie und schreibt die dritte Gleichung 

unverändert wieder dazu, so entsteht das System | 
DD A) 


0-0(@-4)=5(4 - zujesid-2) — ya yä 


y3 
(VIII; 0) 264+ 08-54 - ge)sin a 3 (ey 
arte N I Die: | . 
Or + eöhtol+ Z)=-s(a-g)tD [7 —Ä&, 


aus dem man durch Multiplikation mit den Faktoren (I) bzw. (II) und Addi- 
tion o und 6 ableitet, und zwar ist | 


(VIII; ıo) 0=x[ -); 0-1 -)=0% 


y3 R y? R? 2” 
wo 
[ os alycos(A —a) —tgDJ+ Ysin(d —a) 
(VIII; ır) I A | 
a | | | 
RR ER rl Ba En en 
Ey — + a | 


zwei aus gegebenen Größen berechenbare Ausdrücke darstellen. Die dritte Un- 
bekannte, ö, kann dann aus der ersten oder dritten Gleichung (VIII; 9) eben- 
falls berechnet werden, wird aber in der weiteren Analyse nicht nt 
gebraucht. 

* Die Gleichungen (VIII; ı0) enthalten nun den noch unbekannten Abstand r 
des Himmelskörpers von der Sonne. Für ihn gilt aber die geometrische Be- 
ziehung 


a 
= (0005 — Scos A)’+ (asin« — Ssin A)? + (otg6 - StgD)*? 
= 0?(1 1 + 1826) — 205 [cos (4 — a) + tgötgD] + 5 (I+tgD) 


oder 
VIII ur o_\ Se fens.lA is Se 
(VIII; ı2) r-(,)-2 [cos (A — eo) + tg 18D1+ (5). 
während aus (VIII; 10) und R el 
cos D 
I 0 cos D \? 
(VIII; 13) 24 (5) 
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folgt. Multipliziert man nun die dritte Potenz von (VIII; ı2) mit dem Quadrat 
von (VIII; ı3), so erhält man in 


(VIII;14) ı= | ) — 205 {cos (A — oa) +tgötgD} + 5) 
el 


eine algebraische Gleichung zur Bestimmung von o. Diese Gleichung ist vom 
achten Grade; da aber die von o freien Glieder sich aufheben, ist o = 0 eine 
Lösung, und der Grad der Gleichung reduziert sich also auf den siebenten. Die 
triviale Lösung o = o entspricht 0 = 0, d.h. dem Baryzentrum selbst, das 
natürlich die Gleichungen (VIII; 7) befriedigt, denn für diesen Punkt ist ja 
E=n=(l=ound’=R. 

Liegt o vor!) [über die Möglichkeit mehrfacher Lösungen von (VIII; ı4) und 
damit des Bahnbestimmungsproblems wird im nächsten Abschnitt alles Nötige 
gesagt werden], so findet man 6 nach (VIII; ıo). Man bestimmt dann £, n, 
C nach (VIII; 8) und berechnet 


E=6cosan —odsina, 


cos Ö 


x 


N=6SIna + 0&Cos«, 

= 67 +09. 
Die heliozentrischen Ortskoordinaten ergeben sich dann nach (VIII; 2) und 
die Geschwindigkeitskoordinaten nach 


Bere, ya 7, Beted, 


wobei X, Y, Z aus dem Jahrbuch durch Interpolation entnommen werden. 

Die Gleichung (VIII; 14), die in dieser oder ähnlicher Form als „Schlüssel- 
gleichung“ des Problems in jeder Bahnbestimmungsmethode erscheint, ist 
streng erfüllt, wenn man die oben aufgeführten Voraussetzungen gelten läßt. 
In Wirklichkeit wird man die ersten und zweiten Ableitungen der sphärischen 
Koordinaten nur mit mehr oder weniger guter Annäherung kennen (siehe 
Abschn. 71), und man wird außerdem anstatt der baryzentrischen Koordinaten 
die topozentrischen verwenden, woraus folgt, daß die Differentialgleichungen 
. (VIII; 7) nicht ganz streng erfüllt sind. Aus diesen Gründen werden die nach 
dem oben beschriebenen Verfahren gewonnenen Anfangswerte x,, Y9, 29; 
% Yg, 2, eine Bahn definieren, die nur als Annäherung an die wahre anzusehen 
ist. 

Man kann nun aber mit diesen für den Zeitpunkt ? = t, gültigen proviso- 
rischen Anfangswerten nach den im Kapitel V beschriebenen Verfahren oder, 
was bei kleinen Zwischenzeiten vorzuziehen ist, durch die in Abschn. 56 ge- 


=; o= 0cos ö (oder bei Verwendung ekliptikaler Koordinaten o = pcos ß) ist die 
Projektion der Distanz og auf die Hauptkoordinatenebene. Man bezeichnet o daher 
auch als „kurtierte (verkürzte) Distanz“. 


23* 
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gebenen Reihenentwicklungen für alle vorliegenden Beobachtungszeiten 2, ... £, 
die zugehörigen Koordinaten x,, y,, 2, # =1,2,...n) berechnen, wobei 
t, = kit, — i,) als Zwischenzeiten dienen. Mit diesen Werten sind aber auch 


&,=%,+ X, >= 0,08 6, C0S &,, 
(VIII; 15) 1,=y,+ Y, = 0, 608 6, sin «,, 
(,=2,+Z,>= 0, sin6, 


bekannt; die Sonnenkoordinaten sind dabei die nach (VIII; 5) wegen Parallaxe 
verbesserten Jahrbuchwerte. Aus (VIII; ı5) bestimmt man provisorische 
Werte von o,, &,, ö,. Die o, werden im allgemeinen schon auf Grund dieser 
ersten Näherung genau genug für die Ermittlung der Lichtzeit sein, die «,, 6, 
werden aber mit den beobachteten sphärischen Koordinaten nicht überein- 
stimmen, sondern gewisse Abweichungen A«,, Aö, (im Sinne Beobachtung 
minus Rechnung) übriglassen. Diese können dann, etwa nach dem nach- 
stehend skizzierten Verfahren, zur Verbesserung der Anfangswerte %,, Yy» &; 
&g Yy, %, Genen. 

Variiert man die Gleichungen (VIII; ı5), so erhält man, da die Sonnen- 
koordinaten keiner Verbesserung mehr bedürfen, die Gleichungen 


Ax, = Aoe, cos 6, cos, — 0,AÖö, sin 6, cos, — 0,Ax, cos ö, sin «,, 
Ay, = Ae, cos ö,sina, — 0,Aö, sin 6, sina, + o,ÄA«, cos 6, cos «,, 
Az, = Ae, sin 6, + 0,Aö, cos Ö,, 


die streng gültig sind, sofern man Quadrate der Variationen Ao, usw. vernach- 
lässigen darf. Aus ihnen leitet man 


o,da,cosö,= —Ax,sin«, + Ay,cos«,, 
(VIII; 16) 
0,46,= — Ax, sin ö, cos«, — Ay, sin ö,sina,+ Az, cos 6, 


und die zu Kontrollzwecken und zur Verbesserung der Lichtzeit nützliche 
Gleichung 


Ae,= Ax,cosö,cosa«, + Ay,cosö,sina,+ Az, sin ö, 


ab. Andererseits bestehen aber zwischen den x,, y,, 2, und den provisorischen 
Anfangswerten &,, Y9» 29; To, %, %, die Beziehungen 


(VII; 7) %,=F% +68; ,=F, +6; »=Ft+ 9%: 


wobei F,,G, die bekannten Funktionen (V; 70) der Zwischenzeiten 7, und der 
aus den Anfangswerten zu bildenden lokalen Invarianten sind. Es gilt demnach 


(VIII;18) Ax,=F,An +06,dig,+2AF,+ :,46G, usw., 
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und es ist nın auch ohne Schwierigkeit möglich, die Variationen AF,, AG,, 
bei konstant gehaltenem r,, in der Form 


OF, OF, . OR. -3, 
(VIII; 10) AR, = 9%, %t Fre: + 0%, A2, 
als lineare Funktionen von Ax,, Ayg, ... Aä, zu schreiben. Man erhält somit 


Gleichungen von der Form 
Az, = a, Au +b,4Ay + 0,42 + WA + Vv, Am + w4% 


und durch Einsetzen dieser Ausdrücke in (VIII; 16) ein System linearer Glei- 
chungen, aus denen man (wenn » > 3, durch Ausgleichung nach der Methode 
der kleinsten Quadrate) aus den Abweichungen Ax,, Aö, die Verbesserungen 
Axy,... 42, bestimmen kann. Mit den verbesserten Anfangswerten wird dann die 
Rechnung wiederholt und so lange fortgesetzt, bis die Restfehler verschwinden 
oder (bei mehr als drei Beobachtungen) klein von der Ordnung der Beobach- 
tungsfehler sind und keinen systematischen Gang mehr zeigen. Die endgültigen 
Werte der Orts- und Geschwindigkeitskoordinaten für die Epoche 2, bilden 
dann die Grundlage für die Berechnung der Kegelschnittelemente nach 
Abschn. 39. | 


68. Die LAaGRANGESche Schlüsselgleichung. Mehrfache Lösungen. 
Die CHAkLIERSchen Bereiche 


Im vorigen Abschnitt ist die von HARZER auf eine praktisch verwendbare Form 
gebrachte LapLAacesche Methode nur in großen Zügen dargestellt worden, um — 
unter Beiseitestellung aller nur für die rechnerische Durchführung wichtigen 
Feinheiten - um so deutlicher die Idee dieses Verfahrens hervortreten zu lassen, 
die auch in allen späteren Varianten der Methode in mehr oder weniger ab- 
gewandelter Form sichtbar wird. Es wird nun unsere Aufgabe sein, auf einzelne 
Punkte hinzuweisen, die zu besonderen Untersuchungen anregen. Einer dieser 
Punkte betrifft die algebraische Gleichung (VIII; ı4), die Methoden ihrer 
Lösung und vor allem die Schwierigkeiten beim Auftreten mehrfacher Lösungen. 

Es wurde schon erwähnt, daß eine solche algebraische Gleichung achten 
Grades, wie sie zuerst von LAGRANGE aufgestellt wurde, in allen Bahnbestim- 
mungsmethoden, gleich welcher Art, auftritt. Diese Gleichung bildet gewisser- 
maßen den Kern des Problems: Ihre Auflösung vermittelt den Zugang zur 
Lösung der eigentlichen Aufgabe. Man kann sie daher mit einiger Berechtigung. 
als die Schlüsselgleichung der Bahnbestimmung bezeichnen. Ihre Form wird in 
allen Varianten der Bahnbestimmungsmethoden nach dem LapLaAczschen wie 
nach dem Gaussschen Prinzip die gleiche sein; verschieden sind nur die Wege, 
auf denen man zu ihr gelangt, und verschieden ist auch vielfach die geome- 
trische Bedeutung der Unbekannten, die aus ihr zu bestimmen ist. 

HARZER löst die Gleichung (VIII; ı4) durch Versuche auf, ein Verfahren, 
das mit erheblicher Rechenarbeit verbunden ist, wenn man nicht von vorn- 
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herein über einen guten Näherungswert für die „kurtierte Distanz“ o verfügt. 
TH. v. OPPOLZER hat in seinem „Lehrbuch zur Bahnbestimmung der Kometen 
und Planeten“ ein Verfahren zur raschen Auflösung der Schlüsselgleichung 
angegeben und im Anhang jenes Lehrbuchs 
(Tafel XIIIa) eine Hilfstafel veröffentlicht, aus 
der man dreistellige Näherungswerte für die 
Lösung der Gleichung entnehmen kann. Die An- 
wendung dieses im Zusammenhang mit der 
Gaussschen Methode der Bahnbestimmung ent- 
wickelten Verfahrens auf die Gleichung (VIII; 14) 
ist, wie R.SPRAGUE!) gezeigt hat, recht ein- 

fach. | 
Abb. 54. Bezeichnet man (Abb. 54) mit w den geo- 
Dreieck Sonne-Erde-Planet. zentrischen (topozentrischen) Winkel zwischen 
den Richtungen zur Sonne S und zum Planeten 

P, so kann man (VIII; ı2) nach dem ebenen Cosinussatz in der Form 


#=0°— 20oRcosy+ R? 
schreiben, wo 
0 5 


Eos’ — cosD’ 
oRcosy=EX+nY+{CZ=0S[cos (4 —«) +tgötgD] 


ist. Setzt man nun 5 — L, so ist 
Y 2 
(VIII; 20) () =1-2£6cosy-+ %. 


Andererseits ist nach (VIII; ıo) 
| 3 
Ba u GE _0cosö 2 ee 


R? y3 R?® y x x 
also, wenn man 
x 
I 2 ee Tr m DE 
(VIII; 21) m Ri cosd 
einführt, 
R 3 
= m|-(5)| 
oder | 
BI 
(VIIT; 22) m—c=m(I —-26cosy+ 2) ?. 


Eine Lösung dieser Gleichung, & = & (m, y), entnimmt man mit den Argumen- 


1) Astron. Nachr. 153, 385 (1900). 
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ten y und - der obengenannten Tafel, die hierim Anhang A IX wiedergegeben 
ist. Man kann ohne Schwierigkeit aus dieser Tafel dreistellige &-Werte inter- 
polieren, mit Ausnahme der Umgebung der Stelle &=ILy= 0, für die — un- 


endlich groß wird. Dieser Fall ist aber praktisch bedeutungslos, da für ihn der 
Ort des Himmelskörpers mit dem Ort der Sonne zusammenfällt. In der Tat 
wird, wenn man in (VIII; ıI) «=4A,ö6=D setzt, x = o und daher nach 
(VIIL;21) auchm = o.Mit dem dreistelligen Näherungswert für £ findet man die 
strenge Lösung der Gleichung iin einem oder zweiSchritten nach derregula falsi. 

v. OPPOLZER hat auch Untersuchungen über die Anzahl der reellen positiven 
Wurzeln der Gleichung (VIII; 22) durchgeführt — nur diese Wurzeln sind ja 
interessant, da £ als Verhältnis zweier Strecken eine reelle und wesentlich 
positive Größe darstellt, wenn man die triviale Lösung { = o ausscheidet. Die 
Diskussion der Gleichung siebenten Grades, die nach Eliminierung der „Erd- 
bahnwurzel“ & = o übrigbleibt, ist aber etwas schwierig, was schon daraus 
hervorgeht, daß ihre Koeffizienten im allgemeinen sämtlich von null verschie- 
den sind. Viel einfacher ist es, wenn man anstatt ö das Verhältnis 


Y 


als Unbekannte einführt. Dann ist nämlich nach (VIII; 2o) 
(VII;2) A2=1-2°csy+Ll, also E=cosy + YA? — sin?y, 


und man erhält aus (VIII; 22) 
len, aM 
m — cosyF YA? — sin?y — 8 


oder, wenn man die Quadratwurzel durch Ouadrieren beseitigt, die Gleichung 
achten Grades 


(VIIT; 24) 


(A) = 48 — (I — 2m cosy + m?) AP + 2m (m — cosy) A? — m?’=o |, 


die durch die triviale Lösung A = ı (r = R) befriedigt wird. Man könnte also, 
indem man f(A) durch 4 — ı dividiert, den Grad der Gleichung um eins ver- 
mindern; dabei ist aber weder für die praktische Rechnung noch für die Dis- 
kussion etwas gewonnen, zumal die Form der entstehenden Gleichung sieben- 
ten Grades weniger einfach ist als die von (VIII; 24). Es mag bei dieser Ge- 
legenheit noch einmal darauf hingewiesen werden, daß die Gleichung (VIII; 24) 
und ihre triviale Lösung nur unter der Voraussetzung gelten, daß die Beziehung 
(VIII; 7) streng erfüllt ist, d.h., daß sich außer dem Planeten oder Kometen 
auch der „Erdort“ zu allen verwendeten Beobachtungszeiten auf einer KEP- 
LErschen Bahn befindet. Das ist aber (wenn wir Störungen der Bahnbewegun- 
gen durch die Planeten vernachlässigen) nur dann streng der Fall, wenn man 
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den Erdort im Baryzentrum des Systems Erde-Mond annehmen darf. Da 
dieser Punkt aber, wie schon erwähnt, stets im Innern des Erdkörpers liegt!), 
so übersteigen die Vernachlässigungen, die man begeht, wenn man topozen- 
trische statt baryzentrische Koordinaten benutzt, nicht die Größenordnung 
der täglichen Parallaxen von Sonne und Himmelskörper. 

Da4A = r/Rals Verhältnis zweier Strecken wesentlich positiv ist, interessieren 
von den acht Wurzeln der Gleichung (VIII; 24) nur die reellen positiven. Nach 
dem schon in Abschn. 52 benutzten Satz von DESCARTES ist aber die Anzahl 
der reellen positiven Wurzeln einer algebraischen Gleichung f(A) = o höch- 
stens gleich der Anzahl der zwischen den Koeffizienten aufeinanderfolgender 
Glieder auftretenden Vorzeichenwechsel. Nun ist in (VIII; 24) der Koeffizient 
von A®sicher negativ, das konstante Glied (— m?) ebenfalls. Schließlich läßt sich 
leicht übersehen, daß der Koeffizient von 4° stets positiv ist. Denn da 


(VIII; 25) C=m(r— A) 


stets positiv ist, haben m» und 4 — 1 stets das gleiche Vorzeichen. Der Ausdruck 
2m(m — cos) ist demnach sicher positiv, wenn m < o ist, denn dann ist, 


wegen r<R,0o<y< ; d.h. cosy > o. Ist aber m > o und daher > I, 
so ist 


m — 059 =, + R — sin?y 


ebenfalls positiv; von den beiden Vorzeichen der Ouadratwurzel kann nämlich 
nur das positive richtig sein, denn aus A > 1 folgt ja A? — sin?» > cos? y, und 
nach (VIII; 23) wäre sonst {<o, 

was der geometrischen Bedeutung 

dieser Größe widerspricht. Damit ist 

bewiesen, daß die Gleichung (VIII; 

24) höchstens drei positive Wurzeln 

haben kann; andererseits muß sie 

(wenn den Beobachtungen über- 

haupt eine reelle Bahn entsprechen 

soll) außer der trivialen Erdbahn- 

lösung A = I mindestens eine weitere 

positive Wurzel besitzen. Die Funk- 

tion f(A) = o wird also etwa die in 

Abb. 55 skizzierte Form haben: Für 

große |A| wird /(A) beliebig groß po- 

'sitiv. Da f{0) = —m?, muß es also 
Abb. 55. eine negative Wurzel (D) geben, die 

Wurzeln der Lacrangeschen Gleichung. praktisch ohne Bedeutung ist. Von 
den drei positiven Wurzeln (A, B, 


f{A) 


ı Die Massen von Mond und Erde verhalten sich wie 1: 81; die mittlere Distanz 
Erde-Mond ist rund 60 Erdhalbmesser. Nach (III; 6) beträgt also die mittlere 
Distanz des Baryzentrums vom Erdmittelpunkt rund 60/82 = 0.73 Erdradien. 


Die Lasrangesche Schlüsselgleichung. Mehrfache Lösungen 361 


C), von denen in Grenzfällen zwei benachbarte zusammenfallen können, ist eine 
die triviale Lösung / = ı, und wir haben also drei Fälle zu unterscheiden, je 
nachdem die Erdbahnlösung auf die kleinste, mittlere oder größte Nullstelle 
fällt. 

Entspricht die Erdbahnlösung A = ı der mittleren Nullstelle (BD), so gilt für 
die beiden anderen positiven Wurzeln» < Rundr > R. In diesem Falle kann 
eine Entscheidung darüber, welche von beiden die richtige ist, sofort getroffen 


werden. Ist |y| > —, d.h., steht der Himmelskörper zur Zeit Z, zwischen 


OQuadratur und Opposition in bezug auf die Sonne (wie stets bei Erstbeobach- 
tungen von Planetoiden, die meist in der Nähe der Opposition entdeckt wer- 


den), so ist ja sicher 7 > R. Ist dagegen |y| < — wie das bei Kometen häufig 


der Fall ist, so kann man zur Entscheidung, obr = R,d.h.1= 1, die Größe m 
heranziehen, da ja nach (VIII; 25) m das Vorzeichen von 4 — ıhat,alo/) > 1, 
wenn m = 0. Dieses Kriterium ist, wie später (Abschn. 70) gezeigt werden soll, 
identisch mit dem von J.H. LAMBERT gefundenen Satz: 

„Die scheinbare Bahn eines Himmelskörpers ıst konvex gegen den sphärischen 
Ort der Sonne gekrümmt, wenn 7 > R, Ronkav, wennr < R.“ 

Anders ist es, wenn die nicht trivialen Lösungen beide >ı oder beide <ı 
sind. Wenn nur drei Beobachtungen zur Bahnbestimmung verfügbar sind, 
führt jede dieser beiden Lösungen auf eine Bahn, die mit den sechs beobachte- 
ten sphärischen Koordinaten verträglich ist, und es handelt sich daher um eine 
echte Doppellösung. Die wahre Lösung wird erst ermittelt werden können, 
wenn mindestens eine weitere Beobachtung vorliegt, die dann durch die aus 
der Pseudolösung ermittelten Bahnelemente nicht dargestellt wird. Ähnlich 
liegen die Dinge, wenn man die Grundlagen der Bahnrechnung von vornherein 
aus mehr als drei Beobachtungen abgeleitet hat. In der Methode von LAPLACE- 
HARZER läßt sich z.B. aus » Beobachtungen mittels der nach dem Gliede 


(n — ı)ter Ordnung abgebrochenen TAyLozschen Entwicklung 
T- 2 1 


(VII,26) ©,=0a,+ &rt, + don. ars FE (n — 1)! 


durch Eliminierung von &, und den höheren Ableitungen ein lineares Glei- 
chungssystem zur Bestimmung von «,, &,, &, herstellen. Diese Größen und die 
entsprechend abgeleiteten Größen y,, ?,, $, liefern ein genähertes System von 
Bahnelementen. Hat nun die Schlüsselgleichung eine Doppellösung, so werden 
die mit den falschen Elementen berechneten Widersprüche (VIII; ı6) durch 
große Beträge und starken systematischen Gang im allgemeinen so sehr auf- 
fallen, daß die Wahl der richtigen Lösung nicht schwer fällt. 

Eindeutigkeit der Lösung besteht also nur, wenn die Erdbahnlösung auf die 
mittlere der drei positiven Nullstellen fällt. An dieser Stelle ist aber, wie Abb. 5 5 
zeigt, die Ableitung von f(}) negativ. Differenziert man (VIII; 24) 


a = 847 — 6 (r — z2mcosw + m?) A’ + 6m (m — cos y) 42, 
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und setzt man A = I, so erhält man als Kriterium für die Eindeutigkeit 


2+bmcosy<o, d.h. mcosy< = 


Drückt man m nach (VIII; 25) und cos y nach (VIII; 23) durch & = o/R und 
A=r/R aus, so läßt sich diese Ungleichung auch 


ER 2 Sc RER ir RE ER 


1-17 2C 2 1-43 
oder 
u 2 de 
(VIII; 27) Se S 22 3.18 — 3 für 4 — I 


schreiben. Mit Hilfe dieser Beziehung kann man nach C.V.L.CHARLIER den 
Raum in Gebiete einteilen, in denen die Ungleichung gilt, also Eindeutigkeit 
der Bahnbestimmung gewährleistet ist, und in solche, in denen sie nicht gilt 
und daher Doppellösungen zu erwarten sind. Die Trennungsfläche zwischen 
diesen Gebieten ist eine um die Verbindungsgerade Erde-Sonne symmetrische 
Rotationsfläche mit der Gleichung 


2 


VIII: 28) 2 _ ge _2_ 


5! 

3 
wo 4 und Z bipolare Koordinaten in bezug auf zwei feste Punkte [Sonne (A = o) 
und Erde (& = o)] bedeuten, deren Abstand gleich der Einheit ist. 

Die Form der Trennungsfläche ist durch ihren Schnitt mit einer beliebigen, 
durch diese festen Punkte gehenden Ebene bestimmt. In dieser Ebene stellt 
(VIII; 28) die Grenzkurve der Eindeutigkeitsbereiche in ebenen Bipolarkoordi- 
naten dar, die offenbar in bezug auf die Achse Erde-Sonne symmetrisch ver- 
läuft. Für A = I wird £ = 0; die Erde (E in Abb. 56), die diese Koordinaten 
hat, ist also ein Punkt der Grenzkurve. Setzt man anstatt © und A rechtwink- 
lige Koordinaten x, y mit dem Nullpunkt in E (positive x-Richtung nach S 
zeigend), so ist 

2=exr+y; R=(x - 1)? + y2 


Anstatt (VIII; 28) erhält man dann 


(VIII; 20) 
+ = 1-9. 
3[(# - n°+y?]” 
Für = - wird y=-+»,d.h., die Kurve nähert sich der Geraden x = = 


asymptotisch. Für x < = ist sie nicht mehr definiert, da ja der Ausdruck auf 
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der rechten Seite von (VIII; 29) seiner geometrischen Bedeutung nach wesent- 
lich positiv ist. Andererseits kann x auch nicht beliebig große positive Werte 
annehmen, da sonst die rechte Seite gegen null, die linke gegen ® streben 
würde. Der Maximalwert, den x annehmen kann, wird aus Symmetriegründen 


> ii 


IA 


\ 


=) 
A 


‘ 


Grenzkurve 
= —- Singuläre Kurve 
u. £inheifskreis um die Sonne 


Abb. 56. Die Cuarrierschen Bereiche. 


Grenzkurve 
— — — — singuläre Kurve 


— 1-1 Einheitskreis um die Sonne 


erreicht, wenn y = 0 ist. Setzt man also y=ounds=x% - I, so folgt aus 
(VIII; 29) 
I 
3u+r4= 751 


u 
mit der positiven Wurzel # = 0.56042566..,x = I+ Mu. 
In der Umgebung der Erde, wo x und y klein sind, kann man (VIII; 20) in 
eine Potenzreihe entwickeln und erhält, wenn man Glieder höherer als 2.Ord- 


nung vernachlässigt, 
4 —yY=0,. 
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Die Tangenten an die Grenzkurve im Nullpunkt (£) haben demnach die Rich- 
tungen 
gy= Z — +2 bzw. vy= +63° 26.1. 

Die Grenzkurve (VIII; 29) besitzt demnach die in Abb. 56 gezeichnete Ge- 
stalt. Für A > I, also außerhalb des um die Sonne gezogenen Einheitskreises, 
wird die Grenzkurve aus den beiden vom Erdort aus ins Unendliche gehenden 
Ästen gebildet. Sie teilt das Gebiet A> ı in zwei Bereiche (A) und (B), von 
denen der von der Sonne abgewandte Bereich (A) die eindeutigen, der den Ein- 
heitskreis umschließende Bereich (3) die Doppellösungen enthält. Man erkennt 
das sofort, wenn man die Punkte der ganz im Gebiet (B) liegenden y-Achse 
betrachtet. Für sie ist (wenn wir den Nullpunkt E selbst ausschließen) A > ı 
und 

U ER TEE TURN EEE, PREISER 5) 
e—=4 I>4 22 a I =: B)' 
So daß also auf ihr und damit im ganzen Bereich (B) die Ungleichung (VIII; 27) 
nicht erfüllt ist. Für A<< ı, also innerhalb des Einheitskreises, herrscht Ein- 
deutigkeit in dem außerhalb der Kurvenschleife liegenden Gebiet (C), während 
Doppellösungen innerhalb der Schleife selbst, in (D), zu erwarten sind, denn 
für hinreichend kleine 4 (in unmittelbarer Umgebung von S) ist ja 
2% D 
Bzı<i a 

Liegt der Punkt (£, A) auf der Kurve (VIII; 28) oder auf dem Einheitskreis 
um S, also irgendwo auf der Grenze zwischen den vier Bereichen, so tritt der 
schon oben erwähnte Fall ein, daß zwei Wurzeln der Schlüsselgleichung zu- 
sammenfallen. Liegt der Punkt auf der Grenze zwischen (A) und (B), so ist die 
richtige Lösung / die größte unter den drei positiven Wurzeln; die Pseudo- 
lösung fällt also mit der trivialen zusammen. Liegt aber der Punkt (£, A) auf 
der Kurvenschleife innerhalb des Einheitskreises, also auf der Grenze zwischen 
(C) und (D), so ist A< ı und die kleinste der drei Wurzeln; die Pseudolösung 
fällt wiederum mit der Erdbahn zusammen. Liegt schließlich (, A) auf dem 
Einheitskreis, so ist A = ı, d.h., die richtige Lösung und die triviale fallen zu- 
sammen. Es ist dann 4 = I eine Doppelwurzel; zu der einen gehört £ = 0, zu 
der anderen & = 2 cos y. 

Schließlich besteht noch die Möglichkeit, daß die beiden Wurzeln Ä # I zu- 
sammenfallen, daß also die Kurve (VIII; 24) an der Stelle / die Abszissenachse 
berührt. Die Punkte (£, A), für die das zutrifft, liegen natürlich innerhalb der 
(schraffierten) Gebiete (B) und (D). Die Bedingung für das Eintreten dieses 
Sonderfalls läßt sich aus der Forderung herleiten, daß für die nichttriviale 
Wurzel 4 die Gleichungen 


| M)=%3-alt +2? —c=o, 


(VIII; 30) TE = 80 - 604 3bR®=o 
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® 


erfüllt sein müssen, wo zur Abkürzung 
(VIII;3)) a=ı-2mcosy+m:, b=2m(m —cosy), c=m? 
gesetzt worden ist. Aus (VIII; 30) berechnet man a und 5 als Funktionen von c: 


EL ER 
Zu A 


Da aber außerdem aus (VIII; 31) a—d-+c= 1 folgt, gilt 
ED 
(1 - Erm)tzr en 


Andererseits ist aber nach (VIII; 25) c = m? = (?(ı — 4°)"?, so daß als 
Gleichung des geometrischen Orts aller Punkte, für die die richtige Lösung 4 
mit der Pseudolösung zusammenfällt, 


(VIIL; 32) eBlı- Zi 22 


erhalten wird. 

Diese Gleichung ist sowohl für {= ı, A= 0 (Sonne) als auch für {= 0, 
A = I (Erde) erfüllt. Die ihr entsprechende „singuläre Kurve“ geht demnach 
durch diese beiden Örter hindurch. Sie besteht aus zwei Schleifen, die sich 
(siehe die gestrichelte Kurve in Abb. 56) im Erdort E kreuzen und von denen 
eine ganz im Gebiet (B), die andere ganz im Gebiet (D) verläuft. 

Während Lösungen der Schlüsselgleichung, die auf der Kurve (VIII; 28) 
bzw. auf der durch sie definierten Rotationsfläche liegen,.der Bahnbestimmung 
keine wesentlichen Schwierigkeiten bereiten, da ja die richtige Lösung 4 iso- 
liert und scharf definiert ist, ergeben sich Komplikationen, wenn die Lösung 
auf der singulären Kurve (VIII; 32) oder auf dem (in Abb. 56 strichpunktiert 
gezeichneten) Einheitskreis A = ı liegt. In diesen Fällen berührt die Kurve 
f(A) = oin A die Abszissenachse. Die echte Lösung fällt also im ersten Fall mit 
der Pseudolösung, im zweiten mit der trivialen Lösung zusammen. Hier han- 
delt es sich um Ausnahmefälle, in denen das hier eingeschlagene Verfahren zur 
Bahnbestimmung versagt, sei es, daß die Determinante des Gleichungssystems 
(VIII; 9) verschwindet, sei es, daß das Iterationsverfahren nicht konvergiert. 


69. Die Gausssche Gleichung 


C.F.Gauss hat die LacranGesche Schlüsselgleichung auf eine andere Form 
gebracht, die unter dem Namen „Gausssche Gleichung“ bekannt ist und be- 
sonders bei Bahnbestimmungen von Planetoiden Vorteile bietet. 

Die Schlüsselgleichung (VIII; 24) war ja durch Elimination von Z aus den 
beiden Beziehungen (VIII; 23, 25) 


2=1-2Lcosy+l?d; G=ml1—- 7°) 
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hervorgegangen, wobei A=/R, & = o/R war, y den Winkel an der Erde im 
Dreieck Sonne-Erde-Planet (Abb. 54) und m eine aus den Beobachtungen her- 
geleitete Größe bedeutete. GAauss führt statt y den Winkel z am Planeten ein. 
Dieser Winkel ist bei kleinen Planeten, die meist in der Nähe der Opposition 
beobachtet werden, gewöhnlich klein; sein Betrag ist in praktischen Fällen 
selten größer als 8°. 

Zwischen z und w bestehen (Abb. 54) nach dem -Sinussatz die. beiden Be- 
ziehungen 


(VIII; 33) ssnz=Rsiny; esnz=Rsin(w- 2) 
oder 
(VIII; 34) Asnz=siny; Ösinz=sin(w-+ 2). 
Setzt man nun 
(M) 
(VEIT; 35) siny= using) — > z 
m — COSYy = WC0Sg sinz, 


so erhält man durch Multiplizieren mit den Faktoren (I) und Addieren 
msinz — sin + y) = (m — Ö)sinz = usin (z — g), 
wenn man noch sin (» - 2) durch (VIII; 34) eliminiert. Nach (VIII; 25, a. 


ist aber 
m—e=mi°:—= n() j 
\sin y 


so daß man schließlich 
a, Mean u 

sin“ z = sin“ psin (2 —q) 
erhält oder, mit M = — ——, 
ksun y 
(VIII; 36) sin —g)=Msintz |. 
Das ist die GA USSsche Gleichung, aus der man 2 bestimmen kann, nachdem man 
u und g aus (VIII; 35) berechnet hat. Ist dies geschehen, so ergeben die Glei- 
chungen (VI; 33, 34) r und o bzw. A und L. 

Ähnlich wie für die Lösung der Kerrerschen Gleichung (siehe Abschn. 35) 
sind auch für die Lösung der Gaussschen Gleichung zahlreiche Verfahren er- 
sonnen worden, von denen hier die wichtigsten wiedergegeben werden mögen. 

Wenn bereits — etwa aus einer Tafel mit den Eingängen M und g - ein guter 
Näherungswert für z vorliegt, läßt sich’die exakte Lösung bequem durch das 
folgende Approximationsverfahren gewinnen. Sei die vorhandene Näherung 2: 
so kann man aus 


(VIII; 37) sin(a—g)=M sintz, 
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sogleich eine bessere Näherung 2, herleiten. Logarithmiert man (VIII; 36, 37), 
so erhält man 


(VIII; 38) log M + 4logsinz — logsin(z —d)=o, 
(VIII; 39) log M + 4logsinz, - lgsin, — J)=o0. 


Andererseits ist die GAusssche Gleichung durch 2, noch nicht exakt erfüllt, es 
ist also 


(VIII; 40) log M + 4logsin 2, — log sin (3 —g)= fs, 


wo f, ein kleiner Fehlbetrag ist. Subtrahiert man (VIII; 40) von (VIII; 38) und 
(VIII; 39), so ergeben sich für /, zwei Ausdrücke, die man einander gleichsetzen 
kann; es ist also 


4 (log sin z — log sin z,) — [log sin (2 — g) — log sin (, — g)] = 
= 4 (logsin2, — logsin 2,). 


Nun seien d und D die für I” gültigen Tafeldifferenzen von log sin x an den 
Stellen x = z und x = 2 — q. Dann ist, wenn man die Differenz der Winkel in 
Bogensekunden ausdrückt, 

4@—-2)- De-2)=44laı 2%). 


Man hat also, wenn man die Tafeldifferenzen d und D an den Stellen 2, bzw. 
2, — 9 abliest, in 
d | 

3-24 Dan 
einen weiteren Näherungswert, der in den meisten Fällen die Gleichung 
(VIII; 36) schon befriedigen wird. Ist das nicht der Fall, so ist wegen (VIII; 40) 
und (VIII; 38) 

log M + 4logsinz, — legsin (3, — g) =}, 


logM # Alogsinz — logsin(z —g)=o, 
und es folgt aus der Differenz dieser Gleichungen 
= Rh 
= + D_-z74 ; 


Im Falle der Bahnbestimmung eines Planetoiden ist z klein, und obwohl M 
unter Umständen recht große Werte annehmen kann, wird die rechte Seite der 
Gleichung (VIII; 36) durch den Faktor sin® z so stark herabgedrückt, daß man 
die Iteration meist schon mit der rohen Ausgangsnäherung z, = g erfolgreich 
beginnen kann. TIETJEN gibt folgenden Weg an, um auf Anhieb zu einer weit 
besseren Näherung zu gelangen. Setzt man | 


z=q4+dz 
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in (VIII; 36) ein, so erhält man 
(VIIL;42) sindza=M sin’ (@+dz) =M [sing cosdz + cosg sin dz]* 


und hieraus, wenn man cos dz = I, sin dz = dz setzt und höhere Potenzen von 
dz vernachlässigt, 


dz=M [sing + dz cos q] = M [sin®gqg + 4dz sin? g cos q] 
oder 
nd 
(VIII; 42) dz = nl 


1 —4Msinigctgg 


Varianten dieses Verfahrens sind u.a. von G.WirTT!), später von F. KAIseEr?) 
und F. AnGELITTI®) angegeben worden; sie beruhen sinngemäß auf den folgen- 
den Überlegungen: 

Schreibt man (VIII; 4r) in der Form 


sin 62 = M sin? g cos? öz (I + ctggtg ö2)*, 
und setzt man 

ctggtgöz=x; Msintgcetggco®?öz=y, 
so gilt die Beziehung 
(VIII; 43) x=ylItR)), 


in der x und y klein sind und y bis auf den Faktor cos? öz (der in erster Nähe- 
rung und meist auch ein für alle Mal gleich eins gesetzt werden darf) bekannt 
ist. Löst man diese Gleichung mit 


y=y=Msintgctgg 
auf, so ist 
tgöz = xtgg, 


und man kann, wenn nötig, die Rechnung mit y = y, cos? öz wiederholen. 
Die Auflösung von (VIII; 43) geschieht etwa durch die Reihe 
s=y+4y?+22yP + 140y' 4, 


die man aus (VIII; 43) mit Hilfe der Methode der unbestimmten Koeffizienten 
leicht ableitet, oder, falls diese Reihe zu langsam abklingt, durch das Nähe- 
rungsverfahren | 

f 


% = ylı+ y%, IH Tg 


=SyUu+n’- m AMTHt 6%: 


1) Astron. Nachr. 172, 129 (1906). 
2) Astron. Nachr. 228, 121 (1926); 277, 255 (1949). 
?) Astron. Nachr. 229, 93 (1926). | 
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Eine noch andere Form kann man der Gaussschen Gleichung geben, wenn 
man (nach KAISER und ANnGELITTI) 


sinzcosqg= coszsing-+ M sin‘z 
schreibt und beide Seiten dieser Gleichung durch sin 2 cos g dividiert: 


ı=ctgztgg+ M sin?zsecg. 
Man darf dann setzen 


(VIII; 44) ctgztgg= cos®’w; M sin?’zsecg = sin? 
und erhält daraus 


sin®wco® = Y=M tg?g sec g cos? 62 
oder 


sin? 2@(I + cos2w)?= ı6Y bzw. sin2w(I+cos2w) =4YY, 


eine Gleichung, deren Auflösung man, da w klein ist, mit der Näherung 
sin 2w = 2/Y beginnen kann. 

Es darf noch bemerkt werden, daß bei der Bestimmung von g und u aus 
(VIII; 35) durch geeignete Wahl des Quadranten von g immer erreicht werden 
kann, daß u das gleiche Vorzeichen wie m erhält. Denn es ist, wie auf S. 360 
bewiesen worden ist, 


m—cosy>o fü m>o (r>R), 
m—cosy<o für m<o (r<R). 


Hieraus folgt, daß man zu dem genannten Zweck 
Toon 
0o<gq< 2 für m>o 
017 2 
= le für m<o 


setzen muß, da ja siny > ost. 
Wenn nun m und u stets das gleiche Vorzeichen haben, ist M immer positiv 
und daher auch sin (2 — g) > o. Für Planetoiden oder oo Himmelskörper 


außerhalb der en ist aber immer g> o und z < 7. Es ist daher auch 
0o<g<2z a — ,‚d.h.,z und g liegen im ersten radenten. Damit ist gezeigt, 


daß die een Seiten der Gleichungen (VIII; 44) beide positiv sind und daß 
ctgztgg< List, so daß w als ein reeller Winkel angesehen werden darf. 


24 Stumpff, Himmelsmechanik 
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70. Der LAMBERTSche Satz von der Krümmung der scheinbaren Bahn 


Im Abschn. 68 wurde dieser Satz bereits formuliert: Die scheinbare Bahn eines 
sich nach den KEPLERschen Gesetzen um die Sonne bewegenden Himmelskörbers 
ist gegen den jeweiligen sphärischen Ort der Sonne konvex oder konkav gekrümmt, 
je nachdem sein Abstand’ von der Sonne größer oder kleiner ist als der der Erde. 

LAMBERT hat diesen Satz auf geometrischem Wege bewiesen. Hier soll der 
zuerst von H.Brunst!) erbrachte analytische Beweis dieses merkwürdigen 
Satzes Platz finden. 

Es seien X, Y, Z die drei Hauptkoordinatenrichtungen eines rechtsdrehenden 
Koordinatensystems an der Sphäre, also etwa (im System des Äquators) X die 
Richtung nach dem Frühlingspunkt, Y die nach dem Punkt des Himmels- 


äquators mit der Rektaszension & = — und Z die nach dem Nordpol des Him- 
mels. Sei nun zu irgendeiner Zeit ? der scheinbare Ort des Planeten P und 
iu a=cos(PX), b=cos(PY), c=cos(PZ) 


die Richtungscosinus, die gleichzeitig als Koor- 
dinaten eines denOrt P an der Sphäre (der Ein- 
heitskugel um den Ort des Beobachters) im 
X YZ-System definierenden Einheitsvektors p 
| aufzufassen sind. Ferner sei 7 der von P um 90° 
\\ entfernte Punkt (der instantane Apex), auf den 
\.?7, die instantane scheinbare Bewegung von P hin- 
rt zielt, so daß also der größte Kreis PT die sphä- 


Pa ee 
a — rische Tangente an die scheinbare Bahnkurve im 
Abb. 57. Krümmung Punkte P darstellt. Der Einheitsvektor, der T 
der scheinbaren Bahn. definiert, heiße t, und es ist dann (pt) = o. 


Schließlich sei N der zu dem größten Kreis PT 
gehörige Pol, n der ihn definierende Einheitsvektor, und zwar sollen die 
Vektoren p, t,n ein Rechtssystem bilden, wie dies auch für das gewählte Koor- 
dinatensystem der Fall war. Es ist dann 


(VIII; 45) n= [pt]; (n[pl)) = pin) = 1. 

Nun sei V = Fr die instantane Geschwindigkeit der scheinbaren Bewegung 
in P,d.h. ds der in der kleinen Zeit di beschriebene Bogen. Es ist dann offenbar 
(VIII; 46) p=Vi; B=Vti+ Pt, 


da ja die Richtung der Bewegung von P durch den Einheitsvektor t gegeben ist. 
Nun wird die „Krümmung“ der Bahnkurve in P durch den Winkel do ge- 
geben sein, um den sich die Tangente dreht, während P den Bogen ds beschreibt. 


1) Astron. Nachr. 718, 241 (1888). 
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Dieser Winkel ist aber gleich dem Bogen, den in der Zeit di der Pol N zurück- 
legt. Sind nun P,, T}, N, die neuen Orter der drei Punkte zur Zeit ?+ di, 
so ist (Abb. 57) 


(VIII; 47) dp= NN» —(TN), 


und man hat 
dposzsindp = cos (T,N)=(t+dt,n)= (din), 


da ja (tn) = o ist. 
Wenn man nun (VIII; 45, 46) verwendet, so folgt 


5 = (in) = (ip) = et) - Ztilpi)). 


Das letzte Glied rechts ist aber null, da t auf [pt] senkrecht steht. Man erhält 
demnach, wenn man noch t durch D ausdrückt, 


Te, 
de I, WIPP)) — DZRLa2E 


und für die Krümmung der scheinbaren Bahn den Ausdruck 


a6 ä 
oder, da ja 


(denn bei der Differenzierung der Richtungsgrößen a, b, c bleibt ja der Abstand 
konstant), : 
8 
PekK=nnn=|8, 855 
u 
wenn wir für die Determinante kürzehalber ihre erste Zeile setzen. Da V und o 
wesentlich positiv sind, ist K > o, wenn die Vektoren p, ®, ®, in dieser Reihen- 
folge geschrieben, durch Rechtsdrehung ineinander übergehen, d.h., wenn # 
auf der N zugewandten Seite der Bahnkurve liegt. Dann ist nämlich nach 
(VIII; 47) dp > o, da sich T dem Pol N nähert, also T,N <oo’it. Ko 
bedeutet also: N liegt auf der konkaven oder konvexen Seite der Bahnkurve. 
Nun ist im Fall der KepLeErschen Bewegung nach (VIII; 7) 


= +82 = USWw., 


rw R 


’ 


24* 
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BERG: I 

\n RR 
Andererseits ist, wenn 3 den nach dem Sonnenort an der Sphäre gerichteten 
Einheitsvektor bezeichnet und wenn. F den Winkelabstand des Sonnenorts von 


demnach 


(VIII 48) V’e®’K = | E, 6, n 2. x(% 2 =) 


der instantanen sphärischen Bahntangente, ®_F also den Abstand des 
Sonnenorts vom Pol N bedeutet, z 


sin F= (8n) = (8[pf]) = — pIR2)) 
oder 


2 I 
(VIIT; 49) ale. 


Somit ergibt sich, wenn man aus (VIII; 48, 49) die Determinante eliminiert, 
0 Siegen 
(VIII; 50) V 77 K= E =) sin. 
Aus dieser Gleichung folgt aber der LAMmBERTsche Satz unmittelbar. Denn 
haben sin F und K dasselbe Vorzeichen, liegt also der Sonnenort auf der kon- 
kaven Seite der Bahn, so mußr<R sein, da ja v2: positiv ist. Haben da- 


gegen sin F und K verschiedene Vorzeichen, liegt also die Sonne auf der kon- 
vexen Bahnseite, so folgt r > R. 


Gleichung (VIII; 50) ist übrigens, wenn man wie früher £ = = und/= 5 
setzt, von der Form (VIII; 25) 
C=m(r —- 7) 
und offensichtlich mit dieser Beziehung identisch. Wegen (VIII; 2ı) ist dann 
_ RecosösinF 
KV? j 


und vergleicht man diesen Wert mit (VIII; ıı), so ergibt sich, daß die Deter- 
minante 
ay —dy+a) Y=tgÖ) 


des linearen Gleichungssystems (VIII; 0) gleichzeitig mit X verschwindet. 
Hieraus folgt, daß die Bahnbestimmung auf dem vorgezeichneten Weg nicht 
gelingt, wenn die Krümmung der scheinbaren Bahn zur Zeit ? = L, null ist. 
Dann ist aber nach dem LAmBErTschen Theorem r = R. Durch diese Über- 
legung wird also die Singularität dieses Ausnahmefalls erhärtet, die wir schon 
am Schluß des Abschn. 69 festgestellt haben. 
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71. Untersuchungen von POINCARE 


Die sehr zahlreichen Varianten der LAarLAczschen Methode, die im Laufe der 
Zeit vorgeschlagen worden sind, nachdem die Untersuchungen von P. HARZER 
und später von A.O.LEUSCHNER gezeigt hatten, daß die praktischen und 
theoretischen Schwierigkeiten, die man in ihr gesehen hatte, leicht zu über- 
winden sind, unterscheiden sich hauptsächlich durch das Verfahren, mit dem 
erste Näherungen für die „lokalen Elemente” &,, 49, 295 &g» Y,, 2, gewonnen 
werden, die als Grundlage für die Hypothesenrechnung dienen können. Sind 
sie erst gefunden, so wird sich die Hypothesenrechnung zu ihrer schrittweisen 
Verbesserung der Elemente im Wesentlichen nach dem in Abschn. 67 beschrie- 
benen Prinzip abspielen — einige der unterschiedlichen Wege, die dabei ein- 
geschlagen worden sind, sollen in Abschn. 73 behandelt werden. 

H.Poıncart!) hat in einer kritischen Studie über die LarLAcesche Methode 
gerade auch die Möglichkeiten zur Bestimmung erster Näherungen eingehend 
behandelt. Es wird fast immer darauf ankommen, für eine noch zu wählende 
Epoche ? = t, gewisse Funktionen f{f), g(), ... — bei LAPLACE-HARZER z.B. 
und tg ö — nebst ihren ersten und zweiten Ableitungen an der Stelle Z, zu er- 
mitteln, wenn mindestens drei (zu den Zeiten 2, , i,, tz, gehörende) Werte fi, fa, fa 
jeder dieser Funktionen bekannt sind. Sind nur diese drei Werte gegeben, so 
kann man die Unbekannten f,, /,, /}, aus den TAayLorschen Reihen 


h=hthut heiten, 
(VOI;5) a=htht au hr +9 ,=kl,—i)) 


1:3 
Is = fo A [ots T hr z €z 
genähert bestimmen, indem man die Reste 
I I 
echt Met 


einstweilen vernachlässigt. Bessere Näherungen erhält man natürlich, wenn 
mehr als drei Beobachtungen verfügbar sind. Man wird dann die TayLorschen 
Reihen erst bei einem späteren Glied abzubrechen brauchen und die Größen 
fo fü ‚..., soweit sie noch mitgenommen werden können, eliminieren. Anderer- 
seits wird die Genauigkeit durch Berücksichtigung von Gliedern beliebig hoher 
Ordnung durchaus nicht beliebig gesteigert, da sich die unvermeidlichen zu- 
fälligen Beobachtungsfehler (von groben Fehlern ganz abgesehen) gerade in den 


1) Bull. astron. 23, 161 (1906). 
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Entwicklungsgliedern höherer Ordnung am stärksten auswirken. HARZER hält, 
zweifellos mit Recht, fünf (möglichst gleichmäßig über das Beobachtungsinter- 
vall verteilte) Werte der beobachteten Größe für das Optimum. 

Für die praktische Anwendung der Methode ist es aber notwendig, über die 
Genauigkeit der nach (VIII; 51) berechneten Größen gerade in dem Fall in- 
formiert zu werden, daß die Mindestzahl drei der Beobachtungen nicht über- 


schritten wird. Seien nun je h. f, die Lösungen von (VIII; 51), wenn die &, 
unterdrückt werden, so erfüllen die Verbesserungen öf,, öf,, öf,, diean ee 
genäherten Lösungen angebracht werden müßten, wenn von den Resten e,die 
Glieder 3. Ordnung berücksichtigt würden, die Gleichungen 


a T. % 
+ äh + Zöher+ shi=o. 


Die Zwischenzeiten 7,, 7,5, 7, sind also die drei Wurzeln der kubischen Glei- 
chung 


24 3 Hot +ot-o 0, 
h h 


und es ist daher 


Ts 
sh= hmmm, 
ae 
(VIII; 52) öf, = 5h nt u H+ %1), 


—dh= -chlutntn). 


Im allgemeinen ist also der von der Vernachlässigung der Entwicklungsglieder 
3.Ordnung herrührende Fehler in /, von der 3. Ordnung in den Zwischenzeiten, 
der von f, von der 2. und der von /, von der 1.Ordnung. 

In der Praxis wird meistens 2, = ti, gesetzt, d.h. die Epoche auf den Zeit- 
punkt der mittleren der drei Beobachtungen gelegt. Das hat verschiedene Vor- 
teile. Zunächst wird der Funktionswert selbst streng dargestellt, da ja 7, = 0 
und /, = fs ist. Das System (VIII; 51) reduziert sich also auf zwei Gleichungen 
zur Bestimmung von /, und f,. Die Fehler (VIII; 52) nehmen dann die ein- 
fachere Form 


T = I ® I 
ön = 0, öfß, = eh T, 73, z’h = -ch (n+%) 


an. Sind überdies die Zwischenzeiten gleich, ist also 7, = — 7,, so wird auch 
7 + 13 = 0, also öf, = 0 (d.h., der Fehler von f, hängt nicht mehr von den 
vernachlässigten Gliedern 3. Ordnung, sondern nur noch von denen der 4. und 
der höheren Ordnungen ab). 

Die Gleichheit der Zwischenzeiten erweist sich also als eine besonders gün- 
stige Vorbedingung für die Güte der ersten Näherung im Iterationsprozeß. 
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Leider hängt es im Fall der Bahnbestimmung eines eben entdeckten Planeten 
oder Kometen sehr vom Zufall ab, ob die wenigen vorliegenden Beobachtungen 
diese Bedingung wenigstens annähernd erfüllen. Wenn eine größere Anzahl von 
Beobachtungen zur Verfügung steht, wird sich der Bahnrechner immer be- 
mühen, unter ihnen für eine erste Bahnbestimmung drei Beobachtungen in 
möglichst nicht sehr verschiedenen Zeitabständen auszuwählen. Sehr oft ist 
das aber nicht möglich, und dann würde die Festsetzung der Epoche auf die 
mittlere Beobachtung zur Folge haben, daß die zweiten Ableitungen der Funk- 
tionen f, g, ... Fehler von der 1.Ordnung aufweisen und daß daher die Ermitt- 
lung genäherter Bahnelemente, die von der Güte dieser Ableitung wesentlich 
beeinflußt wird, unsicher wird. Man kann aber dann, wie die Formeln (VIII; 52) 
erkennen lassen, die Festsetzung 


12 Da u 7 a Pe 
oder, was dasselbe ist, 


h=htbth) 


treffen, d.h. die Epoche auf das arithmetische Mittel der Beobachtungszeiten 
legen. Dann wird man zwar lineare Gleichungssysteme mit drei Unbekannten 
aufzulösen haben, und die /, werden nicht streng sein, sondern Fehler 3.Ord- 
nung in den Zwischenzeiten aufweisen; die Fehler der zweiten Ableitungen 
werden aber von f, unabhängig. Um den Fehlereinfluß des Terms mit f$' in den 
vernachlässigten Restreihen e, abzuschätzen, bestimmen wir jetzt die Ver- 
besserungen öf,, öf,, Öf, So, daß sie auch die Glieder 4.Ordnung in den g, dar- 
stellen. Es ist dann für die drei Zwischenzeiten 


Tr I 
öf + It ZIhnt ht 24 > 0. 


Die drei Größen 7,, 7a, T, stellen also drei der vier- Wurzeln der biquadratischen 
Gleichung 
fo öfo 


+4 + . 2+2 ar + 2a — 


dar, und wenn wir die vierte Wurzel mit r, bezeichnen, so ist 


I 
öf, = 7,7 Httt, 
I 
öf, = =, (tr -+ 7, + Tytı) 74+ trat], 
Is; _ 0 I 
> Io 24 Kt) + nt nz + uT)], 
h=- MW utntnt 
6 ’o 24 o \üı 2 3 4)» 
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Unter der speziellen Annahme ,+ u +, =owrdy = —4 h ‚und man 
erhält bi 
I 
öh = - hut, 
14 I 
öf, = 5% (43-7) — Fils TıTytz, 
I I 
z°h = ur (1,73 - 9) 


für den Fehler der Unbekannten in Abhängigkeit von den Entwicklungskoeffi- 
zienten bis zur 4. Ordnung einschließlich. Sind außerdem noch die Zwischen- 
zeiten gleich, ist also „+, =0,%,=0,sokanın man y=—- = —r 
setzen und erhält dann, bis auf Terme mit /|, ..., 


I. 2 I 
öh= 9; öf, = = hr; z dh = 24, 012. 
Damit ist gezeigt worden, daß es immer möglich ist, die Fehler der Unbekann- 
ten des Systems (VIII; 51) soweit herabzudrücken, daß sie bei kleinen Zwischen- 
zeiten nicht übermäßig ins Gewicht fallen. 

Von den in den ersten drei Jahrzehnten dieses Jahrhunderts entwickelten 
Arbeiten über Bahnbestimmung nach dem LarrAczschen Prinzip, das nach 
den Arbeiten von HARZER und PoIncARE wieder an Bedeutung und Interesse 
gewonnen hatte, zeichnet sich besonders die von A.O.LEUSCHNER!) durch 
Gründlichkeit und kritische Untersuchung aller mit der praktischen Durch- 
führung verbundenen Fragen aus. Das Studium dieser Arbeit sei jedem emp- 
fohlen, der sich mit Bahnbestimmungen praktisch befassen will. Hier genügt 
es, um den Grundgedanken dieser und ähnlicher Methoden klarzustellen, die 
von POINCARE loc. cit. gegebene Analyse des Problems in Kürze wieder- 
zugeben. 

Die verschiedenen Methoden der Bahnbestimmung nach dem LaprAczeschen 
Prinzip unterscheiden sich in erster Linie durch die Wahl der Funktionen 
f, 8, ... LAPLACE selbst setzte = «, = ö, während HARZER g = tgö wählte. 
Andere Funktionen von «, ö werden in den Methoden eingeführt werden, die 
in den nächsten Abschnitten behandelt werden sollen. PoIncARE benutzt in 
seiner Analyse die Richtungskonstanten der drei sphärischen Örter 


f=cosöcosa@; g=cosösina; h=sinö 


und deren Ableitungen (wobei strenggenommen noch zu berücksichtigen wäre, 
daß die Bedingungen 


?+@®+R%R=ı1; fHrggtrhh=o; Hrgg+hh= —-(P+P®+N%) 


!) Lick Obs. Public. VII (1913). 
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auch für die interpolierten Funktionen verbindlich sind). Im übrigen gelangt 
man rasch zu einer Näherung für die gesuchten Anfangswerte x, y, 2; &, Y, 2 zur 
Epoche i,, wenn man folgenden Weg einschlägt: Es sind, wenn o die unbekannte 
Entfernung des Himmelskörpers zur Epoche bedeutet, für diesen Zeitpunkt die 
geozentrischen (topozentrischen) Koordinaten 


s=of; n=o8 G=oh, 
und der zweite Differentialquotient dieser Ausdrücke nach der Zeit ist nach 
(VIII; 7) 


öf+ 2607 +07= + 5 - X. 


® Bes r I I 
(VIII; 53) ög+ 269+ 05 = 9 + e = ze) Y- 

Si e j. I I 

öh+2öh+ oh= + 6 = m) 2. 


wenn X, Y, Z die nach (VIII; 5) verbesserten Sonnenkoordinaten darstellen. 
Die Auflösung dieses Systems ergibt, wenn man 


f; hf 


D=|9,9,ä| oder, in abgekürzter Schreibweise, D=|f, f, fl 


h,h,h 
und ebenso j 
D,=|X,f,fl, D,= IF]; D, = |, f,X| 
setzt, 
I I 
Do Dr =) 
By KB zug: 
De=-=D,(% =). ö 2 D, 0, 
(VIII; 54) 


ge D, _ı\_[A_1 _D 2 
Fed RD RFTD 
Die Gleichung zwischen o und 7”? gibt zusammen mit der geometrischen Be- 


ziehung (VIII; 20) 
= 0° — 20(X7+Yg+Zh+R? 


die LacranGesche Gleichung 8.Grades für r bzw. 7.Grades für o. Ist o be- 
rechnet, so liefert die zweite Gleichung (VIII; 54) ö, und man erhält dann für 
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die gesuchten Anfangswerte die Näherungen 
z=of-X; &=6f+of—-X um. 


mit denen man ein Iterationsverfahren beginnen kann, über dessen zweck- 
mäßige Anlage in Abschn. 73 noch einiges gesagt werden muß. 


72. Die Methode von STUMPFF- HERGET 


Ein anderer Weg zur Bestimmung der genäherten Anfangswerte ist von 
K.Stumprr!) eingeschlagen und später von P.HERGET durch wertvolle Er- 
gänzungen verbessert worden. Seine Methode vermeidet, ähnlich wie die etwas 
ältere von A.WILkEns (Abschn. 74)°), den Umweg über die geozentrische 
Distanz. Diese wird vielmehr aus (VIII; ı5) eliminiert, indem man 7, und Z, 
durch £, dividiert. Man erhält somit die nur von den beobachteten sphärischen 
Koordinaten abhängigen Größen 


U,=tge,; V,„=tgö,seca, #=1,2,3), 
und es bestehen dann die Beziehungen 
U,(%, nu X,) = NT ER oder U,x%, Ve Br; zz Y, — U,.8,; 


(VIII; 55) 
V (x, 2. X,) = 2, r Z, V,x, 2, Q, =Z, = 0 


in denen die Größen P,, 0, ebenso wie die U,, V, bekannt sind. Man kann nun 
die vier Wertetripel U,, V,, P,, 0, = I, 2, 3) nach dem in Abschn. 7I be- 
schriebenen Verfahren interpolieren und dadurch für die Epoche i, = !, oder 


auch für 4, = = (4, + 5, + 1) die Werte der Funktionen U (f)....O (f) und ihrer 


ersten beiden Ableitungen genähert bestimmen. Seien O,=TU,..,0,=0 die 
Funktionswerte für ? = t,, so gilt | 


Uc—y=P, Ux+U:-y=P, 


(VIII; 56) 

Ve-2=Q, Vı+Vi -i=0Q 
und . _ 
(VII; 57) Üx+2U:+ Ui-ü=P, 


Ve+2V&+Vä-i=(. 
Setzt man in den beiden Gleichungen (VIII; 57) noch 


1) Astron. Nachr. 243, 317; 244, 433 (1931-1932). 
?) Astron. Nachr. 210, 81, 127 (1919). 
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und eliminiert y und 2 durch (VIII; 56), so erhält man schließlich 
RE ER RR 


has u 


(VIII; 58) 


Die sechs linearen Gleichungen (VIII; 56, 58) liefern dann die Unbekannten 
des Problems direkt als Funktionen des noch unbestimmten Parameters 1/r?, 
und zwar ergeben sich zunächst x und & aus (VIII; 58) in der Form 


z(UV - UD) = (BV - 00) + z(PV - 90), 


-28(09 - ON) = (BP -00)+ (PVP - 90) 
oder, wenn man entsprechende Abkürzungen einführt, 
7 . ER m . VER N 
(VIII; 59) z=M+ 75° SEN 


Die erste dieser Gleichungen ergibt in Verbindung mit der geometrischen Be- 
ziehung | 
r= "+ y7+2°=x-+(Ux — P?+(Vx — 0)? 


oder 
(VIII;60) »?=x2(1+ U2+ 72) —2x(UP-+ VO) + (P?+ 09) 


die Gleichung achten Grades für v, worauf dann x und & aus ul, 59) und die 
übrigen Anfangswerte aus (VIII; 56) folgen. 

Zu diesem äußerst einfachen und durchsichtigen Verfahren sind noch einige 
für die praktische Ausführung wichtige Bemerkungen notwendig. Bei der An- 
wendung der im vorigen Abschnitt beschriebenen Methode zur Interpolation 
der Funktionen f, g, ..., hier also U, ... O, hat man zu prüfen, ob diese 
auch so beschaffen sind, daß die interpolierten Größen U, U, Ü usw. möglichst 
gute Annäherungen an die wahren Werte darstellen. Dazu ist offenbar nötig, 
daß diese Funktionen im Bereich der Beobachtungszeiten stetig und möglichst 
glatt und flach verlaufen. Das ist aber z.B. nicht mehr der Fall, wenn die 
Rektaszensionen «&, die Werte go° oder 270° überschreiten, bei denen tg« und 
seca& unendlich werden. Da sich Planetoiden meist in kleinen Deklinationen 
aufhalten, ist eine derartige Schwierigkeit für tg ö im allgemeinen nicht zu be- 
fürchten; dagegen wird man hier vorsichtig sein müssen, wenn es sich um Ko- 
meten handelt, die sich in der Nähe der Himmelspole bewegen. 

Man kann diese Schwierigkeit aber umgehen. K.STUMPFF schlägt vor, das 
Koordinatensystem vor Beginn der Rechnung um die z-Achse zu drehen, so 
daß die Rektaszension des mittleren Planetenorts null wird. Dann sind also 
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alle Rektaszensionen um «&, zu vermindern, und die rechtwinkligen Koordi- 
naten der Sonne, X,, Y,, Z,, sind durch die Transformation 


X,=X,c0s@,+ Y,sin«,, 
Y,=Y,cosa, — X, sin o,, 
Z,=Z, 
in die des gedrehten Systems überzuführen. Dann bleiben die Größen 
U,=t@, 9); V,=tg0,sec (X, — %) 


klein, solange sich der Himmelskörper in mäßigen Deklinationen bewegt. Har.- 
delt es sich um einen Kometen in der Nähe eines der Himmelspole, so benutzt 
man statt U und V die Größen 


(VIII; 6r) C =; =ctgöcosa; S= 2 — ctgösine, 


die sich dann (und zwar unabhängig von den «) regulär verhalten. 

Wie P.HERGET!) hierzu bemerkt hat, ist die Drehung des Systems, die nach 
Beendigung der Bahnrechnung wieder rückgängig gemacht werden muß, in- 
dem man die endgültigen „lokalen Elemente“ x, ... 2 der entgegengesetzten 
Drehungstransformation unterwirft, für den Rechner sehr lästig. Bequemer ist 
es, jenach der Gegend der Sphäre, in der die beobachteten Örter des Himmels- 
körpers liegen, verschiedene Varianten zur Definition der Hilfsgrößen U, V; 
P,O zu verwenden. Man kann z.B. unter den drei Möglichkeiten 


(a) =, =18., V=4=1göseca; 
P=Y-UX, 0=Z-VX, 
VIII: 62) b U =. =18dcoseca, V=-=ctge; 
BeFi-0V. GEeX=VV, 
(c) U= = etgdonse, V=7=cigösins; 


diejenige wählen, bei der die U und V für das ganze Beobachtungsintervall end- 
lich bleiben. Alle übrigen Formeln gehen dann aus denen des Falls (a), den wir 
hier als gegeben angenommen haben, durch zyklische Vertauschung der Koordi- 
naten hervor. | 


1) P.Hzkckr: The computation of orbits. Ann Arbor 1949, im Selbstverlag. 
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Die Methode versagt, wenn die Determinante des Systems (VIII; 58) ver- 
schwindet, d.h. 
A=ÜV-Ui=o 


ist. Setzt man hierin U=n/&, V =£/E oder, wenn man, wie in Abschn. 71, 
&E=of,n=0g{ = oh schreibt, U = g/f, V = h/f, so findet man leicht 


set) jffl 
I= nn ur 9986|. 
eL hhh 


Das Verschwinden von A ist also identisch mit der Bedingung dafür, daß das 
Gleichungssystem (VIII; 53) keine Lösung hat oder dafür, daß die beiden 
Seiten von (VIII; 54) null werden. Es ist dann entweder » = R (d.h., es tritt 
der am Schluß von Abschn. 68 erwähnte singuläre Fall 4 = I ein), oder es ver- 
schwindet auch die Determinante D, aufderrechten Seite von (VIII; 54), wasz.B. 
dann geschieht, wenn der sphärische Ort (f, g, h) des Himmelskörpers mit dem 
der Sonne (X/R, Y/R, Z/R) oder dem Gegenpunkt der Sonne zusammenfällt. 
Eine Bahnbestimmung aus drei Beobachtungen ist also u.a. dann nicht mög- 
lich, wenn sich der Himmelskörper zur Zeit der Epoche genau in Opposition 
zur Sonne befindet. 


73. Das Verbesserungsverfahren 


Das im Abschn. 67 skizzierte Verbesserungsverfahren, über dessen praktische 
Durchführung man bei HArzER!) nachlesen möge, ist ziemlich kompliziert und 
für die Rechnung unbequem. Im Anschluß an die im vorigen Abschnitt be- 
schriebene Methode nimmt es eine wesentlich einfachere Gestalt an. 

Liegt ein genähertes System der Anfangswerte 


(VII; 63) To Yo» %g> Es Y» 2g 


vor, so kann man die Koordinaten x,, y,, 2, für die Beobachtungszeiten 2, 
mittels der Entwicklungsformeln (VIII; ı7) berechnen, indem man die Grö- 
Ben F,,G, aus den Zwischenzeiten z, und den mit Hilfe von (VIII; 63) ge- 
bildeten Invarianten u,, o,, &, berechnet. Die genäherten Anfangswerte lassen 
sich dann folgendermaßen verbessern: | 

Es seien x#, y*, z* die mit (VIII; 63) berechneten Koordinaten. Mit ihnen 
bilde man 


* * 
* y, I Ye *“ _ 2, +Z, 
rear: 


Der Vergleich dieser berechneten Größen mit den beobachteten gibt die Ab- 
weichungen 
AU=U-U: A, Eee, 7: 


1) Astron. Nachr. 141, 177 (1896). 
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Es seien nun 


Az, Ay, Az; Ax,Ay, Ai; AF,, AG, 


die an %,, Yg, --. 2, und an die mit ihnen provisorisch berechneten Größen F,,G, 
anzubringenden Korrektionen. Dann gelten streng die Beziehungen 


%,= (@,+ de) (F,+ AF)+ (&+ 48) (G,+ 46,), 


*_ i 
L, er To 2 20 + Lo G, , 
also 


(VIII;564) Ax,=2,— 2% = (F,+ AF,) Ax+ (G,+ 4G) A: + 
+2, AF,+ %,46G, 


und entsprechende Gleichungen für Ay, und Az,. Andererseits erhält man aus 
(VIII; 55) 


w+4y,+Y,=(+4%,+X,)(0U/+ AU,), 
3 +42,+2Z,= (X +4x,+X)(W + AV). 
Subtrahiert man hiervon 
wtry,=-w+X)U/, 
»+2,=W+X)V, 
so bleibt 


Ay,=U,4Ax,+ (x,+ X,) AU,, 
(VIII; 65) 5 


Az,=V,4%,+(8,+X,)4AV, 
oder, wenn man (VIII; 64) in (VIII; 65) einsetzt und umordnet, 
| 6,49 - U,6,A&+ F,Ay— U,F,4@= («,+ X,) AU, + R,, 
G,A2—-V,G,A&+F,42 -V,F, Ax= («,+X,)4AV,+S, 
mit R,=AF U, + 42) - (+ Ay] + 
(VIII; 66) + 4G,IU,(& + A) - + AN), 
S,= 4AF,V,&,+ Asa) -— + d2)]+ 
+ 46V, (&, + 48) - &+ 43), 
=1I,2,3). 


Diese Gleichungen, die streng gelten, kann man etwas einfacher schreiben, 
wenn die Epoche auf den mittleren Beobachtungszeitpunkt gelegt wird. Dann 
ist 


(VIII; 67) Ay=U,4Ax; Az=V,4s, 
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und man erhält (nach der Formulierung von HERGET) in 
G,dy — U,6, A& — F,(U,— U) Ae= (+ X) AU, + R,, 
(VIII; 68) G,42 —-V,6G,4& —- F,(V, —- V;) Ax = («,+ X,) AV,+ S,, 
P=13) 


ein System von vier Gleichungen mit den vier Unbekannten Az, Az, Ay, 42, 
nach dessen Auflösung Ay und Az aus (VIII; 67) folgen und das man durch 
Iteration zu befriedigen sucht, indem man zuerst die Reste R,, S, vernach- 
lässigt, da ja F,, G, bei kleinen Zwischenzeiten nur schwach von den Fehlern 
der Koordinaten (VIII; 63) beeinflußt werden. Mit den so erhaltenen verbesser- 
ten Koordinaten berechnet man die vernachlässigten Terme R,, S, und wieder- 
holt das Verfahren, bis sich nichts mehr ändert. Bei dieser Iteration bleiben die 
linken Seiten von (VIII; 68) stets unverändert; auf den rechten Seiten ändern 
sich x,, R,, S, von Schritt zu Schritt. Die letzte Iteration wird mit den um die 
Lichtzeit verminderten Beobachtungszeiten durchgeführt; die zu ihrer Be- 
rechnung nötigen geozentrischen Distanzen 


o,= (%,+ X,) sec ö, sec «, 


‚lassen sich mit den x, der vorhergehenden Hypothese genau genug ermitteln. 
Nach HERGET kann man das Verbesserungsverfahren auch so durchführen, 
daß man in den strengen Beziehungen 


y=U—-P; = V,,-0, 
die %,, y,, 2, durch die Entwicklungsformeln ausdrückt. Es ist dann 
YF, +, = UF, + %6) PP, 
ar, +4, = V,oF,+ %6) —- 


oder, wenn man y, = Ya, 2, = 2, durch : 


(VIII; 60) y=09%,-Pi; 43= Vu % 
eliminiert, 
1,6, = 1,(0, -— U)F, + 40,6, +F,Pa-P, 
(VIII; 70) 6, = ul, - V)F, +, + F,Qa 9 
W=73): 


Aus den vier Gleichungen (VIII; 70) erhält man durch Elimination von y, und 2, 
&,[(U, — U5) Fı6 — (U; — O,) F5G) + %,61 65 (01 — U,) = 

= P,G — P,G, — PM, 65 — FG), 
U, - VY)Fı6 - (Vs - V3) FG] + %61 6 (U — v,) = 


= 0,6; — 0,61 = O2 (FıG3 = F,Gı) 


(VIII; 71) 


384 Bahnbestimmung der Himmelskörper nach dem Larraceschen Prinzip 


zur Bestimmung von x, und &,. Diese Werte erlauben dann die Berechnung der 
übrigen Unbekannten aus (VIII; 69, 70). 

Das Verbesserungsverfahren geht in diesem Fall so vor sich, daß man die 
Größen F,, G, mit den in erster Näherung vorliegenden Größen (VIII; 63) und 
den Zwischenzeiten berechnet und dann aus (VIII; 71, 69, 70) ein verbessertes 
System von Anfangswerten herleitet. Diese Rechnung wird so lange wiederholt, 
bis sich die F,, G, nicht mehr ändern. 

Eine andere Variante des Verbesserungsverfahrens besteht darin, daß man 
(nach STumPprrF) R,, S,in (VIII; 66 bzw. 68) ganz vernachlässigt und statt dessen 
nach jeder Iteration die Abweichungen AU, , AV ‚netı berechnet, bis sie schließlich 
verschwinden. Man braucht die F,, G, bei diesem Verfahren im Lauf der Hypo- 
thesenrechnung normalerweise nicht mehr zu verbessern, ebensowenig wie die 
Größen x, auf der rechten Seite von (VIII; 66), da ja die Faktoren Ax,... AV 
nach jedem Schritt kleiner werden und das Gewicht fehlerhafter F,, G,, x, 
herabdrücken. Das Verfahren ist beendet, wenn alle AU,, AV, null sind, da 
dann die Übereinstimmung zwischen Beobachtung und Rechnung hergestellt 
ist. 

Die Konvergenz des Verbesserungsverfahrens wird schlecht, wenn die Deter- 
minante von (VIII; 71) klein ist; die Methode versagt ganz, wenn diese Deter- 
minante verschwindet. Ihr Wert ist, wie eine einfache Rechnung zeigt, 


ıU,V, 
D = 6,6; (FG; —G,F;,)° I U, V, . 
IU,V; 


Nun ist, wenn p,, Pa, pP, die drei Ortsvektoren des Himmelskörpers zu den drei 
Zeiten 2, , fo, 2, sind, 


[Pı Pa] = [Pa Fı ar %G,, pP] ee [Pa P2] G, 
(VIII; 72) [Paps] = [Pe, Ps + 9a) = [PaPel Ge 
[PıPs] = [Pafı + B6ı, Pas + PaGa] = [PaPe] (F1G3 = 36H)» 


und es ist daher, wenn wir allgemein mit (ab) die zu dem Vektorprodukt [a 6] 
gehörige Plangröße bezeichnen, (p,9,) = Y, also 


ıU,V, 
(VIII; 73) D= m] = PıP2? PP PsPı? | 1 U, V; 
IıU,V, 


Da aber | (p;p,) | gleich dem doppelten Flächeninhalt des von den Vektoren p, 
und p, eingeschlossenen Dreiecks ist, so sind die ersten Faktoren von (VIII; 73) 
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sämtlich von null verschieden, und D verschwindet nur, wenn 


I U, V, L & nz Cı 
I U, v; EL &, £, a Na Ca og 
ıU,P», & n3 63 


ist, d.h. aber, wenn der Rauminhalt des von den drei topozentrischen Orts- 
vektoren gebildeten Parallelepipeds verschwindet. Dann liegen die drei sphä- 
rischen Örter des Planeten auf einem größten Kreis. Insbesondere ist die Bahn- 
bestimmung unmöglich, wenn die drei Örter auf der Ekliptik liegen oder wenn 
zwei Örter zusammenfallen. Das letztere kann vorkommen, wenn die schein- 
bare Bahn des Planeten eine Schleife bildet und zwei der beobachteten Örter 
auf den Doppelpunkt dieser Schleife fallen. In allen diesen Fällen muß man 
mindestens noch eine weitere Beobachtung hinzuziehen, um das Problem zu 
lösen. 


74. Bahnbestimmung nach WILKENS und VÄISÄLA 


Von den zahlreichen Varianten, die außer den bereits geschilderten die Bahn- 
bestimmungsmethode nach dem Larraczschen Prinzip gefunden hat, seit 
FARZER, POINCARE, LEUSCHNER und CHARLIER durch ihre Untersuchungen 
gezeigt haben, daß diese Methode an Genauigkeit und praktischer Verwend- 
barkeit der Gaussschen Methode keineswegs unterlegen ist, sollen hier nur 
noch die Lösungen von A.WILkeEns und Y.VÄısÄLÄ gewürdigt werden. Der 
Leser, der tiefer in die Materie einzudringen wünscht, als es hier im Rahmen 
eines allgemeinen Lehrbuchs der Himmelsmechanik möglich ist, sei auf die 
äußerst gründlichen Arbeiten von LEUSCHNER (die schon weiter oben erwähnt 
wurde) und CHARLIER!) hingewiesen. In der Analyse des Problems, die wir 
CHARLIER verdanken, und die von O.A.Äkzsson?) ergänzt worden ist, sind 
auch dieschönen Untersuchungen über die mehrfachen Lösungen und die singu- 
lären Fälle der Bahnbestimmung aus drei Beobachtungen enthalten, deren 
Ergebnisse im Abschn. 68 dargestellt worden sind. 

‚A.WILKENS?) benutzt zur Bildung der Grundgleichungen die aus den Beob- 
achtungen ableitbaren Größen (VIII; 61) 


EA: nk BR. 
zZ ee, 


v 


= cigö,sing,; #=1,2,3), 


die dem Fall (c) der Zusammenstellung (VIII; 62) entsprechen. Die Entwick- 
lungsformeln 


A N I u On 06) 


!) Meddelande fran Lunds Observatorium Nr. 45-47 (gr I). 
?) ibid. Nr. 48. 
3) Astron. Nachr. 210, 81, 127 (1919). 
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schreibt er in der Form 
2 
17T I 
ER . | 3 
2 95 


wo R,(x), R,(y), R,(z) Restglieder bedeuten, die vorläufig vernachlässigt wer- 
den und erst zu berücksichtigen sind, wenn im Laufe der Hypothesenrechnung 
Näherungen der Unbekannten x,, ... 2, vorliegen. Man erhält also, wenn zur 
Abkürzung 


gesetzt wird, vier Gleichungen (v = I, 3) 


Tod, 2a Kat, FE C,(22a, I: 2, T,) _ =A, an C„Z, = u [R,(«) u C,R,@)]; 
(VIII; 74) 
& R I 
Ya, ale YaT, — S,(220, Z= 2, t,) — Ya AR 5,2, = Ti [R,(y) = S,R,(2)] 


und zwei Gleichungen 
09 = —%,+ (32;, 


(VIII; 75) 
Yy— am Yet SZ, 


insgesamt also sechs Gleichungen zur Bestimmung der sechs Unbekannten als 


Funktionen der gegebenen Größen und der noch unbestimmten Größe -750- 
2 
wie der in erster Näherung zu unterdrückenden Restglieder. Diese Formeln 


werden noch etwas einfacher, wenn man im System der Ekliptik rechnet und 
die Koordinaten der Sonne auf den locus fictus (siehe Abschn. 66) bezieht. 
Dann wird streng Z, = 0. 

Durch Elimination der übrigen Unbekannten läßt sich das System auf zwei 
Gleichungen für z, und 2, reduzieren. Aus ihnen ergibt sich 2, als Funktion von 


en ‚ außerdem besteht die geometrische Beziehung 
2 


n=x%+ y +23= [6 (22 + 2) — X’ + 2a + 2) - Ya’ + 22. 


Aus beiden Beziehungen erhält man durch Elimination von 2, die Gleichung 
achten Grades für 7,. Der weitere Verlauf der Rechnung ist dann klar: Mit, er- 
gebensich aus den Grundgleichungen (VIII; 74, 75) die ersten Näherungen für 
alle sechs Koordinaten, und man wiederholt dann die ganze Rechnung, nach- 
dem man die Restglieder mit diesen genäherten Daten berechnet und den 
rechten Seiten von (VIII; 74) hinzugefügt hat. Die Iteration ist beendet, wenn 
sich die Restglieder nicht mehr ändern. 
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Y.VäÄısÄLä!) vermeidet in seiner Methode die Gleichung achten Grades ganz 
und beginnt statt dessen das Näherungsverfahren mit zwei verschiedenen 
Hypothesen über o,. Es sei | 

GO, = 09 C0S Ö, 


die mit einem solchen willkürlich angenommenen o, gerechnete „kurtierte 
Distanz“. Dann ist 


%, = 0,005 — As, Yo = 09, 51Nd&, — Y5, 2, = 0,180, — Ze 
und 
„= Rt yp+2. 
Ferner ist genähert (für v = I, 3) 
T: ı tr 
78° =nl1-25). 
Setzt man dann, wie in Abschn. 72, U, = tg «,, so ergeben sich aus 
y,+ Y,= U,(%, T X,); 
LI, = %F, Zi %,G,; y,= YF, T 92G, 

die beiden Gleichungen 

Gh - = UF + A) - fit Yı): 

Gslz — UGyk, = UF, + %,) — (%Fs + Y;) 


zur Bestimmung von &, und %,. Aus 


I 
F,=1I--— 
2 


%,= 0,0080, — X, 
folgt dann, für v = I, 3, 


0,= (üF,+ %G,+ X,) seca,. 


Andererseits ist aber 
2, = of, + %G, 0, tg ö, zu Zys 

d.h. 

s 0,186, — 2F,—Z, 

A 
Diese Größe erhält man also zweifach, je nachdem man sie aus der Gleichung 
für v = I oder » = 3 ableitet. Die Übereinstimmung der beiden Resultate ist 
das Kriterium für die Richtigkeit der Hypothese über g, bzw. o,. Ergeben sich 
verschiedene 2,, so bildet die Differenz 


D= ($2)3 — (£g)ı 


die Grundlage für die Verbesserung der Hypothese. 


1) Ann. Acad, Scient. Fennicae, Ser. A, 52, Nr. 2, Helsinki 1939. 


25* 
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Geht man nun von zwei Annahmen o, und 03 aus, so erhält man die beiden 
Differenzen D und D'. Es ist dann zweckmäßig, als dritte Hypothese 


oD’'— o'’D 
D’—-D 


IF = 


zu versuchen, die D’ = o liefern würde, wenn die Funktion D (o,) linear ver- 
liefe. Ist D” noch nicht genügend klein, so wird man am besten so verfahren, 
daß man die zu den drei Argumenten o,, 03, 03 gehörenden Ordinaten D, D’, D’ 
durch eine Funktion zweiten Grades interpoliert und deren Nullstellen auf- 
sucht. 

Ist die Hypothesenrechnung so weit vorgeschritten, daß die Differenz D hin- 
reichend klein geworden ist, so wird man die F,, G, mit den aus der letzten 
Hypothese erlangten Werten x,, %g, 29; %a, Ya, 2, genauer berechnen - an Stelle. 
der beiden noch verschiedenen Werte 2, benutzt man dabei den interpolierten 
Wert | 

G,D G,D 
,=(d)ıt GG = (&), + oc 


Sind die U, = tg«, sehr groß (& = 90° oder 270°), so wird man die Rollen von 
x und y bzw. tg«& und ctgx vertauschen. Man wird also nötigenfalls von der 
Möglichkeit Gebrauch machen, den Algorithmus den vorliegenden Verhält- 
nissen anzupassen, so wie diesin der Zusammenstellung (VIII; 62) gezeigt wor- 
den ist. 

Das insbesondere für die Bahnbestimmung von Planetoiden geeignete Ver- 
fahren erfordert eine gewisse Erfahrung, ohne die es in vielen Fällen schwierig 
sein wird, sofort die günstigsten Ausgangshypothesen für die geozentrische 
Distanz zu finden. Bei normalen Planetoiden (und meist auch bei Kometen) 
wird man mit 0, = I und 05 = 1.5 A.E. gewöhnlich Erfolg haben. 


75. Bestimmung parabolischer Bahnen 


Die bisher beschriebenen Methoden der Bahnbestimmung eines Himmelskör- 
pers stimmen darin überein, daß genauso viele unabhängige Beobachtungs- 
daten benutzt werden, wie es Bahnelemente zu berechnen gilt, also für eine 
Bahnbestimmung ohne Voraussetzung über die Exzentrizität sechs Daten (drei 
vollständige sphärische Örter). | 
Wenn man zu der Annahme berechtigt ist, daß die Bahn eine besondere Form 
(Parabel oder Kreis) hat, kommt man sogar mit weniger Daten aus. So wird 
man bei Kometen, die neu auftauchen und nicht zu den verhältnismäßig we- 
nigen Himmelskörpern dieser Art mit periodischen Bahnen gehören, fast immer 
überzeugt sein dürfen, daß die Bahn eine Parabel ist oder doch von einer Pa- 
rabel nur sehr wenig abweicht. Bei Planetoiden kommt es zuweilen vor, daß 
nach der Entdeckung nur noch eine weitere Beobachtung gelingt. Man wird 
dann, um das Objekt nicht ganz aus den Augen zu verlieren, gezwungen sein, 
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zunächst eine Kreisbahn zu berechnen, indem man von der Erfahrung aus- 
geht, daß die Mehrzahl der Planetoidenbahnen schwach exzentrische Ellipsen 
sind. Da Kreisbahnen schon durch vier Elemente bestimmt sind, braucht man zu 
ihrer Berechnung nur zwei vollständige Örter (x, 61; &, 62). 

Ist die Bahn eine Parabel, so genügen fünf unabhängige Daten zur Ablei- 
tung ihrer Elemente. Es wird also von den sechs sphärischen Koordinaten, die 
zu den drei Beobachtungszeiten 2, , ?,, i, gemessen werden, eine überzählig sein. 
A.WILKENSs, der das Problem der parabolischen Bahnbestimmung nach dem 
Lapraceschen Prinzip im Anschluß an seine allgemeine Methode der Bahn- 
bestimmung (Abschn. 74) sehr gründlich diskutiert hat!), schlägt vor, die 
Größen C,, Sı; C,, S, und von der mittleren der drei Beobachtungen nur die 
Rektaszension (bzw. die ekliptikale Länge), also etwa U, = tg, (bzw. tg 4,) 
heranzuziehen. Zur Bestimmung der sechs Größen x,, Ya, 29; %a , %g, 2, und von ?5 
als siebenter Unbekannter sind dann fünf Gleichungen gegeben, außerdem aber 
die Bedingungsgleichungen 

n=-1n+9%+2% 


und (als Bedingung dafür, daß die Bahn eine Parabel ist) 
(VIII; 76) n-Ba+R+B=-—. 


2 


Die fünf Gleichungen 
C,(z, nz Z,) 7 %, 1 DR S,(2, Te Z,) — Yy os Yo (v = I, 3) 


VB %r+%)=p%H+ Yo 
liefern, wenn man 


I, = %F, T %G me Yf, T %2G,; 2, = 2F, Ei 2,G, 


setzt, die Unbekannten %,, 25; &g, Yg, 2, als lineare Funktionen von %,, in denen 
allerdingsnoch die Entwicklungsfaktoren F,,G, vorkommen. Es genügt aber hier, 
in erster Näherung F, = 1,G, = r, zu setzen, im Gegensatz zur Bahnbestim- 


2 


mung für alle Exzentrizitäten, in der WILKEnSF= 1 — — — setzte, um eine 
DM 


2 
g&enäherte dynamische Beziehung zwischen den Koordinaten und 7, zu erhalten. 
Hier wird diese dynamische Beziehung durch die Parabelbedingung (VIII; 76) 
eingeführt. 


Man darf also schreiben 
ya t+b,; 2m, + b,; 
Kennt Pf; ya By; = 0 + P,, 
wobei die Koeffizienten in erster Näherung aus den Beobachtungen bekannt 


sind und erst imLaufe der Hypothesenrechnung durch genauere Bestimmung 


1) Sitz. Ber. Bayer. Akad. d. Wiss. (math.-natw. Abt.) 1928. 
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der Faktoren F,, G, verbessert zu werden brauchen. Es ergeben sich dann für», 
die beiden Gleichungen 


% = “2 r (a, % eu d,)° Ar (4, %, + b,)? DE a? x} -r 25%, + c®, 
(VIII; 77) — = (&,%a - B,)“ —- (&,%a Eu B,)? + (&, %o A ß,)? = 
2 


= a’ +2P%; + y? 


und aus ihnen durch Elimination von x, eine Gleichung sechsten Grades für r,, 
die also im Falle der parabolischen Bahnbestimmung die Rolle der LAGRANGE- 
schen Gleichung achten Grades übernimmt. 


Abb. 58. Mehrfache Lösungen bei Parabelbahnen. 


Die Diskussion dieser Gleichung, die WILKENS loc. cit. sehr gründlich durch- 
geführt hat, zeigt, daB im Normalfall zwei, in gewissen seltenen Sonderfällen 
auch vier reelle Lösungen existieren. Setzt man nämlich 


3 = Mn) = ara} + 2b, + 03, 


EN ” 4 

rn = g(%) = (2x2 + 2Bx, + y2R’ 

so stellt die erste dieser Funktionen eine Parabel dar, deren Achse parallel zur 
Ordinatenachse verläuft und die ganz in der oberen Halbebene liegt. Die zweite 
Funktion ist das Quadrat der Reziproken einer solchen Parabel - sie hat ein 
Maximum und fällt zu dessen beiden Seiten asymptotisch zur Abszissenachse 
ab. Abb. 58 läßt erkennen, daß vier Schnittpunkte der beiden Kurven nur mög- 
lich sind, wenn die Parabel mit dem Scheitel sehr nahe an den Nullpunkt her- 
anreicht, so daß sie sowohl den sich der Abszissenachse nähernden Ast der 
zweiten Kurve als auch die Flanke ihrer Erhebung zum Maximum je zweimal 
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schneidet. In Abb. 58 ist die erste Kurve (Parabel) in zwei Lagen dargestellt: 
1) Mit zwei Schnittpunkten (ausgezogene Kurve); 2) mit vier Schnittpunkten 
(gestrichelte Kurve). Eine ins einzelne gehende Diskussion, die man in der 
oben zitierten Abhandlung von A.WILkEns nachlesen möge, lehrt, daß im 
Falle einer Doppellösung die Pseudolösung von der wahren auch unabhängig 
vom LAMBERTschen Kriterium trennbar ist — eine „Erdbahnlösung“ wie im 
allgemeinen Fall der Bahnbestimmung gibt es hier nicht, da ja die Erdbahn die 
Parabelbedingung (VIII; 76) nicht erfüllt. Im Fall einer vierfachen Lösung 
sind entweder drei gültige Bahnen oder nur eine vorhanden. Das läßt sich am 
deutlichsten in dem speziellen Fall sichtbar machen, daß die rechte Seite der 
ersten Gleichung (VIII; 77) sich auf das erste Glied reduziert. Dann wird 
r= +ax, und die zweite Gleichung geht dann in eine kubische Gleichung für 
x oder r über, besitzt also entweder eine oder drei reelle Lösungen, so daß auch 
drei positive Lösungen r möglich sind. 

Man kann, nach CAuchy, die Schlüsselgleichung der parabolischen Bahn- 
bestimmung auch allgemein auf den dritten Grad reduzieren, wenn man o als 
Unbekannte einführt. Setzt man wie am Schluß von Abschn. 71 


z=of-X; iä=6f+of-X us, 


: D, 


2b o= Ko, so kann man auch 


und setzt man nach (VIII; 54) 6 = 


&=(Kf+Ne-X, ... 3=(Kh+he-2 
schreiben und erhält also die Parabelbedingung (VIII; 76) in der Form 


(a) —=L@®+Me+N. 


Andererseits folgt aus 


I I D 


mrRt 2,°® 


r”=09-200+R, Q=X/+Yg+Zh 
durch Multiplikation eine Gleichung von der Form 
I I 
(b) zAertBerlerz- 


Vergleicht man (a) mit (b), so ergibt sich tatsächlich eine Gleichung dritten 
Grades für o. 

Ist die Bahn ein Kreis, so tritt an Stelle der Parabelbedingung (a) die Kreis- 
bedingung 


I 
(c) —=le®+Me+N, 
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die aber, wenn man die Erdbahn ebenfalls als Kreis ansieht, für oe = o erfüllt 


sein muß. Es ist also N = - Setzt man (b) = (c), so ergibt sich daher 


A®+B-De+C-Me-N-—=o, 


d.h., wenn man die triviale Lösung 0 = 0 ausscheidet, eine quadratische Glei- 
chung für 0. 

Die Möglichkeit einer dreifachen Lösung bei der Bestimmung parabolischer 
Bahnen wurde zuerst von TH. v. OPPOLZER analytisch bewiesen und bei der 
Bahnbestimmung des großen Septemberkometen von 1882 auch evident ge- 
macht. Trotzdem ist diese Möglichkeit von verschiedener Seite angezweifelt 
worden, bis T. BANACHIEWwIcz!) ein fingiertes Beispiel veröffentlichte, in dem 
die vorgegebenen Daten sich durch drei verschiedene Parabelbahnen darstellen 
ließen. Die Untersuchung von WiILkENS hat eine lange, mit großem Eifer 
geführte Diskussion über diese interessante Frage auch von der Theorie her 
beendet. 


76. Bahnbestimmung aus vier Beobachtungen 


Wir haben bemerkt, daß unter gewissen Umständen eine Bahnbestimmung 
aus drei vollständigen sphärischen Örtern nicht möglich ist, nämlich dann, 
wenn gewisse Determinanten verschwinden, so daß die Auflösung der linearen 
Grundgleichungen oder auch der Verbesserungsgleichungen unmöglich wird. 
Insbesondere gehört hierher der Sonderfall, daß die drei Örter in der Ekliptik 
(oder in der unmittelbaren Nähe der Ekliptik) liegen. In diesen Ausnahme- 
fällen wird man eine vierte Beobachtung zur Bahnbestimmung heranziehen 
müssen. Das gleiche ist der Fall, wenn die erste Bahnbestimmung auf mehr- 
fache Lösungen führt und es nicht möglich ist, die Pseudolösung von der rich- 
tigen zu unterscheiden. Man wird dann allerdings die vierte Beobachtung nur 
als Kriterium für die Gültigkeit der einen oder der anderen Lösung, nicht aber 
zur Bahnbestimmung selbst benötigen. 

In der in Abschn. 72 beschriebenen Methode dienten die Gleichungen 
(VIII; 56, 58) zur Bestimmung der für die Epoche ? = :, gültigen Anfangs- 
werte 

WYRE RU 2 


als Funktionen von 7”?, wenn genäherte Werte der Größen U, V, P,O und ihrer 
ersten beiden Ableitungen nach der Zeit durch Interpolation der gegebenen 
Werte U,, V,, P,, Q, ermittelt worden waren. Dieser Weg führte nur dann 
zum Ziel, wenn die Determinante des linearen Gleichungssystems (VIII; 58) 
von null genügend verschieden war. 

‚Ist dies nicht der Fall, so kann man durch Hinzunahme eines vierten Ortes 
die Ableitungen der Funktionen U, V, P, O0 bis zur 3.Ordnung einschließlich 


!) Bull. Acad. Polon. des Sciences et des Lettres, Ser. A, 1924. 
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bestimmen und erhält dann außer (VIII; 56, 57) noch zwei weitere Gleichungen 


Ur+3Ü:+302+U:-i=P, 
Ve+z3Vsi+3VätVi-i=(, 
aus denen sich wegen 


= -—-us; = -—yi+ zuok, y2 


anstatt (VIII; 58) die beiden Gleichungen 


(VIII; 78) | | 
s-sl#-25)+329- (+44 0 WE) 0 


herleiten lassen. 

Nach einem Vorschlag von P.HERGET!) kann man dann so verfahren, daß 
man mit zwei verschiedenen Ausgangshypothesen über x die übrigen Anfangs- 
werte nach (VIII; 56, 58) berechnet und dann die Gleichungen (VIII; 78) durch 
Interpolation und Variation der angenommenen x-Werte zu befriedigen sucht. 
Daß dieses Verfahren auch dann Aussicht auf Erfolg hat, wenn die Bahn- 
bestimmung aus drei Beobachtungen ganz unmöglich ist, z.B. wenn alle Örter 
des Himmelskörpers in der Ekliptik liegen, läßt sich leicht zeigen. Angenom- 
men, man führe die Bahnrechnung im System der Ekliptik durch. Dann sind 
in diesem Ausnahmefall alle f, und daher auch alle V, = tg f, sec A,, alle z, 
und alle O, nebst ihren Ableitungen null. Das Bestehen der zweiten Gleichung 
(VIII; 78), 5 = 0, ist daher trivial. Das Problem beschränkt sich dann auf die 
Lösung des Systems 


P R 
y=Ux-P, r=yJ®+f, 2Ui=P+,- Ur, 


(VIII; 79) Y=Üx+Ut—-P, R=o, 


das aus vier Gleichungen mit den vier Unbekannten x, y; &, y besteht, und 
dessen Auflösung durch Versuche auf Grund verschiedener Hypothesen über x 
(bis sich R = 0 ergibt) immer möglich ist. Es scheint allerdings, als versage 


dieses Verfahren, wenn U=o, d.h., wenn . (tg A) == o ist, der Planet sich 


also z.Z. der Epoche gerade in der Nähe eines der Umkehrpunkte seiner schein- 
baren Bewegung befindet, denn dann ist die Bestimmung von & aus der dritten 
Gleichung (VIII; 79) nicht oder nur ungenau möglich. In diesem Fall ist aber 


1) Astron. Journ. 48, 122 (1939). 
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sicher Ü #0, und man wird, nachdem man mit vorgegebenem x die Größen 
y und r bestimmt hat, & aus der Beziehung R = o ermitteln können, in der 
man % nach (VIII; 79) substituiert hat (z und 2 sind ja null). Es ist dann x 
solange zu variieren, bis die Gleichung 


a Re 
/ 


befriedigt ist. Für den Fall, daß genau Ü = o ist, kann man auch aus 


vealz-2 0o=P+Z - Ur, ra, 


durch Elimination von x und y eine Gleichung achten Grades für r herleiten, 
nach deren Auflösung man x und y erhält, während sich £ undyaus R=o 
und y = Ux — P berechnen lassen. 

Daß eine Bahnbestimmung aus vier Beobachtungen nur eine Lösung außer 
der trivialen Erdbahnlösung hat, läßt sich folgendermaßen zeigen: 

Nach (VIII; 54) kann man (nach C.V.L.CHARLIER) schreiben 


ö6=Ko; ö=K,o+ Kzot, 


wo K, K,, K, Funktionen der Richtungsgrößen f, g, A bzw. der sphärischen 
Koordinaten «, ö und deren ersten beiden Ableitungen sind. Differenziert man 
die erste dieser Gleichungen noch einmal nach der Zeit: 


ö=Koe+K6=(K+K?)g 


und vergleicht sie mit der zweiten, so entsteht, nachdem man die triviale 
Lösung eo = o ausgeschieden hat, die lineare Gleichung 


Ko=K+K?:-K 


für o, in der K auch die dritten Ableitungen von « und ö enthält, die ja (an- 
genähert) bekannt sind, wenn vier Beobachtungen vorliegen. 

Während für die Anwendbarkeit der hier skizzierten Methode noch sehr 
wenig Erfahrungen vorliegen, ist das entsprechende auf dem Gaussschen 
Randwertprinzip beruhende Verfahren der Bahnbestimmung aus vier Beob- 
achtungen (siehe Abschn. 85) häufig angewandt und von einem so erfahrenen 
Rechner wie A. BERBERICH auf eine praktisch bewährte Form gebracht worden. 


77. Bahnverbesserung auf Grund zusätzlicher Beobachtungen 


Einer der einleuchtendsten Vorteile der Bahnbestimmungsmethoden nach dem 
Larraczschen Prinzip besteht darin, daß man die Formeln des Verbesserungs- 
verfahrens unverändert dazu benutzen kann, beliebig viele weitere Be- 
obachtungsdaten zur Verbesserung des aus den unumgänglich nötigen drei 
Örtern bestimmten Systems der Bahnelemente heranzuziehen. 
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Berechnet man z.B. mit den aus einer ersten Bahnbestimmung stammenden 
Anfangswerten x, ... 2,, die zu der Epoche ? = i, gehören mögen, nacheinander 
für alle verfügbaren Beobachtungszeiten die Größen F,,G,; %,, Yu 2,5 AU, 
AV,, so erhält man (fürv = 1I,2,...n) 2n Gleichungen (VIII; 66), in denen 
man die Reste R,, S, unbedenklich vernachlässigen kann, da die eventuell 
noch erforderlichen Korrektionen AF,, AG, kaum noch ins Gewicht fallen 
werden. Ist » > 3, so hat man also zur Bestimmung der sechs Korrektionen 
Ax,...: A22n — 6 überzählige Gleichungen zur Verfügung. Das System von 
insgesamt 2” Gleichungen läßt sich durch keine Lösung voll befriedigen, da die 
Daten (U,, V,) durch Beobachtungsfehler (evtl. auch durch Störungen) ent- 
stellt, die dynamisch-geometrischen Zusammenhänge zwischen ihnen also nicht 
ganz streng erfüllt sind. Für irgendein System Ax, ... 42 wird also 


G,4y -— U,G,A&+F,4y— U,F,4x = 
=(%,+X,) AU, +R,=6,, 
(VIII; 80) G,43 —- V,G,4& + F,Az - V,F,4x = 
= (2, + X,) AV, I,= 8, 
M=1T2-:N} 
gelten, wo ö,, &, kleine Größen (Widersprüche) bedeuten, die nur bei völliger 
Fehlerfreiheit der Beobachtungsdaten und der vorläufigen Elemente verschwin- 
den würden. 
Gauss hat die Aufgabe, unter allen möglichen Lösungen eines überbestimm- 
ten Systems von linearen Gleichungen das mit der größten Wahrscheinlichkeit 
richtige auszuwählen, durch seine „Ausgleichungsrechnung nach der Methode der 


kleinsten Quadrate“ gelöst. Nach ihr wird das wahrscheinlichste System der 
Unbekannten so bestimmt, daß die OQuadratsumme der Widersprüche, 


nr 
> (62 + e2), so klein wie möglich wird. Sei 


v=1 
a,dAx+b,Ay+c,42+d,A&+e,Ay+f},4J2=g, %=1L2,...2n) 


die allgemeine Form der gegebenen Gleichungen, so findet man diejenige Lö- 
sung mit der kleinsten „Fehlerquadratsumme“ durch Auflösung der sechs 
„Normalgleichungen“ 


[aa] Ax + [ab] Ay+ [ac] A2+ + [af] 42 = [ag], 
[da] Ax + [65] Ay + [de] A2+ + [Bf] A2 = [bg], 


fa] Ax + [f5] Ay+ Ve] A2+ + N A2= [fg], 


in denen 
an 2n 
[aa] = %a,; [ab] = [ba] = 3 a,b,; 
»-1 vy=1 


gesetzt ist. 
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Hierzu mögen noch einige praktische Bemerkungen Platz finden: 

I. Es ist zweckmäßig, die „Epoche“, für die die vorläufigen Elemente x, ... 
gelten, möglichst auf die Mitte des von allen » Beobachtungen überdeckten 
Intervalls zu legen, damit die Beträge der Zwischenzeiten auch für diejenigen 
Beobachtungen, die an den Rändern des Intervalls liegen, so klein wie möglich 
bleiben. Man erreicht das, indem man die aus der ersten Bahnbestimmung 
stammenden und für die mittlere der dabei benutzten Beobachtungszeiten gül- 
tigen Anfangswerte mit Hilfe der Entwicklungsformeln (V; 61) auf einen an- 
deren Zeitpunkt überträgt, der in der Mitte des gesamten mit Beobachtungen 
belegten Zeitraums liegt. 

2. Die Berücksichtigung der von AF,, AG, abhängigen Restgrößen R,, S,, 
die man nach einer ersten Auflösung der Normalgleichungen berechnen und in 
einem zweiten Rechnungsgang in die Ausgleichung einbeziehen könnte, wird 
nur dann erforderlich sein, wenn ihre Beträge an den Rändern des Intervalls 
mit den nach der Ausgleichung noch übrigbleibenden Widersprüchen größen- 
ordnungsmäßig vergleichbar sind. Das wird aber nur selten der Fall sein. 

3. Wenn die Widersprüche auch nach erfolgter Ausgleichung noch einen 
deutlichen zeitlichen Gang zeigen, was bei größerer Ausdehnung des von den 
Beobachtungen eingenommenen Zeitintervalls möglich ist, so ist dies ein 
Zeichen dafür, daß die Voraussetzung einer ungestörten KepLErschen Bewe- 
gung nicht streng erfüllt ist, daß sich also die Störungen durch die großen 
‚Planeten (bei Planetoiden in erster Linie die Störungen durch Jupiter) bemerk- 
bar machen. Eine Methode, diese Störungen für beschränkte Zeitintervalle zu 
berücksichtigen, soll im nächsten Abschnitt entwickelt werden. Wenn es sich 
um längere Zeiten handelt oder wenn gar die Beobachtungen eines Planetoiden 
aus mehreren Oppositionen zu berücksichtigen sind, wachsen die Störungs- 
beträge so stark an, daß ihre Berechnung besondere numerische Methoden 
(„spezielle Störungsrechnung“) erfordert, die erst im Band II dieses Werkes im 
Zusammenhang mit dem Dreikörperproblem entwickelt werden sollen. Eine 
Methode, bei der die Störungen schon im Zuge der ersten Bahnbestimmung in 
Rechnung gestellt werden, ist von LEUSCHNER angegeben worden, eine andere 
(Methode von NUMEROFF) findet der Leser im nächsten Kapitel (Abschn. 87). 

4. Meistens werden die Widersprüche, die beim Einsetzen der aus der ersten 
Bahnbestimmung stammenden Anfangswerte übrigbleiben, bereits so klein 
sein, daß ihre durch die zufälligen Beobachtungsfehler hervorgerufene Streuung 
merklich größer ist als der aus den Fehlern der Anfangswerte stammende zeit- 
liche Gang (,‚Trend“). Dieser systematische Gang der Widersprüche, den man 
auch durch Glättung der als Funktion der Zwischenzeit aufgetragenen Wider- 
sprüche ö,(r) und e,(r) herausarbeiten könnte, wird im allgemeinen sehr wenig 
gekrümmt sein, so daß man ihn für kleinere Zeitintervalle als linear ansehen 
kann. In diesem Fall wird man das Ergebnis der Ausgleichung nur unmerklich 
(d.h. weit innerhalb der durch die zufälligen Beobachtungsfehler gegebenen 
Unsicherheitsgrenzen) beeinflussen, wenn man jeweils mehrere zeitlich benach- 
barte Beobachtungsdaten durch Bildung arithmetischer Mittel zusammenfaßt 
(d.h., daß man das Mittel der Widersprüche dem Mittel der Beobachtungs- 
zeiten zuschreibt) und diese „Normalörter“ der Ausgleichung unterwirft. Man 
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kann auf diese Weise die Zahl der Fehlergleichungen erheblich vermindern und 
dadurch die Bildung der Normalgleichungen wesentlich erleichtern. In günstig 
gelegenen Fällen gelingt es mitunter, die Anzahl der Normalörter auf drei 
herabzudrücken. Das Problem ist dann bereits bestimmt, eine Ausgleichung 
erübrigt sich also. | 


78. Berücksichtigung von Störungen. Definitive Bahnen 


Bei allen bisherigen Lösungen des Bahnbestimmungsproblems wurde voraus- 
gesetzt, daß der Himmelskörper sich streng in einer ungestörten Kegelschnitt- 
bahn bewegt. Das ist zulässig, solange die Beobachtungen, auf denen die Bahn- 
bestimmung beruht, ein.so kurzes Bahnstück 
überdecken, daß die Gestalt der Bahn durch 
die deformierende Wirkung der störenden 
Kräfte weniger beeinflußt wird als ihre Be- 
rechnung durch die zufälligen Beobachtungs- 
fehler. Als obere Schranke für das Zeitintervall, 
in dem die Beobachtungen eingeschlossen sein 
müssen, damit eine Bahnbestimmung ohne Be- S— | 
rücksichtigung der Störungen zulässig ist, wird Abb. 50. 

bei Planetoiden meist eine Spanne von sechzig Dreieck Sonne-Planet- Jupiter. 
Tagen angesetzt, doch kann dieser Betrag je 

nach den Umständen und nach der angestrebten Rechengenauigkeit auch 
größer oder kleiner sein. 

Die Kegelschnittbahn, die sich ergibt, wenn man die Anfangswerte x, ... 2, 
zur Epoche ? = i, einer ungestörten Bewegung um die Sonne zugrunde legt, 
heißt die "osleulierende Bahn“ (lat. osculari = anschmiegen, küssen), da sie 
sich der wirklichen, gestörten, mit der sie die Anfangswerte (den Ortsvektor p, 
und den Geschwindigkeitsvektor }, zur Zeit £,) gemeinsam hat, im Zeitpunkt 7, 
der „Oskulationsepoche“, anschmiegt. Erst die zweite Ableitung des Oitsvek- 
tors nach der Zeit, die Beschleunigung $,, und die höheren Differentialquotien- 
ten sind für die wahre und die oskulierende Bahn verschieden, da infolge des 
Hinzutretens der störenden Kräfte der gestörten Bewegung ein anderes Attrak- 
tionsgesetz zugrundeliegt. 

Sei p der von der Sonne zum Planeten führende Ortsvektor (Abb. 50), p, der 
heliozentrische Ortsvektor des störenden Planeten J, (Jupiter) und q, = pP 
der Vektor, der vom Planetoiden zum störenden Planeten führt, und sei 


Ipl=r; IH|l=nN; Iq| 01. 


Dann wird, wie bekannt, die ungestörte Bewegung des Planetoiden durch die 
Differentialgleichung 


dargestellt. Durch den Störplaneten J,, dessen Masse, ausgedrückt in Einheiten 
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der Sonnenmasse, m, sei, erleiden Planetoid und Sonne Beschleunigungen, die 
nach Größe und Richtung durch die Vektoren 


(VIIT; 81) m bzw. mt 
01 r 


dargestellt werden. Die Beschleunigung des Vektors SP = p wird also durch 
die Differenz der beiden Beschleunigungen (VIII; 81) vermehrt, die seine Enden 
P und S zusätzlich erleiden. Die Bewegung des Planetoiden genügt also, wenn 
wir nur die Störung durch den Planeten Jupiter (m, = 1/1047) berücksich- 
tigen, der Differentialgleichung 


(VIIL; 82) ee „(4 = a. 
1 


3 3 
4 01 


Für jeden weiteren Störplaneten, dessen Einfluß berücksichtigt werden soll, 
tritt ein entsprechendes, seiner Masse proportionales Störungsglied hinzu. 

Ist ein Himmelskörper lange Zeit hindurch beobachtet worden (z.B. ein 
Komet während der gesamten Sichtbarkeitsdauer oder ein Planetoid in meh- 
reren Oppositionen), so wird man die Abweichungen zwischen der gestörten 
und der oskulierenden Bahn durch Integration des Differentialgleichungs- 
systems (VIII; 82) zu ermitteln haben. Das geschieht, wie schon im vorigen 
Abschnitt erwähnt wurde, durch die Berechnung „spezieller Störungen“, deren 
Methoden im nächsten Band behandelt werden sollen. Bei der Verbesserung 
der oskulierenden Bahnelemente wegen der Störungen wird man so vorgehen, 
daß man die Störungsbeträge, um die sich die Koordinaten infolge der Wirkung 
der Störungskräfte ändern, von den beobachteten Koordinaten abzieht. Man 
erhält dann ungestörte Größen, mit denen man nach den im Abschn. 77 be- 
handelten Methoden der Bahnverbesserung die ursprünglichen Ausgangswerte 
korrigieren kann. Wenn nötig, ist das Verfahren mit den verbesserten Anfangs- 
werten zu wiederholen. Die so erhaltenen endgültigen Orts- und Geschwindig- 
keitskoordinaten bestimmen die definitive oskulierende Bahn des Himmelskör- 
pers. Ihre Elemente werden die größtmögliche Genauigkeit aufweisen, die auf 
Grund des verfügbaren Beobachtungsmaterials erwartet werden kann. 

Wenn es sich nur darum handelt, eine Bahnbestimmung aus einem Zeitinter- 
vall durchzuführen, das relativ kurz, aber doch zu lang ist, als daß man die 
Störungen ganz außer acht lassen dürfte, so genügt es, für die Störungen ge- 
näherte Werte zu benutzen, wie man sie leicht erhält, wenn man die gestörten 
Koordinaten in Potenzreihen nach der Zwischenzeit entwickelt und von den 
mit der Masse des störenden Körpers multiplizierten Termen nur die ersten 
berücksichtigt. Eine Entwicklungsformel, die für Planetoidenörter im Laufe 
einer Sichtbarkeitsperiode brauchbar ist, erhält man leicht, wenn man (wie es 
in Abschn. 56 für die ungestörte Bewegung gezeigt wurde) die Koeffizienten 


der TAyLogschen Reihe 
3 3 


„ T ” 
e)=, + rt Dr -L rt en 
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(und entsprechender Reihen für y und z) mit Hilfe der Differentialgleichung 
(VIII; 82) 


T, 3 Be 4% _ 2 
(VIII; 83) en + m, Be - 


und der für Jupiter gültigen Bewegungsgleichung!) 
(VIII; 84) 4=-(tm 
1 


nebst den sukzessiven Ableitungen dieser Ausdrücke nach der Zeit bestimmt. 
Die beim Differenzieren neu auftretenden zweiten Ableitungen sind dabei stets 
durch (VIII; 83, 84) zu eliminieren. 

Schreibt man zur Abkürzung 


n-%=:, ı-Y=m A1-:-h ditm+ü=e) 


so erhält man 


Ferner setze man symbolisch 
)=aht yYhıt ai; (ac) = ht mmt+ Al: 


Dann ergibt sich für die von der Masse des Störplaneten abhängigen Anteile an 
den Koordinaten des gestörten Körpers bis zur 3.Ordnung in den Zwischen- 
zeiten einschließlich 


(VIIL; 85) 
(x) = m u = im Ar _ a = (ee _ nl Eur 


3 3 3 5 5 
2 \@1 1) 01 41 01 41 


Die nächst höheren Terme haben bereits eine sehr verwickelte Form, anderer- 
seits sind sie (wenn nicht gerade eine sehr nahe Begegnung der beiden Körper 
stattfindet, also 0, klein wird) bei den mäßigen Zwischenzeiten, die bei Plane- 
toiden während einer Opposition vorkommen, stets klein genug, um vernach- 
lässigt zu werden. 

Für eine rohe Abschätzung der Störungsbeträge für den Fall eines Plane- 
toiden in mittlerem Sonnenabstand genügt es, den ersten Term der Reihe 
(VIII; 85) zu berechnen. Der Einfachheit halber sei angenommen, daß beide 
Körper in der x, y-Ebene um die Sonne laufen und daß die Bahnen kreis- 
förmig sind. Wir setzen dann die runden Zahlenwerte m, = 1/1000, 7, = 5, 
r = 2.5 an, die etwa den durchschnittlichen Verhältnissen entsprechen, die man 
bei den durch Jupiter gestörten Planetoiden antrifft. Die y-Achse des Koordi- 


1) Da die Koordinaten x,, .. 2, in (VIII; 83) mit dem kleinen Faktor m, behaftet . 
sind, genügt es, eine ungestörte Bahnbewegung des störenden Planeten gemäß 
(VIII; 84) anzusetzen. 
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natensystems sei z.Z. der Epoche i, nach dem Ort des Jupiter gerichtet, die 
Längendifferenz zwischen Planetoid und Jupiter sei 4. Dann ist x, = 0, y, = 1N; 
x=—rsind, y=rcos4, und man erhält für drei. charakteristische Stel- 
lungen 


A = 0° (Konjunktin); A= +90° (Quadratur); A = 180° (Opposition) 


des Planeten zu Jupiter folgende numerischen Werte für die in den Störungs- 
gliedern | 
IM 7? — x 
HOLE A); 00) m (A A) 


3 3 3. 
2 ei 4 2 21: r 


2 
mit m, — multiplizierten Ausdrücke: 


’ aa _a MEN. 
3 y3 3 y3 
| 01 1 0] 1 
l 
[0) 

6) Oo 0.120 

+ 90° + 0.014 — 0.0II 

180° 6) — 0.022 


Für eine Zwischenzeit von I/k = 58.13 Tagen (? = +1), die, wenn man von 
der Mitte des Beobachtungszeitraums als Epoche ausgeht, nur selten über- 
troffen wird, sind diese Beträge noch mit 1/2000 zu multiplizieren. Der größte 
Störungseffekt, der sich während der größten Annäherung der beiden Him- 
melskörper bemerkbar macht, vergrößert also die nach dem Störplaneten ge- 
richtete Komponente des Ortsvektors um etwa 6 Einheiten der fünften Dezi- 
male, während in der Quadratur und in der Opposition der störende Einfluß 
dieses Terms etwa um eine Größenordnung kleiner ist. 

Diese Abschätzung zeigt, daß es bei ersten Bahnbestimmungen auch bei 
größeren Zwischenzeiten nicht nötig ist, die Entwicklung der Koordinaten bzw. 
der Größen F und G genauer durchzuführen, als dies etwa mit Hilfe der For- 
meln (VII; 20) vorgesehen ist. Denn wenn die in diesen für die Rechnung sehr 
bequemen Formeln vernachlässigten Glieder merkliche Beträge erreichen soll- 
ten, werden diese kaum größer sein als die ebenfalls vernachlässigten Jupiter- 
störungen. Eine strenge Berechnung der Koordinaten lohnt sich nur dann, 
wenn man auch die Störungen mit berücksichtigt, soweit sie die Genauigkeits- 
schwelle der Rechnung überschreiten. Hierzu werden normalerweise die Aus- 
drücke (VIII; 85) ausreichen!). 


t) Siehe auch K.Stumprr: Untersuchungen über das Problem der speziellen Stö- 
rungen in den rechtwinkligen Koordinaten. Astron. Nachr. 273, 105 (1942). 


KAPITEL IX 


BAHNBESTIMMUNG DER HIMMELSKÖRPER 
NACH DEM GAUSSSCHEN PRINZIP 


79. Bahnbestimmung als Randwertproblem 


Während die bisher beschriebenen Methoden der Bahnbestimmung stets auf 
die Ermittlung der Anfangsbedingungen (VIII;63) für die Bewegung des 
Himmelskörpers, bezogen auf einen Zeitpunkt ? = i,, abzielten, ist das von 
C.F. Gauss und W. OLBERS in ihren klassischen Arbeiten verfolgte Prinzip 
(das übrigens auch schon von LAGRANGE formuliert, aber noch nicht auf eine 
praktisch verwendbare Form gebracht worden ist) das der Ermittlung von zwei 
vollständigen heliozentrischen Örtern 


41, Y1»21: #3 Ya» % 


des Himmelskörpers zu den beiden Beobachtungszeiten ?, und Z,. Aus ihnen 
können ja (siehe Abschn. 50-52) die Kegelschnittelemente der Bahn berechnet 
werden. Ein wesentlicher Vorteil dieses Prinzips springt in die Augen: Während 
es bei den Bahnbestimmungen über die Anfangswerte nötig war, sechs Un- 
bekannte in die Rechnung einzuführen und fortlaufend zu iterieren, erfordert 
das Gausssche Prinzip im wesentlichen nur deren zwei, nämlich die geozen- 
trischen Distanzen o,, 0, der beiden äußeren der drei Örter, denn durch sie und 
die beobachteten sphärischen Koordinaten &, 65; &, Ö, bzw. Ay, Bi; Ag, Ps» 
wenn man im System der Ekliptik rechnet, sind ja die topozentrischen Koordi- 
naten &,n, & und demnach, in Verbindung mit den Sonnenkoordinaten X, Y,Z, 
die beiden zu £, und £, gehörenden räumlichen Örter bestimmt. 

Der Grundgedanke der Gaussschen Methode läßt sich leicht geometrisch 
verständlich machen, Gegeben sind durch die Beobachtungen drei Richtungen 
im Raum, die von den drei Beobachtungsörtern B,, B,, B, (oder von den drei 
locis fictis F}, F,, F,) zu denin unbekannten Entfernungen liegenden Planeten- 
örtern P,, Pa, P, hinführen. Von diesen wissen wir, daß sie auf einer Ebene 
liegen, die durch den Sonnenmittelpunkt hindurchgeht. Die Aufgabe lautet 
dann, die Lagekoordinaten (f, SL) dieser Ebene so zu bestimmen, daß die 
Schnittpunkte der Ebene mit den drei Geraden so beschaffen sind, daß sie den 
Keprerschen Gesetzen genügen. Das bedeutet aber folgendes: Aus Abschn. 50 
wissen wir, daß je zwei Örter, etwa P, und P,, zusammen mit der Zwischen- 
zeit }, — i,, eine Krprersche Bahn definieren; die Aufgabe wird also gelöst 
sein, wenn es gelingt, die Ebene (f, $%) bzw. die Distanzen (p,, 05, 0,) SO zu 
bestimmen, daß jede der drei Kombinationen (P,P,), (P,, P3), (Pı, P,) auf 
dieselbe Bahn führt. Es müssen also insbesondere die zwischen den Endpunkten 
dieser Intervalle ausgespannten Kegelschnittsektoren den zugehörigen Zwi- 
schenzeiten proportional sein. 

Man könnte eine erste Näherung für die gesuchten Größen erlangen, wenn 
man die Verhältnisse der Sektoren durch die der Dreiecke ersetzt, deren In- 


26 Stumpff, Himmelsmechanik 
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halte man direkt durch die Koordinaten der Örter ausdrücken kann. In 
Abschn. 65 ist gezeigt worden, daß die Dreiecksflächen sich angenähert wie die 
Zwischenzeiten verhalten, wenn diese klein sind, und daß die Abweichungen 
von der zweiten, bei annähernd äquidistanten Beobachtungszeiten von der 
3.Ordnung in den Zwischenzeiten sind. Diese Näherung wäre aber streng nur 
für eine geradlinig-gleichförmige Bewegung zwischen den beiden Bahnpunkten 
erfüllt, d.h. unter Vernachlässigung der auf den Planeten wirkenden Attrak- 
tionskraft. Es ist aber notwendig (und hier gelten die gleichen Überlegungen 
wie im vorigen Kapitel), die dynamischen Beziehungen zwischen den Planeten- 
örtern von Anfang an wenigstens genähert zu berücksichtigen. Man kann also 
die.eben angedeutete Vereinfachung nur dann anwenden, wenn die dynami- 
schen Zusammenhänge anderweitig zum Ausdruck kommen. Das ist z.B. bei 
der Bestimmung von Parabelbahnen der Fall, denn dort konnte (Abschn. 75) 
die Bedingung (VIII; 76) eingeführt werden; auch die EuLersche Gleichung 
(VI; 13), die OLBERS in seiner Methode der Kometenbestimmung (Abschn. 84) 
verwendet, leistet dieselben Dienste. 

Bei der Bahnbestimmung aus drei Beobachtungen ohne Voraussetzung über 
die Exzentrizität wird man, um die Dynamik des Vorgangs wenigstens ge- 
nähert ausdrücken zu können (ohne andere Unbekannte außer den Ortskoordi- 
naten benutzen zu müssen), die Entwicklung der Verhältnisse der Dreiecks- 
flächen nach Potenzen der Zwischenzeit bis zu jenem Gliede ausdehnen müssen, 
das u = r5° als Faktor enthält. Es ist also | 


zu setzen, und in Verbindung mit den rein geometrischen Gegebenheiten führt 
diese Beziehung wieder auf die Gleichung achten Grades für 7, bzw. die GAUSS- 
sche Gleichung (VIII; 36), die somit auch hier als Schlüsselgleichung des Pro- 
blems auftreten wird. 

Aus diesen zunächst ganz heuristischen Überlegungen geht bereits hervor, 
daß in bestimmten Fällen eine Bahnbestimmung aus drei Beobachtungen un- 
möglich ist, nämlich immer dann, wenn mindestens eine der drei Richtungs- 
geraden B,P, in der Bahnebene liegt, da dann ein eindeutig definierter Schnitt- 
punkt zwischen der Geraden und der Ebene nicht existiert. Das trifft nament- 
lich dann zu, wenn sich der Himmelskörper in der Ekliptik bewegt, denn dann 
fallen sogar alle drei Geraden in die Bahnebene; ferner dann, wenn einer der 
drei sphärischen Örter mit dem Gegenpunkt der Sonne (oder, was allerdings 
praktisch bedeutungslos ist, mit dem sphärischen Sonnenort selbst) zusammen- 
fällt, denn dann geht ja die betreffende Gerade durch die Sonne und gehört 
somit der Bahnebene an. 

Die Gausssche Methode der Bahnbestimmung wird dem Anfänger, im 
Gegensatz zu den Methoden nach dem LapLAczschen Prinzip, immer sehr ver- 
wickelt und undurchsichtig erscheinen. Das liegt daran, daß Gauss in aller- 
dings genialer Weise den Formalismus seines Verfahrens den Bedürfnissen des 
praktischen Rechners (zu seiner Zeit also der logarithmisch-trigonometrischen 


Bahnbestimmung als Randwertproblem 403 


Rechenweise) anzupassen bemüht war. Dadurch ist in den klassischen Dar- 
stellungen dieser Methode die Klarheit der Gedankenführung durch z.T. un- 
übersichtliche Rechenoperationen verdeckt worden. Dennoch ist es kaum 
schwieriger als bei den im vorigen Kapitel behandelten Methoden, den Gang 
der Überlegungen mit wenigen Strichen deutlich werden zu lassen, wenn man 
das Gewicht zunächst auf die Idee und weniger auf die Art ihrer rechnerischen 
Verwirklichung legt. Sehr zustatten kommt diesem Zweck die Verwendung der 
vektoriellen Schreibweise, die in den älteren Darstellungen fast immer vermie- 
den worden ist. 

Hier möge auf die sehr eindrucksvolle Analyse des Bahnbestimmungsproblems 
als einer Randwertaufgabe verwiesen werden, die wir H.BucErivs!) verdan- 
ken und die an das anknüpft, wasin Abschn. 47 über die Integralgleichung des 
Zweikörperproblems gesagt worden ist. Seien p,(f,) und p,(f,) die Randwerte 
des Ortsvektors p(f) im Intervall, <?<i, und wählt man 4, — i, als Zeit- 
einheit, so ist, mit x = (tl, — i,) als Gravitationskonstante und, =0,,=1, 


1. 


WR; N = .[x6. ads: 76) = oo) 


0 


die Integralgleichung, der p (f) genügt. Dabei ist 


" ut . t—t 
(IX; 2) P)=Pı ar + Ps , —e = + Pl) 


eine lineare Funktion der Zeit, die einer Bewegung entspricht, die geradlinig 
und gleichförmig zwischen den beiden Randörtern erfolgt. Ferner ist der Kern 
der Integralgleichung 

(1X; 3) RN =| 


sr -!) für osssit, 
(1 —-s) für i<s<ı. 

Man kann nun, falls p, und p, nicht kollinear, d.h. nicht gleich oder entgegen- 
gesetzt gerichtet sind (was man immer ausschließen darf), p(?) als Resultante 


zweier Vektoren betrachten, deren Richtungen in die von p, und b, fallen, d.h., 
es darf | 


(IX; 4) PM Pt Rs) P3 


gesetzt werden, wo n,(f) und n,(£) zwei skalare Funktionen der Zeit und der 
Koordinaten von p, und p, sind. Diese Komponentenzerlegung des Ortsvektors 
tritt an die Stelle der Zerlegung (V; 12) im Anfangswertproblem. 

Multipliziert man (IX; 4) vektoriell mit p, bzw. p,, so erhält man 


[PP3] = mlPıP3l; [PP] = nz |PıP3] 


1) „Bahnbestimmung als Randwertproblem“ I-V: Astron. Nachr. 278, 193, 204; 
280, 73; 28I, 97; 282, 107 (1950-1955). 
26* 
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oder, wenn man unter [P,p,] die Beträge dieser sämtlich kollinearen, nämlich 
nach dem Pol der Bahnebene gerichteten Vektorprodukte versteht, 


[PP3]| [PıP] 
== ‚nn = . 

na 
Diese Größen, die im Randwertproblem die gleiche Rolle spielen wie im An- 
fangswertproblem die Funktionen F und G, sind demnach nichts anderes als die 


Verhältnisse der von den betreffenden Vektoren gebildeten Dreiecke. Speziell 
ist für!=b% 


(IX; 5) N) 


n, () 


ra: [PaP3] , En [PıPel 
= ® Ve) [Pi Pa] 


Setzt man (IX; 4) in die Integralgleichung (IX; ı) ein, so ergibt sich 


1 
NP + NP; = pl DH Pr #[K6 Te zn. 


Ö 
Diese Gleichung zerfällt also in zwei skalare Integralgleichungen 


1 


"M=ı-trt »[K69 re 
(IX; 6) Ö 
3 d 
(0) = ek 
wobei z 


IK) rO=r=ms)pi+ 2m) nl) (Pıds) + n3(s) P5 


zu setzen ist. 
Wären nun die Dreiecksverhältnisse (IX; 5) bekannt, so ließe sich das Pro- 
blem streng lösen. Es ist 


(IX; 8) = 4%, ([=123), 
wenn durch die Vektoren 
p(x,y,z) die heliozentrischen Planetenörter, 
(IX; 0) qa(&,n,£&) die topozentrischen Planetenörter, 
3(X, Y,Z) die topozentrischen Sonnenörter 


dargestellt werden. Setzt man, für = i,, (IX; 8) in (IX; 4) ein und schreibt 
man kürzer n,(%) = n, (1 = 1, 3), so erhält man 


(IX; 10) N mt NG = Mm — dt N. 
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Für die Erdbahnlösung (Beobachtungsort oder locus fictus) sind die q, = 0, 
und es ist, wenn die der Erdbahn entsprechenden Dreiecksverhältnisse mit 


_Bil, „_ Bi 
Tu a 


bezeichnet werden, 

(IX; ıı) o= N, —%+ Ny3, 

so daß man statt (IX; ıo) auch 

(IX; 12) het = Mm —N)At (N —N;)% 


schreiben kann. 
Nun seien im System der Ekliptik 


0,=0,cosP, 


die „kurtierten Distanzen“, d.h. die Projektionen der topozentrischen Di- 
stanzen o, auf die Ekliptikebene. Wenn man dann mit 


(IX; 13) (fg, h); A=cosAh, g=sind, ,=1tg P: 
Vektoren in der Richtung der q, bezeichnet, so wird 
> 0;l. 


Setzt man dies in (IX; ı2) ein und multipliziert diese Gleichung skalar mit 
fi,i,], so erhält man 


(IX; 14) 0, (tyiaiz) = (N — 7) (tidrig) + (Nz — ns) (i1dzi;). 


Dabei ist für gemischte Produkte aus Vektoren a(a,,a,,a,), b(b,, da, bs), 
C(C,, Co, 63) allgemein 

| a 5b, © 

B)=ı% 5 na |=(abı) 
Ag 65 6 

gesetzt worden, und es darf dabei die Reihenfolge der Vektoren zyklisch ver- 
tauscht werden, während der Ausdruck das entgegengesetzte Vorzeichen an- 
nimmt, wenn zwei Vektoren die Plätze wechseln. 


Multipliziert man ferner (IX; ı2) nacheinander vektoriell mit ij, i, und da- 
nach nacheinander skalar mit 3,, d,, SO entstehen die Beziehungen 


— 0 (191,31) + 30; (i3tı34) = (N, — N,) (331,3) 


N19, (11335) — Oaltelzt,) = (m, — N}) (811385) 
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oder 
03 


25 Se N 
0, (11z8,) = 7, (121535) + u = ) (3,3313) , 


(IX; 15) 
Er Os N. 
05 (11133) = —_ (uleßı) 7 © = | (31 831,) 
3 


3 / 
zur Bestimmung von o, und o, aus o,. Multipliziert man schließlich (IX; 12) 
vektoriell mit i, und danach skalar mit 3,, so erhält man als Kontrollbeziehung 
zwischen o, und o, noch die Gleichung 


2,0, (I1ladg) + 0305 (i31,8,) = (n, — N}) (&1ig8e) + (nz — N;) (&31,3,) 


oder a N-n 


we RE N. 
Oz (ig1g8,) = 0, (i1igßs) nu : 
3 


, — N: i 
(&112,) — on (&21,3;). 
3 3 


Es ist aber nach (IX; ı1) 


= N, 2: 
N(1188) + N5 (812%) = 0, also (8i53,) = m (31133,). 
Ns 
Setzt man dies ein, so nimmt die soeben abgeleitete Kontrollgleichung die be- 
merkenswerte Form 


ei N: N N 
(IX; 16) 05 (121385) = re (413) + m = N, (313215) 
an. 
Die Aufgabe der Bahnbestimmung ist lösbar, wenn es gelingt, für die Drei- 
ecksverhältnisse n,, n, hinreichend gute Näherungswerte abzuleiten. Dann er- 
hält man o, aus (IX; ı4) und o,, o, aus (IX; 15) und damit genäherte o,. Es 
sind dann alle Daten gegeben, um die Dreiecksverhältnisse genauer berechnen 
zu können und mit ihnen das Iterationsverfahren fortzusetzen. Mit dieser Be- 
merkung ist der Gang der Hypothesenrechnung, der später (Abschn. 81) noch 
präziser zu formulieren sein wird, in großen Zügen angedeutet. In der Praxis 
kommt es also darauf an, eine Methode zu entwickeln, um geeignete Ausgangs- 
werte für die Dreiecksverhältnisse zu gewinnen, die eine möglichst rasche Kon- 
vergenz des Iterationsverfahrens gewährleisten. Daß die rohen Näherungen, die 
man erhält, wenn man die Dreiecksverhältnisse den Verhältnissen der Zwischen- 
zeit gleichsetzt, dazu nicht ausreichen, haben wir bereits weiter oben begründet. 


80. Die Entwicklung der Dreiecksverhältnisse nach Potenzen der 
Zwischenzeiten 


Die Dreiecksverhältnisse lassen sich nach den uns schon bekannten Methoden 
als Funktionen der Zwischenzeiten darstellen, die wir hier, um die Nomen- 
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klatur der klassischen Literatur zu verwenden, abweichend von den früheren 
Bezeichnungen, in der Form 


y=kl bh); neh hd) yehle 4) 


festsetzen wollen. Alle r, sind hier also positiv, und es gilt zwischen ihnen die 
Beziehung 
IT, = [21 + Ta . 


Es ist dann, wenn wir p, und p, in üblicher Weise durch p, und $, ausdrücken, 
1 =MFıt 6; 9 Pf; + Pabz, 

und es gilt nach (VIII; 72) für die Inhalte der doppelten Dreiecksflächen 
[PıP2] = —-[PaPel Gı; [Papa] = [Pate] G3; 
[PıP3] = [Pa Pe] (F 6 — HF 6): 

Für die Verhältnisse der Dreiecksflächen erhält man somit 


2 6 = G 
"anna AT Tn-BG 


Ferner ist nach (VII; 9, 12, 13) 

I I I I 
F= REN NS 2 = 3 — 1...’ ==> en He 2 = 8° _ FR ; 
"“f=I z pet „pet ;G [: Ber un ). 


also, wenn wir in F,,G, bzw. F,, G,, entsprechend der oben eingeführten neuen 
Bezeichnung der Zwischenzeiten, 


T=-1% bw t=n7 
setzen, 
ner Ind Ede Gen Ent Eunt-.), 
PR,=I- —ui+ —not .., = al? —_ ut nor er .) 
und schließlich, wegen , + = T,, 
F&-FG=-1%|1-— ur + zuod M—- 1%) — -- 


bis zur 4. Ordnung in den Zwischenzeiten genau. Es ist demnach 


1- Zur} Iuord 
Tı sen rs 1 


I I 
ET SET En 
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I I 
I rat Ron up een 
oder, wenn man die Division ausführt, bis zur 3. Ordnung genau 


T I I 
n,(b) = = E I gra H+n)+ „rt (35-7) + Bi 
(IX; 17) 
Ts I I 5 
N (tg) = en E Eu sea (Ta +3) - won (H% -1T)+ - . 
2 4 
In diesen Formeln ist u = 73° und uo = fgrz*. Da nun aber in der GAussschen 
Methode (im Gegensatz zu den Methoden nach dem Lapraczschen Prinzip) 


die Verwendung von Geschwindigkeiten prinzipiell vermieden wird, werden die 
Glieder von der 3.Ordnung ab vernachlässigt. Die Näherungswerte 


m=2[r+2 51 + a|-&4 nn +), 


Ta 6 r3 T, 6r3 Ta 

(IX; 18) Be 
1 un +W)|_ %, ı% 7 
iz le + 6 rz | \ br (7+ s 


sind von ENCKE eingeführt worden, während GAUSss noch die weniger genauen 
Werte 


. _ 1 ‚Itz\, _ 3 Tı 73 
(IX; 19) N = \: + ar? ’ Ng \: Es ie) 


[7 Ta 


benutzt hat, in die die Enckeschen übergehen, wenn die Zwischenzeiten gleich 
sind, denn dann kann tr, = 27, = 27, gesetzt werden. 

Übrigens ist es sehr leicht, wie BucERIUs!) gezeigt hat, diese und andere 
Näherungen direkt aus den Integralgleichungen (IX; 6) zu gewinnen. Setzt 
man x = k(t, — 4) = T, und nach (IX; 2) 


so folgt aus (IX; 6) 


T N1($ 
N, (fe) = z T Alk Rn ds, 


(IX; 20) 


1) Astron. Nachr. 278, 193 (1950). 


Die Entwicklung der Dreiecksverhältnisse 409 


Man kann dann nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung 
1 1 
[K(s,%) #9) ds = Fo) [K (6,1) ds 
6 \ 


setzen, wo f(c) einen Mittelwert der stets positiven Funktionen 


9-4 bzw. fe) 


r°(s) r?(s) 
darstellt. Da nun 


1 t, 1 


[x6was - [st -ds+ [a6 Bet —b) ut, 
2 275 


ö ö b; 


so erhält man eine Näherung für die Ausdrücke (IX; 20), wenn man als Mittel- 
werte für #, bzw. n, die Verhältnisse der Zwischenzeiten z,/7, bzw. t,/t, und 
als Mittelwert von 7(s) den Wert », annimmt. Es folgen dann unmittelbar die 
Gaussschen Näherungen (IX; 19). 

Eine weitaus bessere Näherung erhält man, wenn man in den Ausdrücken 


LIVE BırOl 
[Pıpal [Pipal 


im Integranden den unbekannten Verlauf der Funktion p(s) dadurch anzu- 
nähern sucht, daß man p(s) = $(s) setzt, also eine geradlinig-gleichförmige 
Bewegung längs der Sehne annimmt. Man erhält dann nach (IX; 2) 


Bes = ll -S); Pl] = IPpıPal s, 


n,(s) = bzw. n,(s) = 


und es ist 


[x« Lu) (1 —-s)ds= ne (, — I) (bg — 2) = Ta (H-+RB), 


I I 
[runs = gel 5) = 6,8 9) = un %3). 
0 


Auf diese Weise ergeben sich die Enckeschen Formeln (IX; 18). 

In diesen Versuchen ist immer r, als Mittelwert der Funktion r(s) vor das 
Integral gesetzt worden, obwohl das nicht immer vertretbar ist, denn es könnte 
der Fall eintreten, daß r, gerade einem Extremum der Funktion 7 (s) entspricht, 
d.h. also i, auf die Durchgangszeit durch das Perihel oder Aphel der Bahn 
fällt. In den meisten Fällen wird aber 7, zwischen den Randwerten , und 7, 
liegen, und es bedeutet natürlich eine wesentliche Erleichterung des Problems, 
wenn man 7, als Mittelwert benutzen kann. Die allgemeinste Lösung, die sich 
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auf diese Weise erzielen läßt, führt auf lineare Integralgleichungen von der 
Form 


1 
(IX; 2r) li) = mi) -A[K(s to) m, (ds, (= 1,3) 
10) 
wo 
y7 
T T T3 
er 15; Be 


gesetzt worden ist. Die Lösungen der homogenen Integralgleichung 
: 
(IX; 22) o= pl) — A[K(s,%) p(s) ds 
0 


sind, wenn a und b zwei konstante Größen bedeuten, von der Form 
p=asin (t, YA) +5 cos (f, YA), 
denn durch zweimaliges Differenzieren von (IX; 22) nach i, entsteht die äqui- 
valente Differentialgleichung 
= 49, 
die diese allgemeine Lösung hat. Nun folgen aber aus (IX; 22) die Rand- 
bedingungen 
Yo)=PM)=o, 
da.der Kern für , = oundi, = I identisch verschwindet. Als einzige Lösungen 
der homogenen Gleichung erhält man demnach die „Eigenfunktionen“ 


9,5) = a sin (tz YA) O2 I) 


die den „Eigenwerten“ A, = (vr)? entsprechen. 

Die Theorie der linearen Integralgleichungen lehrt, daß die inhomogene Glei- 
chung (IX; 2ı) nur dann eine wohlbestimmte Lösung hat, wenn 4 von den 
Eigenwerten 4, des homogenen Problems verschieden ist. In unserem Fall be- 

3 


sagt das, daß Tate” + vr sein muß; speziell soll also (bei kleinen Zwischen- 


zeiten) YA < x sein. 
De Lösung der Integralgleichung (IX; 21) läßt sich dann durch die Nzv- 
MANNsche Reihe 


n, — AD A ABAH+ ABI + ADB + .. (f=13) 
darstellen, wo die Koeffizienten A® nacheinander durch die Rekursion 
AP= 6) 1" en 
, für ı=3, 
1 
aP= [Kst) AP )ds; AP = [K(s,t) AP(s) ds; 
0 ö 
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gefunden werden. Wendet man diese Formeln auf den Kern (IX; 3) und die 
Funktionen f, an, so erhält man die Reihenentwicklungen 


u %(5+ zo i-pint47g, 
Ar, + a2 TZ 360 »8 a I 
(IX; 23) 
1% un +%) 35-47, ,, 
oz 15 E . 673 r 360 r$ we 


deren Anfangsglieder wiederum der Enckeschen Näherung entsprechen. Diese 
Entwicklungen, die übrigens auch in der geschlossenen Form 


_ sin (z,/ fr?) ‚Ir! 
sin (1,/Yrg® sin (t,/Yr58)” 


geschrieben werden können, sind streng, wenn die Bahn ein Kreis ist, da dann 
Y=1, = const ist, die Gleichung (IX; 2ı) also exakt gilt. Bei Planetoiden mit 
schwach exzentrischen Bahnen wird also der Fehler dieser Näherung (und bei 
genügend kleinen und möglichst gleichen Zwischenzeiten auch der Fehler der 
Enckeschen Formel) klein sein, während er bei langgestreckten Ellipsen, ins- 
besondere in Perihelnähe, größere Beträge annehmen kann. H.Bucerivs hat 
loc. cit. verschiedene interessante Versuche unternommen, um noch bessere 
Näherungen zu erzielen, etwa dadurch, daß er auch im Nenner der im Inte- 
granden von (IX; 20) auftretenden Funktion #/r? die lineare Abhängigkeit von 
der Zeit einführt, d.h. den Vektor p durch $ ersetzt. Die sich dabei ergebenden 
Formeln sind aber für die Bedürfnisse der praktischen Rechnung bereits zu 
kompliziert. Es kommt ja hier nicht unbedingt darauf an, auf Anhieb schon die 
endgültige Lösung in die Hand zu bekommen, sondern man verlangt Näherun- 
gen, die als Ausgangsbasis für ein Iterationsverfahren brauchbar sind. Das 
leisten aber die Enckeschen Formeln, die einen ausgezeichneten Kompromiß 
zwischen den beiden einander widerstrebenden Forderungen nach größtmög- 
licher Einfachheit und größtmöglicher Genauigkeit darstellen. 

Formeln, die genauer als die Enck&schen sind, sind schon von Encke selbst 
und von TH. v. OPPOLZER vorgeschlagen worden. Man erhält sie, wenn man 
aus den ersten Gliedern der Entwicklungen 


(v = I; 3) 


nen uht oe, Rent tuht 
r, und 7, bestimmt: 


Ya —YV 
n= et ; 
15 
(IX; 24) 
YTı + YzTa I Tg = 
1 — (rn +93) zu 
Ta 2 2T9 
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Führt man dies in (IX; 17) ein, so ergibt sich nach kurzer Rechnung 


_ 1 4 ut) _ U NR 
55 Tz E 3 n+n)° % (+9) ” 
(IX; 25) 
_&|,, 4 at 9%) u Nh-% . 
= Ta a 3 N+ 9)? un un (Nn+n)% 


Diese Näherungen, die auch die Glieder 3. Ordnung berücksichtigen, haben aber 
geringere praktische Bedeutung, weil die Koeffizienten von zwei Werten des 
Radiusvektors abhängen. Dasselbe gilt für die Näherungsformeln von J. W. 
GIBBs, die die Formeln (IX; 25) sowohl an Genauigkeit als auch an Einfach- 
heit übertreffen und aus diesem Grunde Beachtung verdienen. Sie enthalten 
zwar alle drei Abstände r,, berücksichtigen aber alle Glieder der Entwick- 
lungen (IX; 17) bis zur 4. Ordnung und sind bei gleichen Zwischenzeiten sogar 
bis zur 5.Ordnung genau. 

Um die GIBBsschen Formeln abzuleiten, eliminiert man aus den fünf Glei- 


chungen 
| Du I 
I, = PD, — Th + — — ih — E 739, + Er an, 


» =r+ + — + + in” 


= -3=h- uhr 2. ’ 
1 
d, = =, + TB, + pt 4+ we 


r 


indem man die höheren Glieder vernachlässigt, die vier Größen %,, ... p]Y und 
erhält dann nach elementarer Rechnung die merkwürdige Beziehung 


4 A A 
nal) ml )tn(r+it)=o 
| 2 v3 


I I I 
A, = — (un - MM); A= -—- (un + 0%: A.=— vu —- 7% 
1 2, ats 1) 2 zZ aunt 2) 3 , te 3) 


bekannte Funktionen der Zwischenzeiten sind. Multipliziert man diese Glei- 
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chung vektoriell mit p, bzw. p,, so findet man 
4 T A 
— [Pı Pe] : En e + mp] — : Ar =) =0, 
2 tz 13 


A A 
[Pı Ps] — \: AR =) — [Pa Pp3]| \: Ar =) = 0 
2 1 


r 
oder 
. I+ Zi + As 
(IX;; 26) nt BA et £ 
rn 73 
2 2 


Das sind die Gıgßsschen Näherungsausdrücke für die Dreiecksverhältnisse, 
die an Genauigkeit die Enckeschen bedeutend übertreffen. Ein Verfahren zur 
praktischen Verwendung dieser Formeln ist von R.VoGEL und W.FABRITIUS 
angegeben worden, über das man in den Originalarbeiten!) oder in Ab- 
schn.94 von J. BAUSCHINGERsS „Bahnbestimmung der Himmelskörper“ nach- 
lesen möge. 
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Die Näherungswerte für die Dreiecksverhältnisse haben die Form 


,, .., ’® 
Hana en 
(IX; 27) z - 
mit = 1; „= 18 (74 40), 
Ta 6 
wenn man sich der Enckeschen Formeln (IX; 18) bedient. Dabei ist zu be- 
merken, daß die Größen n{® bekannt sind und nur noch eine geringfügige Än- 
derung erfahren, wenn im Laufe des Verbesserungsverfahrens die Zwischen- 
zeiten wegen der Lichtzeit korrigiert werden. Die Größen »{” dagegen sind noch 
hypothetisch, da sie Fehler von der 3.Ordnung in den Zwischenzeiten ent- 
halten. 
Führt man die », in der Form (IX; 27) in die Gleichung (IX; 14) ein, so 
erhält man zunächst 


j® 
(IX; 28) 02 — Os sec Pa = k® rs y3°’ 
2 


wo k'® und /®” von bekannten Größen und den noch verbesserungsbedürftigen 
v|® abhängen. Andererseits gilt die geometrische Beziehung 


(IX; 29) 1, = 0% — 209Rz 08 yy + R3, 


!) Astron. Nachr. 128, 225 (1891) und 129; 37 (1892). 
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in der y, den bekannten Winkel zwischen den beiden topozentrischen Rich- 
tungen nach dem Planeten und nach der Sonne zur Zeit ?, darstellt. Aus 
(IX; 28, 29) folgt dann die Gleichung achten Grades oder die Gausssche 
Gleichung, nach deren Auflösung r, und 0, bekannt werden. Damit sind aber 
nach (IX;'27) die », und nach (IX; 15) auch die Größen o,, o, bzw. 0), 0, be- 
kannt. 

Das Verbesserungsverfahren, das nach Vorliegen der ersten Näherung ein- 
setzt, geschieht nun mit Hilfe der Verhältnisse Sektor : Dreieck, über deren 
Bestimmung in Abschn. 52 und 53 das Nötige gesagt worden ist. Aus 


ZUR Zar BAT] 


az rn 
folgt für die Dreiecksverhältnisse 
[Pa P3] Y2 Tı [Pı Pa] Ya 13 
\ 39) = [PıP3] Yı Ta’ " [Pı Ps] Ys Ta 


Mit den Näherungen für die o, sind nun auch die drei heliozentrischen Örter 
genähert bekannt geworden, und man hat also alle Daten zur Hand, um die y, 
zu berechnen. Ist dies geschehen, so werden die nach (IX; 30) berechneten z, 
im allgemeinen mit den Ausgangswerten (IX; 27) nicht übereinstimmen. Setzt 
man aber 


0 „ ?2 0 Zu 0). 2 

| — N. . — — UV). 

N=m + — =m Men + N) ; 
nr Yı 12 Y3 


so erhält man in 


iD = “ a, ); ALU: 2 = ) 
Yı Y3 


neue Größen »,, v,, mit denen man das Verfahren zur Bestimmung von 75, 0a 
usw. nach dem gleichen Algorithmus wiederholen kann, und man tut dies 
so oft, bis sich die y, nicht mehr ändern und somit die nach (IX; 30) bestimm- 
ten Dreiecksverhältnisse als endgültig betrachtet werden dürfen. Die Berech- 
nung der Kegelschnittelemente nach Abschn. 30, wobei zur Bestimmung von 2 
die Verhältnisse y,, 3, y, aus der letzten Hypothese benutzt werden (die Über- 
einstimmung der drei Werte 2 liefert eine wertvolle Kontrolle der Rechnung!), 
macht dann keine Schwierigkeiten mehr. 

Eine Variante dieses Verfahrens, die eine besonders gute Konvergenz ver- 
spricht, verdanken wir P.HERGET!). Er benutzt dabei die schon in Abschn. 72 
von K.STUMPFF eingeführten Größen | 


U,=1tga,;; V‚=tg Ö; Sec &,;, 


= 1,2, 3) 
P,=Y,- UX,; 0,=24,-V/iX,. 


1) The Computation of Orbits, S. 6off. 
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Nach (IX; 4) ist dann, wenn wir ? = t, setzen, 
MT MR, 
(IX; 31) Yy=Mmyıt NgY, 


29 — N, 21 + Ng 25. 
Da nun nach (VIII; 56) 


(IX ; 32) aut - Ps = mn -0. 
so kann man die letzten beiden Gleichungen (IX; 31) auch 
N, (U,%ı — Pı)) + 13 (Ugx%; — P;) = U; (m&ı + N) — P,, 
nr — Q) + (V3% — 05) = Valmaı + 3%) — Q> 
schreiben. Das sind aber zwei lineare Gleichungen in x, und %;: 
N,% (0, — U) + %%(U, — U)=mP —-PB+nmP,=P, 
n%Vı - Vo) + n%(V; - V)) = mdı - +9, = 0. 


Setzt man für die Determinante dieses Systems 


| 
Del, u. 
ven ap 2 
1 25 3 2; V,V,V; 


so sind nach 
Dan, = P(V; = V;) zu O(U; = O;), 
Dn; % = P(U, —- U) -Q(Vı - V}) 


x, und x, bekannt, wenn z, und %,, die auch in P und O enthalten sind, vor- 
liegen. Aus der ersten Gleichung (IX; 31) und den Gleichungen (IX; 32) folgen 
dann die übrigen Koordinaten der drei Örter. 

Dieser Algorithmus, der sich besonders gut für die Maschinenrechnung eignet, 
kann mit dem Gauss-Enckeschen Verfahren zur Bestimmung der Dreiecks- 
verhältnisse verbunden werden. Es ist aber auch möglich, den Weg über die 
Gausssche Gleichung (bzw. die Gleichung achten Grades) zu umgehen, indem 
‘man (ähnlich wie VÄısÄcÄ in seinem Abschn. 74 beschriebenen Verfahren) von 
plausiblen Annahmen über die Distanzen des Himmelskörpers ausgeht. Diese 
Methode, die allerdings Erfahrung und Einfühlungsvermögen erfordert, kann bei 
Bahnbestimmungen von Planetoiden mit Erfolg angewandt werden. Man darf 
dabei zwecks Ableitung erster Näherungen für die Dreiecksverhältnisse von 
der Annahme ausgehen, daß alle », nahezu gleich sind. Mit einem plausiblen 
Wert für r (bei normalen Planetoiden etwa 2.0 oder 2.5) geht man in die 
Gleichungen (IX; 23) ein, die HERGET in der Form 


(IX; 33) 


(1 —# — 252 
IX;3) „=h+t BEP, } + IR), (?= 1,3) 


5 
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schreibt, wo 
u, =nd = %; ee 
® 
. 1, r3 


gesetzt ist. Bequemer ist es, die geschlossenen Formeln 


(IX; 35) „ed _ Sie) 


— sin(z/yr)  sinyg 


zu benutzen, deren strenge Gültigkeit für Kreisbahnen evident ist. Die Glei- 
chungen (IX; 34) bzw. (IX; 23) geben die ersten Entwicklungsglieder dieser 
Ausdrücke nach Potenzen von g wieder. 

HERrGET benutzt statt (IX; 35) die Funktionen 


(IX; 36) „_abıe).  _2 


’ 3 
sin Yg; ’ 


deren erste Entwicklungsglieder er auf dem Weg einer Interpolation der Vek- 
torfunktion p(f) zwischen den Randwerten p, und p, unter Vernachlässigung 
aller von der Bahnexzentrizität abhängigen Terme ableitet. Diese Formeln sind 
für kreisähnliche Bahnen den Ausdrücken (IX; 34) gleichwertig, was die Güte 
der Näherungen anbelangt. Darüber hinaus haben sie den Vorteil, daß nun- 
mehr x, nur von ?,, n, nur von r, abhängt; dadurch gelingt es, das Iterations- 
verfahren beträchtlich abzukürzen. Beginnt man die Hypothesenrechnung mit 
irgendeinem 7, = 7, = r, so erhält man aus (IX; 35) die »,, mit denen man nach 
(IX; 33) x, und x, berechnet. Dann folgen aus 


(IX;37) # = (I + UM) — 2(U,P,+ V;Q) u + (PP + O3) 


y, und 7,, mit denen man nach (IX; 36) sofort verbesserte », erhält. 

Allerdings ist dieses Verfahren nicht streng, da die dynamischen Beziehungen 
zwischen den », und den Zwischenzeiten durch (IX; 36) nur genähert aus- 
gedrückt werden. Man gelangt aber auf diesem Weg - selbst wenn man mit 
einem roh geschätzten 7 beginnt - sehr rasch zu so guten Näherungswerten für 
die Dreiecksverhältnisse, daß dann das GAuss-Enckesche Verfahren über die 
Verhältnisse Sektor: Dreieck (in denen die dynamischen Zusammenhänge 
ihren präzisen Ausdruck finden) meist in einem einzigen Schritt zum Ziel führt. 
Die dazu nötigen Formeln sind von C. VEITHEN und G.MERTON für die Arbeit 
mit der Rechenmaschine zurechtgemacht worden: 

Aus 


: 
fa = = (dag — v);5 Y1r9C0S 2), = Ir, (2 co? f, — I) = HR + Yıyat 212% 


leitet man 


I I 
_ = 2 
YYa cos’, = 2 [%%a + Yıya + 2122 + Yıra] = os 
ab. 
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. Danach erhält man zur Bestimmung des Verhältnisses y, = Sektor: Dreieck 
im Intervall (£,,2,) an Stelle der Formeln (VI; 59, 68) 


2 2 
Y,-+ Ro I T3 ng T3 
3 


— a ne 
2 
"3 ‚N smtntn 


u 2y2n 2 = (2x) 


und entsprechende Ausdrücke für die Intervalle (5,25) und (f,, 25) durch Ver- 
tauschung der Indizes. Die y, leitet man am bequemsten (und meistens auch mit 
hinreichender Genauigkeit) mit Hilfe des Hansenschen Kettenbruchs ab. Die 


Hypothesenrechnung ist abgeschlossen, wenn die Ausdrücke 


tı Ya t3 Ya 
IX; 38 yal.2. „el: 
: % Yı i Ta 3 


nach der letzten Verbesserung der 7, unverändert geblieben sind. 


82. Die Bahnbestimmung nach BAZENOWw 


Die Methode von GAUSS-ENcKE hat im Laufe der Zeit noch zahlreiche Va- 
rianten erfahren, die jedoch an dem Prinzip und an dem der Lösung zugrunde- 
liegenden Gedankengang nichts Wesentliches geändert haben. Bemerkenswert 
ist, daß das Verfahren immer darauf abzielt, zwei Größen (o,, 0, oder r,, 7, oder 
%,%) zu bestimmen, durch die man die Schnittpunkte zwischen der Bahn- 
ebene und den beiden von den Erdörtern E,,E, nach den entsprechenden 
Planetenörtern P,, P, führenden und aus den Beobachtungen bekannten Vi- 
sierlinien festlegt. Wenn diese Geraden die Ebene unter sehr kleinen Winkeln 
schneiden, wird die räumliche Lage von P,, P, unsicher, d.h., die obengenann- 
ten Größenpaare lassen sich aus ihren Bestimmungsgleichungen, deren Deter- 
minante klein ist, nur mit geringem Genauigkeitsgrad ableiten. Dagegen ist die 
Lage der Bahnebene meistens auch in solchen Fällen, in denen das Problem 
selbst unlösbar ist (z.B. wenn die drei Örter in der Ekliptik liegen), scharf de- 
finiert. R E 

Es liegt daher nahe, die Bestimmung der Lagekoordinaten der Bahnebene in 
den Vordergrund zu rücken, also anstatt der Größen o,, 0, oder der kurtierten 
Distanzen o, = 0; cos ß, oder anderer in ungünstigen Fällen unscharf bestimm- 
barer Größenpaare die Winkel ;, St oder besser noch die Funktionen 


(IX; 39) f=tgicosS; g=tgisind 


als Hauptunbekannte einzuführen. Dieser interessante Versuch ist von G.BA- 
ZENOW!) unternommen worden. 


1) Astron. Nachr. 234, 427 (1929). 


27 Stumpff, Himmelsmechanik 
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Es seien für irgendeine Zeit Zim System der Ekliptik die Koordinaten (IX; o) 
gegeben - die Größen &,n, {und X, Y, (Z = 0) mögen sich auf die Ekliptik und 
den locus fictus beziehen. Setzt man dann 


es N, yYeyey, z=L, 
so erhält man nach (IV; 14) 
1 cos 4 = (&— X)cos$o + (m — Y)sin 8, 
ssinucosi= (nm —-Y)csd — (E-X)sin, 
rsinusn:={ 
oder, wenn man, wie in Abschn. 74, 


Ge ee: S=7=cgßsind 


L 


1 cos u = L(CcosL +Ssin®) - (X cos + Ysind), 
(IX;40) rsinwcosi=L(Scos d — Csin$) — (YcosS — X sin SL), 


einführt, 


rsnusins=L. 
Dividiert man die zweite Gleichung (IX; 40) durch die dritte, so ergibt sich 


I 


ctgi = (Scos L — C sin $}) 7 Yes - X sin St) 


oder, wenn man mit tg : multipliziert und die Abkürzungen (IX; 39) benutzt, 


I 


1= (5-09 - F(f- Xg), 
d.h. 
a AR 
(IX; 41) ee, 


Setzt man (IX; 41) in die ersten beiden Gleichungen (IX; 40) ein, und be- 
rücksichtigt man, daß 
fcs +gsind =tgi 


sin —gcs2=o, 
so folgt nach einfacher Rechnung, mt QO =SX — CY, 
Otgi — (X cos Sb + Y sin $) 


1C0oS4 = sl 
(IX; 42) 
az Xsn® -— Yco% ut 
00 17-5Sf+0g 


Das sind die Grundgleichungen, auf denen die Methode beruht. 
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Für die Zeitpunkte Z,, Z,, i, sind die doppelten Inhalte der Dreiecksflächen 
gleich den Beträgen der Ausdrücke 


A, = Yzr, sin (u, — ,), 


die durch zyklische Vertauschung der Indices auseinander hervorgehen. Setzt 
man (IX; 42) ein, so ergibt sich, wenn unter der Indexfolge :, 7, k eine der drei 
zyklischen Permutationen von ı, 2, 3 verstanden wird, nach leichter Umfor- 
mung 


Aa S+ Ge) Sf + Gig) = Diseilt wit rg), 


wo zur Abkürzung 
D,= X, Ye — Kr); Du = Q,Yr - GY; Din = Kr — GL; 
gesetzt worden ist. Die Beträge der D, sind dabei die doppelten Inhalte der von 


‚den Erdörtern E,, E, gebildeten Dreiecksflächen. Setzen wir daher, wie schon 
Irüher, 


A D A D 
en Bi ne 
(wobei man bedenken möge, daß A, und D, negativ sind), so stellen die Größen 
Zen 
"MSN 


die Ouotienten zwischen den Dreiecksverhältnissen der Planetenbahn und den 
entsprechenden der Erdbahn dar, und es gelten die Beziehungen 


a - SIG) - wit) - SI+tadl-ut ng) 
st -Ss/+ GI -witrngd=l- Stiel -wmit ng), 
die auf zwei quadratische Gleichungen für / und g von der Form 
arte taftaltagthmo, 
at bigtagtditeg+h,=0o 


führen. Multipliziert man diese Gleichungen mit a, bzw. —a, und addiert sie, 
so erhält man eine weitere Gleichung von der Form 


bie tag tditeogt,=0, 


gg? +&g+h, 
bog + d; 


folgt. Setzt man dies in eine der beiden Gleichungen (IX; 43) ein, so entsteht 
eine Gleichung vierten Grades für g, die in dieser Methode die Stelle der GAuss- 


(IX; 43) 


aus der 


(IX; 44) [= 


27* 
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schen Gleichung bzw. der LaGcrAnGeschen Gleichung achten Grades vertritt, 
und deren Auflösung durch Näherungsrechnung keine großen Schwierigkeiten 
macht, zumal bei Planetoidenbahnen, wo / und g gewöhnlich klein sind. Ist 
g gefunden, ergibt sich f aus (IX; 44). 

Man beginnt die Hypothesenrechnung, indem man »,, %, mit einem geschätz- 
ten 7, nach der Enckeschen Formel (IX; 19) berechnet, bestimmt dann, wie 
eben geschildert, f und g, womit genäherte Werte ;, 2 bekannt sind. Aus 
(IX; 42) folgen dann für die drei Örter die r,, die Argumente der Breite #, und 
damit auch die Differenzen %, — 4, = v; — v, der wahren Anomalien. Mit 
Hilfe dieser Größen lassen sich "aber die Verhältnisse Sektor : Dreieck berech- 
nen, worauf nach (IX; 38) neue », folgen, mit denen man die Rechnung wieder- 
holt. 

BAZENow führt diese hübsche Methode, deren Ausführung hier nur skizziert 
werden sollte, etwas anders durch, indem er aus (IX ; 43) die konstanten Glieder 


eliminiert und dann eine Gleichung vierten Grades für 2 — tg SL aufstellt. Der 


oben beschriebene Weg ist aber vorzuziehen, da bei kleinen Neigungen die 
Knotenlänge unsicher bestimmbar wird, während die Größen f und g, die dann 
beide klein sind, in jedem Fall mit hinreichender Schärfe berechnet werden 
können. 


83. Bestimmung einer Kreisbahn 


Sind von einem neu entdeckten Planetoiden nur zwei vollständige Beobach- 
tungen @,, 61; %, Ö, verfügbar, so ist die Bestimmung einer elliptischen Bahn 
unmöglich. Man muß sich dann damit begnügen, eine Kreisbahn zu bestimmen, 
die die beiden Beobachtungen befriedigt. Das gelingt im allgemeinen, da 
eine Kreisbahn durch vier unabhängige Elemente [i, SL, a, u (t,)] charakterisiert 
ist. In vielen Fällen wird die auf Grund einer solchen provisorischen Bahn be- 
rechnete Ephemeride die Wiederauffindung des Objekts und dann, mit Hilfe 
weiterer Beobachtungsdaten, die Berechnung elliptischer Bahnelemente er- 
möglichen. 

Führen wir für die Zeiten Z,, 2, die Vektoren p,, 1,3%, (? = I, 2) nach (IX; og) 
ein, und seien 

1-0 


die topozentrischen Ortsvektoren des Planeten, wo 
1,(cos 6,c0sa,; cosö,sin«,; sin ö,) 


die Einheitsvektoren in der Richtung vom Beobachtungsort zum Planeten im. 
Aquatorsystem bedeuten, ferner X,, Y,, Z, als Koordinaten der Vektoren 3, die 
wegen der täglichen Parallaxe verbesserten Sonnenkoordinaten, so ist 


= 04-8 
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und, da für eine Kreisbahn Ip;| = «= const, 


MU 
(pP) = acs , -u)=a?ı —2 lez u 


= (O1 — 31) (O2ig — 3%) = Q1@2lile) — Qrltıde) — Qaliedı) + (Sie). 
Es besteht also die geometrische Beziehung 


u 


(IX; 45) sin — =, — [a? — 0102 (tie) + Qılt192) + Q(iedı) — (kı3o)], 


während die dynamische Bedingung aus dem Flächensatz (bzw. der für e = 0 
genommenen KEpLerschen Gleichung) 


(IX; 46) a —- M= x 


ya? 


folgt. Schließlich ist, mit (3,3,) = R?, 
(pp) =a= ei — 20(48) + Ri, 


also der Zusammenhang zwischen a und den og, durch 
(IX; 47) = (13) +Yli3)?+ a? — R} 


gegeben. Bei Planetoiden, die immer in der Nähe der Opposition beobachtet 
werden, ist (1,3,) negativ, denn es ist dieses skalare Produkt dem Cosinus des 
Winkels zwischen den scheinbaren Örtern des Planeten und der Sonne propor- 
tional, der in diesem Fall immer > 90° ist. Esist demnach, da 0, >o, das posi- 
tive Vorzeichen der Quadratwurzel zu wählen. 

Die Hypothesenrechnung wird so durchgeführt, daß man mit einem plau- 
siblen Wert für a die o, aus (IX; 47), sodann #, — #, sowohl aus der geome- 
trischen Beziehung (IX; 45) als auch aus der dynamischen Gleichung (IX; 46) 
berechnet. Die Differenz 


d= (13 e= Yn)geom. EEE (4, az Un)ayn. 


wird dann durch Variation von a zum Verschwinden gebracht. . 

Die Ableitung der Elemente ist einfach, nachdem aus der letzten Hypothese 
4, 0%, Yo — u, endgültig bekannt geworden sind. .Nach Abschn. 33 sind die 
rechtwinkligen Koordinaten im Äquatorsystem durch die Gaussschen .Glei- 
chungen 

% = 0,008 0,C08, =a(d,c0osu, + q,sinw,), 


(IX; 48) = 09C0S6,s5ing,=a(P,cosw,+ q,sina,), 


4= sind, —=a(P, 605W+ 9, sin u,) 
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darstellbar, wobei die Konstanten #,, ... g, durch (IV; 18) als Funktionen von 


i, % und der Schiefe der Ekliptik e gegeben sind. Setzt mans = u) = "= 


L, ne bo 
2 
Kreisbewegung läuft ja # der Zeit proportional), so kann man 


a - cos b — z “) + gq, sin» = =) ; 


%= als. cos (" a z “) + q, sin [" + Zr 


als das zum Zeitpunkt 4, = gehörende Argument der Breite an (in der 


schreiben und daraus 


I U — U 
— Mm + x) =a(d,c0os% + g,sin w) en 


I U —M 
= (X, — %) = a (g,cosw — „sin u) 
oder 


P = p,cosurgq,sinu= (mt Kg) SEC a 
a 


% 


(IX; 49) 


Us Sur 4 


RE 
0,= 9,08 u — },sinu = er: (X, — x) cosec 


ableiten. Entsprechende Formeln gelten für y und z. Da nun aus (IX; 48) die 
%, Yı, 2; bekannt sind, liefern (IX; 49) die Größen P,, ... O,. Aus (IX; 49) 
und (IV; ı8) leitet man aber leicht die Gleichungen 


sinisinu= P,cose— P,sine; sinSö = (P,cosw — Q, sin u) sec e; 
sin? cosu=(0,cose — Q,sine; cosSb = P,cosu — Q,sinu 


ab, aus denen ;, Sd, #(t,) bestimmt werden können. Als Rechenkontrolle dienen 
die Beziehungen 


P,0,+ P,0,+ P.Q.=0; P,sinw+ 0,0084 = —cosisin JS. 


Eine andere Möglichkeit, die Elemente abzuleiten, ergibt sich folgender- 
maßen. Schreibt man 


= hf+a6G neyıft 6 a=aAf+a6, 
so ist für Kreisbahnen nach (VII; ı4) wgenn={&=o 


F=costyu; YuG=sintyu, 
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wennt=k(,—i4)undu = 5 gesetzt wird. Man findet demnach, wenn a und 


nach (IX; 48) die rechtwinkligen Koordinaten der beiden Örter bekannt sind, 


Kg — %, COST 
„ya nos) 


sin ryu 


und entsprechende Formeln für %, 2. Dann erhält man nach (V; 7), da hier 
p=a, 


— Ya sinics = 4% — zu 


zur Bestimmung von i, Sb; außerdem ergibt sich a als Kontrollwert. Nach 
(IV; 14) ist schließlich 


a cos %, — x, 008 SL + y,sin SL, 
a sin u, c08T = y, cos Ib — x, sin Sb, 
a sinu, sine = 2, 


woraus #, als Abstand des Ortes P, vom aufsteigenden Knoten folgt, außerdem 
a und ? nochmals zur Kontrolle. 


84. Bestimmung einer Parabelbahn. Methode von OLBERS 


Bei Kometen wird man eine vorläufige Bahnbestimmung meist unter der An- 
nahme durchführen, daß es sich um eine Parabelbahn handelt. In der Nähe des 
Perihels, in der sich Kometen zur Zeit der Entdeckung meist aufhalten, unter- 
scheidet sich eine stark exzentrische Ellipse so wenig von einer Parabel, daß die 
Darstellung der ersten Beobachtungen des Objekts, die meist nur einen kurzen 
Bahnbogen überspannen, durch eine Parabelbahn fast immer befriedigend ist. 
Dieses Verfahren ist um so mehr gerechtfertigt, als die beobachteten Örter in- 
folge des verwaschenen Aussehens der Kometen merklich unschärfer definiert 
sind als die von Planetoiden. Man wird daher bei der Bestimmung von Kome- 
tenbahnen aus den ersten Beobachtungen nach der Entdeckung nicht nur von 
der vereinfachenden Annahme e = ı Gebrauch machen, sondern auch die klei- 
nen Korrektionen wegen täglicher Parallaxe und Lichtzeit vernachlässigen dür- 
fen, da diese weit innerhalb der durch die Unsicherheit der Beobachtungs- 
daten gesetzten Grenzen liegen. Aus denselben Gründen wird man solche Bahn- 
bestimmungen auch meist mit fünfstelliger Rechnung durchführen, während 
bei der Berechnung von Planetoidenbahnen sechs- oder siebenstellige Rech- 
nung angebracht ist. 
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Eine Parabel ist durch fünf Elemente (r, $%, w, q, T) bestimmt; es reichen 
also auch fünf unabhängige Beobachtungsdaten zu deren Ableitung aus. Man 
kann dieser Besonderheit dadurch Rechnung tragen, daß man etwa von der 
mittleren der drei Beobachtungen nur die Rektaszension «&, oder die Deklina- 
tion ö, heranzieht, oder daß man statt «, und Ö, nur eine Funktion dieser beiden 
Werte benutzt. So benutzt WILKENS in seiner Methode (Abschn. 74), wenn es 
sich um die Bestimmung einer Parabelbahn handelt, von den beiden Funk- 
tionen C,, S, der Koordinaten des mittleren Orts nur die eine, oder er führt 


(Abschn. 75) statt ihrer den Quotienten U, = x — tge, ein. Es bleibt also von 


| 2 
sechs verfügbaren unabhängigen Größen eine unbenutzt. Sie dient nach be- 
endeter Bahnrechnung als Kontrolle: Wenn sie durch die aus den übrigen fünf 
Größen errechnete Bahn nicht dargestellt wird, der Fehler Beobachtung minus 
Rechnung also größer ist, als die Genauigkeit der beobachteten Örter erwarten 
läßt, so wird die hypothetische Voraussetzung einer Parabelbahn als unzurei- 
chend aufgegeben und eine nichtparabolische Lösung unter Verwendung aller 
sechs Daten versucht werden müssen. 

Die klassische Methode der Bestimmung einer Parabelbahn durch W. OLBERS, 
deren Gedankengang hier beschrieben werden soll, ist von GAuss und ENCKE 
in einigen Einzelheiten verbessert, neuerdings von T.BANnACHIEWIcZ und an- 
deren in eine für das Maschinenrechnen bequemere Form gebracht worden. 

Ausgangsbasis der OLBERSschen Analyse bildet die Gleichung (IX; 16), die 
man in der Form 


(IX; 50) ,=Ma+m 
schreiben kann, wenn man an Stelle der kurtierten Distanzen 0, = 0, cos ß, die 


Distanzen po, selbst wieder einführt. Es gelten dann die Formeln des Abschn. 79 
unverändert, wenn man o, statt o, setzt und unter i, die Einheitsvektoren 


i, (cos ß,cos A,; cosß,sinA,; sinß,) 
versteht, die von den Erdörtern zu den Kometenörtern führen. Dabei ist M 
durch 2. 


(IX; 51) m (ki)  uR 


darstellbar, also angenähert dem Verhältnis der Zwischenzeiten proportional, 
während der Faktor K eine bekannte Größe ist. Ferner ist 


mn N\ &8%t) (m M 
N; Ns} (121z3,) N; Na/ 


verschwindend klein, denn ebenso ‚wie die Dreiecksverhältnisse der Kometen- 
bahn sind auch die der Erdbahn den Zwischenzeiten angenähert proportional, 
so daß die Quotienten n,/n, und N,/N, bis auf Terme höherer Ordnung ein- 
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ander gleich sind. Man darf daher in erster Näherung 


(IX; 53) 0 = Me, 


setzen. 
Daß man hier, im Gegensatz zu den Methoden der Bahnbestimmung ohne 


2 le al & n T 
Voraussetzungen über die Exzentrizität, die grobe Näherung — — — verwen- 


den darf, liegt daran, daß die Gleichung (IX; 53) nicht dazu verwendet wird, 
um die dynamischen Beziehungen zwischen den Örtern zum Ausdruck zu brin- 
gen. Zu diesem Zwecke stehen hier andere Gleichungen zur Verfügung, die für 
die Parabelbewegung streng gültig sind. In der Methode von OLBERS dient als 
dynamische Bedingung die EuLeEzsche Gleichung (VI; 13) 


[US 


3 
2 


-n+n—-s):. 


‚Im System der Ekliptik seien nun wieder 


(IX; 54) 6, =n+nr+s) 


Pil%; 2) Kol; (X, Y,,o) 


die Vektoren, die den heliozentrischen Ort des Kometen und die topozen- 
trischen (bzw. die auf den locus fictus bezogenen) Orter des Kometen und: der 
Sonne bestimmen. Dann gilt 


= —%. 


Ferner sind die Quadrate der Kometenabstände von der Sonne und der zwischen 
den beiden äußeren Kometenörtern ausgespannten Sehne 
n=0&-20(43)+ Ri, 
(IX ; 55) j _ j 
s® = (Pz — Pi)? = (Qyig — Qlı + 3). 


Setzt man nun nach (IX; 33) 0, = - M e,, was in dieser geometrischen Formel 
als Näherung, und in den meisten Fällen auch endgültig, ausreicht, so ergeben 
sich 77, 3, s? als quadratische Funktionen von op, allein, die man leicht in der 
Form 


Zr = (4 + fh) + 7, 
(IX; 56) 73 = M?[(o, + %)?+ 2], 
2=#l(+N°+ PP] 


schreiben kann. Dabei sind f,, 4; /3, 13; }, und h gewisse Funktionen bekannter 
‘Größen, deren explizite Wiedergabe hier nicht erforderlich ist. Führt man nun 
die drei Winkel d,, %,, % durch 


(IX; 57) th, wa, 9 Al 
1 
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ein, so folgt aus (IX; 56) 


(IX; 58) Y, =hsecd,; 7, = Ml,secd, 
und 
(IX; 50) s=hlsec®. 


Der Wert (IX; 59) für die Sehnenlänge stammt aus der geometrischen Be- 
ziehung (IX; 55). Zu einem dynamisch bedingten s, das mit diesem geome- 
trischen in Einklang gebracht werden muß, verhilft dann die EuLersche Glei- 
chung (IX; 54). Aus ihr ergibt sich 


= s \ s ; 
ment een er 


$ 


oder, wenn man —= e setzt und die Ausdrücke in der eckigen Klammer 


entwickelt, tr 


8 
eye ee an 
21, (/ + 75) =1=el: 2° zer ) 


Kehrt man diese Potenzreihe um, so erhält man 


= I a1 Isar ..\— 
alt Zt +) 


384 1 TR 


und damit s = n(r+ 73) * u(n?), wo 


I 5 
\=- 114 —? + —ni tt... 
un‘) en 
leicht mit dem stets kleinen Argument 7? tabuliert werden kann. Für s folgen 
demnach die beiden Ausdrücke 


Sgeom. = hlsec®; 


1°: 
(IX;60) Sumatra) mit = 

Die Hypothesenrechnung läßt sich nun auf zwei verschiedene Arten durch- 
führen: 

I. Man beginnt mit einem geschätzten Wert für 7, + 73; bei Kometen z.Z. der 
Entdeckung wird die Schätzung r, + 7, = 2 selten allzusehr von der Wahrheit 
abweichen. Geht man hiermit in die zweite Gleichung (IX; 60) ein, so erhält 
man den dynamischen Wert von s. Mit ihm berechnet man d% aus (IX; 59), so- 
dann o, aus der letzten: Gleichung (IX; 57), %, und d, aus den ersten beiden 
Gleichungen (IX; 57), schließlich 7, und >, aus (IX; 58), worauf die Rechnung 
wiederholt wird. Das Näherungsverfahren ist abgeschlossen, wenn sich # nicht 
mehr ändert und daher sgeom. = Sayn. St. 
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2. Man berechnet mit einer plausiblen Annahme über o, (etwa o, = I) nach- 
einander d,, d,, 9 aus (IX; 57),7,, 7, aus (IX; 58) und schließlich die beiden 
Werte für s aus (IX; 60) und sorgt dann durch Variation des Anfangswertes 
dafür, daß beide s übereinstimmen. 

In den Konstanten der Gleichung (IX; 56) sind von den sphärischen Koordi- 
naten des Kometen nur die des ersten und des dritten Ortes enthalten, während 
M (und ebenfalls m) auch von denen des mittleren Ortes abhängen. Es läßt sich 
nun zeigen, daß die am Beginn dieses Abschnitts gestellte Forderung erfüllt ist, 
daß nämlich nicht beide Koordinaten des mittleren Ortes in die Rechnung ein- 
gehen, sondern nur eine Funktion beider. 

Durch Ausführung der Operationen (IX; 51, 52) erhält man nach Auflösung 
der durch die gemischten Produkte dargestellten Determinanten 


_ cos ßı tgßısin(, —L,) -tgßsin (A, - L;) 
cosß, tgß,sin (A, —L,) — tg ß, sin (A, — L,) 
cosß; tgß, sin (A, — L,) — tgß,sin (Ay — Ze) 


Diese beiden Ausdrücke lassen sich aber in der Form 


_ tg ß, “_ 4 
ne, (=1,2,3); 


 cosßsin(y—L) tgl —tgJs' 
zus R, sin (L, u L,) : tg Ja 
cosß,sin(A, —L) tgJs tg Ja 


schreiben, aus der ersichtlich ist, daß X und k bzw. M und m von 4,, , nur inso- 
fern abhängen, als in ihnen die Größe 


B tg ß, 
(IX; 61) tg Ja = ——. = ME = 


_ cos P, sin (A, — 2) ‚tgJı tg Ja 


erscheint. Das bedeutet aber folgendes: Seien K, der Ort des Kometen und 
S, (auf der Ekliptik) der Ort der Sonne z.Z. der mittleren Beobachtung, dann 
gilt für den Neigungswinkel 7, des Größtkreises 5, K, gegen die Ekliptik eben die 
Formel (IX; 61). Diese Beziehung erfüllen aber, außer den Koordinaten von 
K,, auch die Koordinaten jedes anderen auf diesem Größtkreise liegenden 
Punktes. Der Ort X, wird also bei der Bahnbestimmung nur insofern heran- 
gezogen, als die Tatsache benutzt wird, daß er jenem Kreise angehört.!) 


!) In der klassischen Literatur werden meistens statt der Sonnenlängen die von 
ihnen um 180° verschiedenen heliozentrischen Längen der Erde (des locus fictus) 
benutzt. Bezeichnet man diese mit L,, so ändert sich in dem obigen Formelsystem 
nur das Vorzeichen von AR. 
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Die Näherungswertte m=0, M=K — bedürfen bei ersten Bahnbestim- 
3 | 
mungen von Kometen selten einer Verbesserung. Bei größeren Zwischenzeiten — 
besonders wenn diese auch noch stark verschieden sind - ist es jedoch nötig, 
strengere Ausdrücke einzuführen, d.h. das Dreiecksverhältnis 


2, 1,28 
N; T3  Yı 


durch Bestimmung der Verhältnisse Sektor : Dreieck zu korrigieren, wobei man 
die für Parabelbahnen gültige einfache Formel (VI; 80) verwendet. Zu diesem 
Zweck benötigt man neben 7, und 7, auch einen Wert für 7,, den man mit hin- 
reichender Genauigkeit aus (IX; 24) 


ya =NTtHt zT, 


erhält. Ist dies geschehen und sind M und m neu bestimmt, so kann man mit 
m 
05, = aM + =) = 0d,M* 


die Analyse unter Verwendung des gleichen Formelsatzes wiederholen. Der in 


der Klammer auftretende Ausdruck 2 wird dabei (wegen des sehr kleinen ») 
1 

genügend genau mit dem aus der vorangegangenen Rechnung bekannten Nähe- 

rungswert o, berechnet. 

Eine Kontrolle der Rechnung erzielt man, indem man die Koordinaten des 
mittleren Ortes mit Hilfe der nach Abschluß des Verfahrens erhaltenen Bahn- 
elemente ableitet und mit den beobachteten vergleicht. Die Bahnrechnung 
selbst ist in Ordnung, wenn die Funktion (IX; 61) mit den berechneten Koordi- 
naten A,, ß, innerhalb der Rechengenauigkeit den gleichen Wert ergibt wie mit 
den beobachteten. Bestehen darüber hinaus noch fühlbare Abweichungen in 
den Werten 4, und ß, selbst, so ist die Annahme einer Parabelbahn unzulässig 
gewesen, und man muß die Bahnbestimmung ohne Voraussetzung über die 
Exzentrizität nach einem der früher geschilderten Verfahren wiederholen. 


85. Bahnbestimmung aus vier Örtern 


In jenem Ausnahmefall, daß alle Örter des Himmelskörpers in der Ekliptik 
liegen, sind, da die Neigung (? = 0) und die Knotenlänge entfallen, nur.noch 
vier Elemente zu bestimmen. Es sind also, da die ekliptikalen Breiten alle null 
sind, vier ekliptikale Längen A, zur Festlegung der Bahn nötig. Man wird aber 
auch dann, wenn die Neigung der Bahn gegen die Ekliptik zwar nicht ver- 
schwindet, aber klein ist, vier Beobachtungen brauchen, da dann das Problem 
aus drei Beobachtungen, wie schon im Abschn. 73 festgestellt wurde, nur un- 
genau lösbar ist. Man wird dann acht Daten zur Bestimmung der sechs 
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Bahnelemente zur Verfügung haben - von den vier ekliptikalen Breiten, die 
sämtlich klein sind, wird man also nur zwei brauchen. In der nachfolgend be- 
schriebenen Methode werden statt dessen von den vier Breiten nur die Cosinus 
verwendet, die sich von eins nur wenig unterscheiden. Diese Methode ist von 
A.BERBERICH auf eine Form gebracht worden, die sich in der Praxis bewährt 
hat. J. BAUSCHINGER hat ihr einige Verbesserungen hinzugefügt, während 
C.VEITHEN ihr die auch dem Folgenden zugrundeliegende Gestalt gegeben hat, 
die für das Maschinenrechnen besonders geeignet ist. 

Von den Verhältnissen der Inhalte der zwischen den vier Planetenörtern 
möglichen sechs Dreiecke werden die folgenden vier benutzt, nämlich 


_ Bel , _ bl, 5 _ Pl „ _ Biel 


Er arene 


Es bestehen dann, entsprechend (IX; 10), die beiden Vektorgleichungen 
NH mt mm=md— dt MS 
N, — Gt ul = Rd — 9 + Nu 
oder, wenn wir, wie in Abschn. 84, 
= 0 
setzen und unter den i, die Einheitsvektoren mit den Koordinaten 


cos ß, cos 4,, cosß,sin4d,, sinß, 
verstehen, 


(IX: 62) Hlılı — Ole + MO = MI — 3 + N434, 


RO — Os + ol = 5 — + Ruß. 


Das sind also sechs skalare Gleichungen, in denen außer den vier Distanzen o, 
noch die vier Dreiecksverhältnisse als unbekannte Größen auftreten. Multipli- 
ziert man die Gleichungen (IX; 62) vektoriell mit i, bzw. i,, dann skalar mit 
dem Einheitsvektor e, der nach dem Nordpol der Ekliptik zeigt, so daßz.B. 


0 o ı 
(efiri,]) = (eiji,) = | cos A, sin A, tg ß} | cos ß}’cos ß, 
cos A, sin A, tg Pa 


= cos fı cos B, sin (A, — Aı) 


und ebenso auch die übrigen gemischten Produkte von den Sinus der Breiten 
des Planeten und der Sonne unabhängig werden, so erhält man 


90, (Eirie) — 404 (Eizi,) = N, (edılz) — (E3pi,) + 9, (edii,), 


30, (eiıtz) — Ru0s (Eizig) =, (eSriz) — (e2zi;) + R, (e2y1;). 
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Zwischen og, und o, bestehen also zwei Gleichungen von der Form 


04 = Ay 
(IX ; 63) 


Wenn man nun 


at Bn+G,- 4D,, 
N4 
N I 
„+6 +D 
N, 4 


7, =R (dı b,) ’ 7 = R (te — Mi) 
setzt, so erhält man nach (IX; 25) 
N -&|: 4 ul 7 99) ut) _ ra eh, -) 
2% 3 E Ar (n+n) % (+ N)* j 
5 -&|: 4 ılo+ 7) aa a 2 
ur 3 n+N) z (n+r)° 
also 
N] Tı 4 „ TıTa 9 
a er u T,-Td) - 4EnTs +“, 
N, 1, 3’ ( 4 1) = 450% 
(IX ; 64) 
I % 4,tıla 
er ee nt U) -umnumu—., 
N % 3 Ti ( 2 N 4 N ı*°4 
wenn 
Be I En 
(rı a: 1,)° Y] 4 Y4 


gesetzt wird. Entsprechende Formeln ergeben sich für 7,/?%, und I/%,, wenn man 
die r, durch die 7, ersetzt. Führt man diese ziemlich genauen Ausdrücke in die 
Gleichungen (IX ;63) ein, so ergeben sich dynamische Zusammenhänge zwischen 
0), 0, einerseits und 7,, r, andererseits. Daneben bestehen die geometrischen 


Beziehungen (IX; 55) 


nl So) 


(IX ; 65) 


I 


-g- 2410, + bi, 
04 — 2404 + &. 


Die Auflösung der Gleichungen (IX; 63; 65) erfolgt durch Versuche. Es wird 
nur selten nötig sein, die Ausdrücke (IX; 64) noch mittels der Verhältnisse 
Sektor: Dreieck zu verbessern, wofür nach Vorliegen von e,, 0, und nach Be- 
rechnung von o,, 0, aus (IX; 62) alle Vorbedingungen gegeben sind. Die Ab- 
leitung der Bahnelemente erfolgt nach Abschluß der Näherungsrechnung aus 
den Koordinaten der äußeren Örter. 
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86. Bahnverbesserung durch Variation der geozentrischen Distanzen 


Von denjenigen Methoden der Bahnverbesserung durch Berücksichtigung wei- 
terer Beobachtungsdaten, die sich auf das Gausssche Bahnbestimmungsprin- 
zip stützen, zeichnet sich die der „Variation der geozentrischen Distanzen“ 
durch ihre Einfachheit besonders aus. 

Bei der Bahnbestimmung aus Randwerten werden ja, wie gezeigt worden ist, 
zwei Örter des Himmelskörpers im Raume festgelegt, indem man zu zwei durch 
Beobachtung bekannten sphärischen Positionen a,, 64; &, ö, die zugehörigen 
geozentrischen Distanzen o,, 0, ermittelt. Diese beiden geozentrischen Örter, 
die man leicht in heliozentrische transformieren kann, ergeben dann, zusammen 
mit der Zwischenzeit 7 = &(t, — L,), die Bahnelemente. 

Die Methode der Variation der geozentrischen Distanzen beruht auf dem Ge- 
danken, die beiden aus der ersten Bahnbestimmung folgenden Abstände p,, 3 
so abzuändern, daß die mit den veränderten Distanzen 0, + Ö0,, 02 + 60, ge- 
rechneten Örter des Himmelskörpers, nötigenfalls nach Berücksichtigung der 
Störungen, die Menge der beobachteten Positionen so gut wie möglich dar- 
stellen — etwa so, daß die Ouadratsumme der übrigbleibenden Abweichungen 
(Widersprüche) möglichst klein wird (vgl. Abschn. 77). 

Es seien @,,6, (= I, 2, ...n) die beobachteten Koordinaten zu den Zeiten t, 
(wobei die Folge der Indices z nicht unbedingt eine zeitliche zu sein braucht), 
und es seien, ‚2, diejenigen beiden Zeitpunkte (etwa die beiden äußeren der drei 
Zeiten, mit denen die erste Bahnbestimmung durchgeführt worden ist), die zu 
den zu variierenden Abständen e,, 0 gehören. Man berechne nun drei Elemen- 
tensysteme, und zwar 

I. das System ZW) mit o,, 0; 
2. das System E4D mit 09, + Ao,, 0; 


3. das System EUID mit 0,, 0a + A, 


wo 4o,, 40, zwei willkürlich gewählte kleine Größen (etwa do, = 4.0, = 0.001) 
bedeuten. Die mit diesen Elementen berechneten sphärischen Koordinaten 
ah, 6; „un, SD, „ID, AUUID werden von den beobachteten mehr oder weniger 
abweichen. Dagegen seien, wie schon erwähnt, 0, + Ö0,, 02 + Öo, die Distan- 
zen, die dasjenige Elementensystem liefern, das die Beobachtungen im Sinne 
der Methode der kleinsten Quadrate am befriedigendsten darstellt. Setzt man 
nun 
ö4=xAQ; 602= y AR, 


so werden die Faktoren x und y die Unbekannten des Problems sein. 

Solange man nun die Variationen Ög,, Ö0, als differentielle Größen ansehen 
darf (also als Größen, deren Quadrate unter die Schwelle der Rechengenauig- 
keit fallen), kann man irgendeine Funktion der Argumente o,, 0, nach dem 
TAvozschen Satz in die Reihe 

Ki of 


fleı + ö01; 0&+ Ö0,) = F(oı; 9) 90; 60, + —— 7 %-+-- 
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entwickeln und Glieder höherer Ordnung vernachlässigen. Das gilt insbeson- 
dere für «, und Ö, als Funktionen der beiden Distanzen. Es ist dann 


£ = I 
2 (015 02) = a, 
O0; aD A aD _ 2 


— 


901 u da 00 u AB 
und es gelten daher die Beziehungen 
2 2 = (a — 29) + ya — a), 
8, — 8 = a(öD — 8) + y(aD — 8), 


aus denen x und y durch Ausgleichung zu bestimmen sind. Man hat dabei die 
Gleichungen in «, noch mit den „Gewichten“ cos ö, zu multiplizieren. Als 
„Widersprüche“, deren Ouadratsumme zu einem Minimum zu machen ist, wird 
man nämlich die sphärischen Abstände der berechneten Örter von den beob- 
achteten wählen müssen. Es ist aber (Abb. 60) in dem sphärischen Dreieck 
zwischen dem Himmelsnordpol N und den beiden sehr dicht benachbarten 
Örtern P, (beobachtet) und P, (berechnet) des Planeten oder Kometen nach 
dem Cosinussatz der sphärischen Trigonometrie 


cos 0 = sin ö, sin ö, + cos ö, cos ö, cos (a, — &y), 
wenn o den kleinen Abstand zwischen P, und P, bedeutet. Setzt man nun 
=; 


9 0 
c0S0=1- 2sin’—; cos (& =) = I 2sin 


ö) — 6, 


cos (6), — 6) = I — 25in? a 


so erhält man leicht die Beziehung 


ER: u) 1. 
sin? — = sin? —® + cos ö, cos Ö, sin? I—®, 
2 2 3 2 


‚aus der, wenn man die Sinus der kleinen Winkel mit den Bögen vertauscht und 
cos 6, coS Ö, = cos? ö setzt, 


0° = (öj — 6)” + (&ı — %,)? cos? ö 


folgt. Sind also A, und A 6, dieWidersprüche zwischen Beobachtung und Rech- 
nung, so erfordert die Methode der kleinsten Quadrate, daß die Bedingung 


N 
2ud= 
i=1 i 


M= 


[(Ax, cos ö,)° + (A6,)°] = Min. 


1 


erfüllt wird. 
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Die Methode der Variation der geozentrischen Distanzen in der hier gepräg- 
ten Form zeichnet sich dadurch aus, daß die Normalgleichungen nur zwei Un- 
bekannte haben und daher leicht zu lösen sind, während die in Abschn. 77 be- 
schriebene Methode der Bahnverbesserung auf 
sechs (bzw. vier) Unbekannte führt. Diesem 
Vorteil steht aber als Nachteil gegenüber, daß 
zur Berechnung der Widersprüche die zeit- 
raubende Ableitung der Bahnelemente und mit 
deren Hilfe die Berechnung der Örter mehrfach 
durchgeführt werden muß, während bei den auf Bin 
dem .Anfangswertprinzip beruhenden Methoden 
die Örter auf einfachste Weise, ohne den Um- 
weg über die Kegelschnittelemente, direkt nach 
(V; ı2) erhalten werden. Vorzüge und Nachteile Po 
beider Rechnungsarten stehen sich also gegen- 
über, und es bleibt letzten Endes dem Geschmack 
und der Gewohnheit des Rechners überlassen, Abb. 60. 
welcher von beiden (und welcher der zahlreichen 
Varianten, dieinLehrbüchern und Abhandlungen 
zu finden sind) er den Vorzug geben will. 


PN 


Abweichung des berechneten 
vom beobachteten Planetenort. 
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Als letzte Variante der nach dem Gaussschen Prinzip aufgebauten Bahn- 
bestimmungsmethoden verdient hier noch die von B. NUMEROFF!) erwähnt zu 
werden. Sie unterscheidet sich von der überwiegenden Mehrzahl der anderen 
Methoden dieser Art und natürlich auch von der GAussschen Methode selbst 
dadurch, daß die Frage des Einflusses der Planetenstörungen nicht erst in einer 
der ersten Bahnbestimmung folgenden Bahnverbesserung aufgeworfen, son- 
dern bereits von vornherein in Betracht gezogen wird. Tatsächlich spielen die 
Störungen, wie in Abschn. 78 gezeigt worden ist, schon bei Zwischenzeiten, wie 
sie bei Bahnbestimmungen von Planetoiden gewöhnlich vorkommen, eine merk- 
liche Rolle: Das dort diskutierte Beispiel zeigt, daß bei einer Zwischenzeit von 
58 Tagen die Koordinatenstörungen eines Planetoiden in dem sehr häufig vor- 
kommenden Sonnenabstand von 2.5 A.E. sechs Einheiten der fünften Dezimale 
erreichen, wenn der Planet in Konjunktion mit Jupiter steht. Auch bei einer 
Zwischenzeit von 30 Tagen würde also diese (mit der zweiten Potenz der 
Zwischenzeit wachsende) Störung immer noch rund 15 Einheiten der sechsten 
Dezimale betragen. Damit ist gezeigt, daß eine Rechengenauigkeit von sechs 
Dezimalstellen, wie sie bei Bahnbestimmungen von Planetoiden angestrebt 
wird, sehr wohl zu falschen Vorstellungen über die Sicherheit der Resultate 
führen kann, wenn nicht die Störungen mit einbezogen werden. Jedenfalls sind 
die Fehler, die man begeht, wenn man in der Entwicklung der Koordinaten nach 


!) Publ. Observ. Astrophys. Central de Russie 2, 188. Moskau 1923. 


28 Stumpff, Himmelsmechanik 
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Potenzen der Zwischenzeiten Glieder der 5. und 6.Ordnung vernachlässigt, be- 
deutend geringer als diejenigen, die entstehen, wenn man die Einflüsse der 
störenden Kräfte außer acht läßt. 


Führt man, wie in Abschn. 72, die Größen!) 


vs, +Y; 
= 0 Te t = 
(= 1,2, 3) 
i = ,+Z% => , 
(IX; 66) A RE — tg ö,sec&;; 


P,=Y,-UX; =Z,-V4L, 


ein, so gelten zwischen den neun heliozentrischen Koordinaten %,, y;, 2, die 
sechs linearen Gleichungen 


(IX; 67) y=U%-P3 3=Vu 0: 


Zur vollständigen Kenntnis der drei Örter fehlen also noch drei Gleichungen, 
die durch die dynamischen Beziehungen zwischen den Positionen des Himmels- 
körpers aufgestellt werden können. NUMEROFF leitet sie folgendermaßen ab: 
Allgemein ist 

= tat tt tar +---, 


& = 20, + 64,7 + I2a;T° + --, 


Wo A,, 4,, ... gewisse Koeffizienten bedeuten, in denen (mit Ausnahme von a,) 
auch Störungsglieder enthalten sind. Setzt man, wenn drei Beobachtungen zu 
den Zeiten £,, i,, £, vorliegen, die Epoche auf den mittleren Ort (f, = 0) fest, so 
ist speziell 


(IX; 68) 17 a — %a, 209 — Xp. 
Ferner soll für die Zwischenzeiten 


=kh-i); no=krliy —b) 


I, — to. ; dns 
gesetzt werden. Der Faktor n = n = rn ist speziell gleich der Einheit, wenn die 


Zwischenzeiten gleich sind. Für die Tavrorsche Entwicklung der x-Koordinate 
(für y und z gilt entsprechendes) des ersten und dritten Ortes von Zi, aus 
erhält man dann 


1) Wenn es die Umstände verlangen, können die Funktionen U, V, P,Q auch 
gemäß (VIII; 62) anders definiert werden. Der nachfolgend beschriebene Algorith- 
mus ist dann entsprechend umzuformen. 
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D) an am 


= -10 +90 — 50 + a0 +6, | In 
BB =%t+t anw+ an? + an?wd + ayntwt + Ö,, I 
nei 60,0 +70 +8, | —n N 
I: = 4, +6anw + I2aın?w® + &, I I 


wenn mit ö,, &,; Restglieder von 5. und höherer Ordnung bezeichnet werden. 

Multipliziert man diese Gleichungen mit den Faktoren (T) bis (III) und addiert, 

so ergibt sich 

DD) 8-1 -dMi, ni =ban(lı+nwo— na. H+ &, 

IND) %-atrmn) Et ni =lanlııtmM)wo+ngH+t 8, 

(ID) ,—-(I+n) + nz =4Nno —asn(L —n) w-+ ayn(ı-+ n?) w’+ 
+ N6, + 6. 

Setzt man dann die aus (IX; 68), (I) und (II) abgeleiteten Ausdrücke 


2 I 2% 
AND — a X, 


w° 


RD — 6(1+n) B-1- N) -itne— 8], 
w* : a i 
an! = Tree - I +TWo+ni na. — 6) 


in (III) ein, so entsteht die für die x-Koordinaten gültige dynamische Beziehung 
in Gestalt der Gleichung 
2 


ss - Irma +tnn — Zeu+n-m)&+ a+n)ı+3n+n)&,+ 


w? 


(IX; 69) rte®+n-yilendırd—( 


I —n)(n?e — &) — 


2 


= — —n+n?) ne+ &) = 4x. 


Entsprechende Formeln gelten für y und z. 
In (IX; 69) sind die Entwicklungsglieder der 3. und 4.Ordnung, und zwar 
einschließlich der in ihnen enthaltenen Störungen, eliminiert worden, während 


28* 
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die Störungen der 2.Ordnung, als die Hauptstörungsterme, berücksichtigt wer- 
den, wenn man nach (VIII; 83) 

; = % R (*) : %,— x %, 
1X;70) &=-,+ mit R(x) = 05m, | er 2 


3 
v r, 


setzt. Die Summe erstreckt sich über alle Planeten, deren Störungen merklich 
sind; bei ersten Bahnbestimmungen von Planetoiden genügt es immer, sich auf 
den von Jupiter (m, = 1/1047) herrührenden Summanden zu beschränken. 

Der „Rest“ A, auf der rechten Seite von (IX; 69) setzt sich also aus den 
Entwicklungs- und Störungsgliedern von der 5.Ordnung an zusammen. Man 
kann diese Glieder in der Form 


A — >, A,a,w 
i=5 


zusammenfassen. Aus 


oO co 


= 2 (- Wan, = L%(- Nil — ı)a,w'?, 


i=5 i=5 
6, = Zanlot, & = Dil — I) a,n? =? wi? 
i=5 i=5 


erhält man nämlich 
nö, + 6, = dawn + (— I)! n], 
n?E — & = — Dili — I) a0"? [ni — (— 1)in?], 
n& + = Dill — 1) a0"? [mi2+ (- Sm] 

und daher, nach kurzer Rechnung, 

GW — I) 


A, = "+ (- In — z 


K(- Dnlı tn) +n mn +n—n). 


Speziell ist für» = I 


d.h. A, = 0 für ungerade Ordnungen :. Bei gleichen Zwischenzeiten werden die 
Reste A also erst in den geraden Ordnungen von der 6. ab bemerkbar. 

Setzt man nun in (IX; 69) die Ausdrücke (IX; 70) ein, so erhält man, wenn 
als Abkürzungen 


(IX; 71) 
NW" u RM MT  M®+n-—ı 
Te TAT mn) 
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eingeführt werden, 


A, 
(IX; 72) 6,= I-+ y 


+ 2 m Rıle) + (0 a) Role) + Rala]] = 
en lt a) — %[1 - (I 0) A)]+ 


I 
+ Kg Ey, — ah, 


Zwei weitere Gleichungen dieser Art erhält man für die y und z, die man aber 
mit Hilfe der Beziehungen (IX; 67) auf die x zurückführen kann. Setzt man 
vorübergehend 


ßı = Ar +4; R=ı-(1-0)d; B= SER + Oydg, 
u=uß5 R=Pfi; =Qf, (Ü=1,2,3), 
so erscheinen die drei Gleichungen 
u Br B=ö, 
(IX ; 73) UV - 0% + 0,=6,+Ph-P+P,, 
VA - NE V=6,+ 9 - 0, + O3 


als Grundgleichungen der NuMERoFEschen Methode. Sie enthalten außer den 
Arbeitsunbekannten %,, %, %, noch die Größen 4,, die den reziproken Kuben 
der heliozentrischen Distanzen r, proportional sind. Die Lösung des Systems 
ist immer möglich, wenn die Determinante 


III 
DE UU,D, 
v,v’’»; 


nicht verschwindet, und kann durch Iteration gewonnen werden, wenn man die 
geometrischen Beziehungen (IX; 37) 


(IX; 7) n=(ı+ U + Vi) — 22, (U,P,+V,0)+ (PP+0%) 
= 1,2, 3) 


benutzt. Man beginnt etwa mit der Hypotheser, = ru, = 17, = 2.5 (oder irgend- 
einem anderen plausiblen Wert), rechnet nach (IX; 73) genäherte x, und ver- 
bessert mit ihnen dier, nach (IX; 74). Dabei reicht es aus, in der ersten Hypo- 
thesenrechnung Ö, = ö, = 6, = 0 zusetzen, und meistens genügt es auch später, 
die genäherten Ausdrücke 


ö 


% 


N N ie 
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statt (IX; 72) zu gebrauchen. Hierbei sind nicht nur die gegen die Haupt- 
störungsglieder immer kleinen Reste A,, A,, A, vernachlässigt, sondern es ist in 


6, = —R; (%) + —[aRı (x) — Rs (x) + 03 R;(%)] 


der Klammerausdruck gleich null gesetzt worden. Für » = ı wird nämlich 


I I 
4 =0%=—,% = — und daher 
6 12 
I 


GR —- GR, + RR, = 6 


(Rı —2R,+ R,). 


Der Klammerausdruck ist also (auch wenn die Zwischenzeiten nicht genau 
gleich sind) von der Größenordnung der zweiten Differenzen der Störungs- 
größen, die immer sehr klein sind. | | 

Sind brauchbare Ausgangswerte für die heliozentrischen Distanzen nicht zu 
erlangen oder handelt es sich um einen der Fälle, in denen man mit dem Auf- 
treten von Doppellösungen zu rechnen hat, läßt sich aus der Gleichung für x,, 
die man aus (IX; 73) durch Elimination von x, und x, erhält, und aus (IX; 74) 
leicht die LAGranGesche Gleichung achten Grades für 7, herleiten, etwa indem 
man zunächst alle 7, gleich groß annimmt und die ö vernachlässigt. Form und 
Lösungen dieser Schlüsselgleichung liefern dann sowohl die nötigen Informa- 
tionen über Ein- oder Mehrdeutigkeit des Problems als auch einen geeigneten 
Ausgangswert für das Iterationsverfahren. | 

Ein für die praktische Durchführung der Bahnbestimmung geeignetes For- 
melschema läßt sich aus den Gleichungen (IX; 73) leicht ableiten und soll daher 
hier nicht explizit angegeben werden, zumal der weitere Ausbau der Theorie 
auf Überlegungen führt, die den Rahmen der im Band I: dieses Werkes zu 
behandelnden Themen überschreiten. So ist esz.B. genaugenommen nicht mög- 
lich, aus den drei heliozentrischen Örtern, die nach Abschluß der Hypothesen- 
rechnung vorliegen, das System der Elemente einer oskulierenden Kegelschnitt- 
bahn abzuleiten, weil es sich ja hier bereits um gestörte Örter handelt. NumE- 
ROFF hat deshalb im Anschluß an die Methode der Bahnbestimmung ein Ver- 
fahren entwickelt, ausgehend von diesen Örtern eine Ephemeride der gestörten 
Bewegung des Himmelskörpers durch numerische Integration der Bewegungs- 
gleichungen zu berechnen. Das interessante Verfahren, das er dabei entwickelt 
und das in gewisser Hinsicht den aus der klassischen Astronomie bekannten 
Methoden der speziellen Störungsrechnung überlegen ist, wird mit diesen zu- 
sammen im Band II gewürdigt werden. Nachdem eine solche Ephemeride der 
gestörten heliozentrischen Koordinaten berechnet ist, kann man die Koordi- 
naten und ihre ersten Ableitungen nach der Zeit für irgendeine Epoche durch 
Interpolation aus ihr entnehmen und diese Größen zur Ableitung der oskulie- 
renden Bahnelemente nach dem in Abschn. 39 entwickelten Verfahren ver- 
wenden. 


KAPITEL X 


DAS ALLGEMEINE ZWEIKÖRPERPROBLEM 


88. Zweikörberbewegung unter dem Einfluß beliebiger Zentralkräfte 


Seit NEwTon sind viele Versuche unternommen worden, die Bewegung von 
Massenpunkten zu diskutieren, die unter der Annahme verschiedener Kraft- 
gesetze vor sich gehen würde. Schon NEWTOoNn selbst hat in seinem grundlegen- 
den Werk dieses Problem angeschnitten, und die Mathematiker des 18. und 
19. Jh. haben den von ihm untersuchten Beispielen viele andere hinzugefügt. 
Obwohl das Problem vorwiegend mathematisches Interesse hat, ist es für die 
Himmelsmechanik nicht ohne praktische Bedeutung. Vor allem sind es zwei 
Sonderfälle, in denen es wichtig ist, außer dem NewrTonschen Gravitations- 
gesetz noch andere Annahmen über die Abhängigkeit der Attraktionskraft von 
der Entfernung 7 des bewegten Körpers vom Attraktionszentrum zuzulassen. 
In Abschn. 27 haben wir gefunden, daß ein Stern im Innern eines kugelför- 
migen Sternhaufens sich nicht nach dem NewTronschen Gesetz bewegt, son- 
dern (wenn wir die Bewegung im statistischen Sinne betrachten, d.h., wenn wir 
den Fall größerer Annäherung an einzelne Individuen des Haufens ausschließen 
und die Potentialfunktion als stetige Funktion des Abstandes vom Haufen- 
mittelpunkt ansehen) unter dem Einfluß einer Zentralkraft, deren Größe 
irgendeine von der Dichteverteilung der Massen im Haufen abhängige Funktion 
ist und von der wir a priori nur aussagen können, daß sie im Mittelpunkt des 
Haufens verschwindet und an seiner Oberfläche in das NewTonsche Gesetz 
übergeht. Bei konstanter Massendichte (eine Annahme, die praktisch nur im 
Kern des Haufens annähernd verwirklicht sein wird) fanden wir, daß die Be- 
wegung sich nach dem Kraftgesetz f{r) -r vollzieht; nach Abschn. 29 ist 
dieses Gesetz außer dem Newronschen f(r) > r"? das einzige, das geschlossene 
Ellipsen als allgemeine Bahnformen liefert. Der zweite Fall, in dem Abwei- 
chungen vom NewTonxschen Gesetz eine Rolle in der Himmelsmechanik spie- 
len, betrifft die Bewegung sonnennaher Planeten (Merkur!) auf Grund der all- 
gemeinen Relativitätstheorie. 

Eigentlich gehören auch noch jene Varianten der Zweikörpertheorie hierher, 
in denen die Anziehungskraft nicht nur vom Radiusvektor, sondern auch von 
der räumlichen Richtung abhängt, in der sich, vom Zentralkörper aus gesehen, 
der bewegte Massenpunkt befindet. Auch hierüber sind Untersuchungen an- 
gestellt worden, z.B. über den -Fall einer ebenen Bewegung, bei der das Kraft- 
gesetz die Form f(r, ©) hat, wenn r, o die Polarkoordinaten in der Bahnebene 
sind. Für die Himmelsmechanik sind diese mathematischen Probleme aber un- 
interessant. Anders ist es, wenn räumliche Bewegungen untersucht werden 
sollen, die sich in einem Kraftfeld abspielen, dessen Potentialfunktion nicht 
kugelsymmetrisch, sondern nur symmetrisch zu einer festen Achse im Raum 
gestaltet ist. In Abschn. 28 haben wir gesehen, daß Potentialfunktionen dieser 
Art das Kraftfeld eines abgeplatteten Himmelskörpers bestimmen: Die 
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Niveauflächen der Potentialfunktion eines abgeplatteten Gestirns sind ellipsoid- 
ähnliche Rotationsflächen; die zu diesen Flächen normalen Kraftvektoren 
haben keinen gemeinsamen Schnittpunkt, und es handelt sich daher nicht um 
Zentralkräfte, wenn auch die Abweichungen von der Zentralbewegung klein 
sind und in größerer Entfernung vom Zentralkörper unmerklich werden. Für 
die Theorie desMondes und der Satelliten dergroßen Planeten, insbesondere aber 
für die Theorie der künstlichen Erdsatelliten hat dieses Problem außerordent- 
lich große Bedeutung. Es soll daher auch erst im Zusammenhang mit der 
Theorie der Satelliten behandelt werden, und wir begnügen uns hier noch mit 
der einfacheren Voraussetzung, daß die Potentialfunktion U bzw. das Kraft- 
gesetz /(r) eine Funktion des Abstandes 7 allein ist. 

Die Bewegung ist in diesem Fall eine Zentralbewegung, deren Differential- 
gleichung in vektorieller Form 


(X; 7) = -/f) "= +gradUßn 


lautet. Das Vorzeichen ist so zu wählen, daß /({r) wesentlich positiv ist, wenn es 
sich um attraktive Kräfte handeln soll. Setzt man, wenn i, |, f die Einheits- 
vektoren in Richtung der positiven Achsen eines rechtwinkligen Koordinaten- 
systems bedeuten, 


._ yi+zt, 
oU oU e 
grad U = Zi ro -- i+ ur sn) 


soist, ddas? = ?+y?+ 22 


Or % or y or Z 
Ox ı’ doyır k Hr 
folgt, 
au pP, _ |dU 


nee 


Multipliziert man (X; ı) vektoriell mit p bzw. skalar mit $, so erhält man 
PP] = + IpgradU] = o, 


N an air EL ‚U 
(PH) = + Pgrad U) = +6 Fr rar 


\- +2. 


In der zweiten Gleichung (X; 2) wird U= U(g, y,:z) als Funktion der Zeit 
angesehen, insofern als der Ort pP (x, y,z) eine Funktion der Zeit ist. Dagegen ist 


= — 0, d.h., die Potentialfunktion selbst ändert sich nicht mit der Zeit. Das 


ist durchaus nicht selbstverständlich: Man könnte z.B. annehmen, daß die 
Masse des Zentralkörpers im Laufe der Zeit zu- oder abnimmt, etwa, daß die 
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Sonne durch Aufsammeln interplanetarer Materie (Meteoriten) an Masse ge- 
winnt oder durch Abstrahlung an Masse verliert. 
Die Integration, von (X; 2) ergibt den Flächensatz 


(X; 3) [pP] = 9 = const; |g|=g 
und den Energiesatz 
(X; 4) (#9) E2U=h= const. 


Der Flächensatz besagt, daß die Bewegung eben ist; er läßt sich mithin (mit 
x=1Cc05Sp, y=rsino als Koordinaten) skalar in der Form 


‚5 ty —- ye=ro=g = const 
(%; 5) 1 —y ’o0=g 


schreiben. Den Energiesatz erhält man weniger einfach, aber ohne Vorzeichen- 
schwierigkeiten, wenn man die zweite Gleichung (X; 2) 


” I 
Ban PA =— in 
schreibt. Durch partielle Integration folgt dann 


Ti I U er 
73 (PP) = en (pP) + zj9: (pp)dt+h 


oder, da 
| do dr 
= 2. D = —— 
zz dr di’ 
(X; 6) pH) = + Ve —rölr +77 T ar+h. 
Die Bahngleichung + = (op) ist implizit durch die Differentialgleichung 
(II; 39) 
Jun 
x. a em 
(X; 7) ir) — y2 dgy® a5 y 


gegeben, während der Zusammenhang zwischen ® und der Zeit £ (in Einheiten 
von I/k Tagen) aus dem Flächensatz 


(X; 8) gdt=rdp; gli — 1) [ro 


folgt. 

Die Hauptschwierigkeit des in dieser Form erweiterten Zweikörperproblems 
besteht in der Integration der Differentialgleichung 2.Ordnung (X; 7). Viel 
leichter ist natürlich das umgekehrte Problem zu lösen, zu einer vorgegebenen 
Bahn = r(p) das Beschleunigungsgesetz derjenigen Zentralkraft zu finden, 
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die.den Massenpunkt diese Bahn beschreiben läßt. Als Beispiel hierfür sei eine 
Bahn von der Gestalt 


(X; 9) r= 24005 


vorgelegt, die fürr > o (- — <So<sH — einen durch das Attraktionszentrum 


y = o gehenden Kreis vom Halbmesser a darstellt. Man findet dann aus (X; 7) 


ı Es I 8a? 
dp? r aodpo 
und damit 
8a2g? 
Ir) re y5 ’ 


also eine Beschleunigung, die der fünften Potenz des Abstandes umgekehrt 
proportional ist. Die Kreisbahn (X; 9) stellt allerdings nur eine partikuläre 
Lösung des Problems /(r) — r”? dar; die allgemeine Lösung, auf die wir im 
nächsten Abschnitt noch zurückkommen werden, ist viel komplizierter. 

Für f(r) -r"? und f{r) —-r läßt sich die Lösung der Differentialgleichung 
leicht erzwingen: Wir wissen, daß sie im ersteren Fall auf die NEwTonschen 
Kegelschnittbahnen mit dem Attraktionszentrum im Brennpunkt, im letz- 
teren auf die „harmonische Bewegung“ führt. Für andere Formen des Kraft- 
gesetzes ergeben sich durchweg größere Schwierigkeiten, die zu eingehenden, 
aber weniger den Astronomen als den Mathematiker interessierenden Unter- 
suchungen Anlaß gegeben haben. 

Bei dem Versuch, die Integration des erweiterten Zweikörperproblems unter 
sehr allgemeinen Annahmen über das Kraftgesetz durchzuführen, können die 
im Kapitel V, insbesondere im Abschn. 41, entwickelten Gedankengänge mit 
Nutzen verwendet werden. Es sei y(r) eine Funktion von 7 (etwa eine Potenz 
mit ganzzahligem Exponenten), deren Bestimmung als Funktion der Zeit ge- 
wünscht werde. Es sei ferner die Aufgabe gestellt, anstatt derZeitr = x(f — {,) 
eine „Anomalie“ g einzuführen, die mit r gleichzeitig verschwindet und mit 7 
monoton wächst und die so beschaffen ist, daß y als Funktion von g der Diffe- 
rentialgleichung 


(X; 10) vw’ + adv = 0 


genügt, in der a? eine reelle Konstante ist und die Striche Ableitungen nach g 
bedeuten. 

Für den Fall, daB es gelingen sollte, g = g(t) so zu bestimmen, daß (X; ıo) 
gilt, ist es nach Abschn. 4ı immer möglich, y in der geschlossenen Form 


v(d)=W+ 1Yog + ayhl 


darzustellen, wo y,, Yo, yo Integrationskonstanten sind und die Funktionen 
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c,= c,(&?g?) die in (V; 43) definierten c-Funktionen bedeuten. Die Anomalie q 
soll nach (V; 34) die Form 


(Km) ae) = [p(&) ae 
Ö 

haben, wo ? (tr) eine für alle Zeiten positive Funktion ist, die der Bedingung 
(X; 12) = 7-4 

Y 

d 
unterworfen ist. Um diese „Quellfunktion“ zu finden, wird man sowohl j) = T 
als auch y’ = -. als Funktion von »(g) darstellen müssen. Man erhält dann 
dq .. j 
ausdr = —- die „Hauptgleichung“ 
2 (q) er ö 
q 
_ [44 

(X; 13) lg’ 


öÖ 
die den Zusammenhang zwischen 7 und g herstellt. Nun sind aber von den drei 
Integralen von (X; ıo) zwei bekannt, nämlich der Energiesatz (X; 6) und der 
Flächensatz (X; 5). Dadurch ist die Möglichkeit gegeben, # als Funktion von r 
auszudrücken, damit aber auch > als Funktion von y. Es folgt nämlich aus 
(IT; 30) die für alle ebenen Bewegungen gültige Beziehung 


(dB) = + ro, 
Drückt man hierin (PP) durch (X; 6) und & durch (X; 5) aus, so ergibt sich 


dd  dy 
(X; 14) = +) -ron+ [fr ar+ 5 =, r 


Andererseits besitzt (X; Io) die Integrale (V;; 37) 
v=a-+bcosag-+cesinag, (x? > 0) 
(X) ysatbg+eg, 0 (@=0) 
v=a+bboßg+.cSnßfe. (=-P?<o) 
In diesen drei Fällen ist dann 
v=tey®+R- pa, (@>o) 
(X; 16) v= zB +4lp a), (@? = 0) 
v4 FRE. @=-R<0 


Um das Prinzip der folgenden Schlüsse zu erläutern, genügt es, sich auf den 
elliptischen Typ (@® > 0) zu beschränken, wenn es auch gelegentlich nötig sein 
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wird, sich der übrigen Fälle zu erinnern. Man erhält dann aus (X; 12), wenn 
man, wie schon früher, a = A, b? + .c?= B? setzt, 


2 

704 [rar + 5 

(X: 17) ee He 
a dr B? — (v — 4)? 


Die Bedingung, daß # (r) wesentlich positiv sein soll, wird immer dann erfüllt 
sein, wenn es gelingt, eine stets reelle Funktion F(r) zu finden, die das Vor- 


zeichen von v hat und so beschaffen ist, daß 


= FF 


geschrieben werden kann. Es muß also die Identität 


2 
&;) RB - (y-A]=-rO + Pe +-5& 


erfüllt sein. Man hat also, wenn © (r) vorgelegt ist, durch geeignete Wahl von y 
und F als Funktionen von 7 dafür zu sorgen, daß beide Seiten von (X; ı8) die 
gleiche mathematische Form erhalten und daß die Identität durch: Vergleich 
der auf beiden Seiten auftretenden willkürlichen Koeffizienten hergestellt wird. 

Ist dies gelungen, was man in vielen Fällen erwarten darf, so ist y(r) als 
Lösung von (X; ıo) in der Form (X; ı5) darstellbar, und man erhält daraus 
auch 7 = r(g). Daneben gilt die Hauptgleichung (X; 13), die den Zusammen- 
hang zwischen g und der Zeit r herstellt. Schließlich wird man noch die Glei- 
chung r = r(p) aufzustellen wünschen. Zu diesem Zweck bildet man nach 
(X; 5, 14) 


dio gg, dr... do _ 8 


dr re. 


und hieraus durch Integration die Bahngleichung in Polarkoordinaten 


dr 
(X; 19) nel 


Ob die Hauptgleichung (X; 13) und die Bahngleichung (X; 19) sich durch 
Auswertung der Integrale in geschlossener Form oder durch konvergente 
Reihenentwicklungen darstellen lassen, ist eine Frage für sich, die in jedem 
Sonderfall individuell beantwortet werden muß. Einige dieser speziellen Fälle 
werden in den nächsten Abschnitten behandelt werden. 
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89. Zentralkräfte, die Potenzen des Abstandes proportional sind 


Ist die Beschleunigung /({r) einer Potenz von 7 proportional, also 


dd . N — 
REES == — u == 
f 7, 9 (n or dr r 


und die Identität (X; 18) nimmt die Form 


so ist 


I 
yart 1 


(X; 20) e@F’I[B —- vy—- A] = — 


n+1l HH — oy2 — 2 
ee +h— gr j 


an. Der Fall» = —ı muß also ausgeschlossen bleiben; er entspricht der Po- 
tentialfunktion U = log r (logarithmisches Potential), die in diesem Problem 
mathematisch eine Sonderstellung einnimmt und hier übergangen werden darf. 
Für alle anderen ganzzahligen positiven oder negativen » läßt sich (X; zo) 
durch geeignete algebraische Funktionen F?(r), y(r) erfüllen. Man darf sich 
dabei auf vy=r*"(k= +1, +2, ...) beschränken. 

Setzt man auch F = r* als Potenz von r an, so zeigt sich, daß die Identität 
nur für gewisse » gilt. Es ist in diesen einfachsten Sonderfällen 


(X;21) arm [B® — A+ 2A N=— P+tiıh—- gr? 


n+lı 


Beide Seiten haben nur dann die gleiche algebraische Form, wenn die Expo- 
nenten 2m, 2m + k, 2m + 2k der linken Seite mit den Exponenten » + 1, 
o, — 2 der rechten Seite in Übereinstimmung gebracht werden können. Da die 
ersteren eine arithmetische Folge (eine aufsteigende oder absteigende, je nach- 
dem 7% positiv oder negativ ist) bilden, muß dies auch für die letzteren gefordert 
werden. Das ist aber nur dann möglich, wenn » einen der drei Werte I, —2, —5 
annimmt. Für jedes dieser drei Beschleunigungsgesetze f(r) = r, r”*, r”° er- 
geben sich zwei Möglichkeiten », k, nämlich 


I) firn= Ia k=2, m=-ı;, b) k=-2, m=1ı, 
2) fürn=-2: a) Ak=ı, m=-ı; b) k=-1ı, m=o, 
3) fürn =-5: a) k=2, m=-2; b) k=-—-2, m=0. 


Setzt man die Koeffizienten gleicher Potenzen von in (X; 21) gleich, so er- 
geben sich in diesen Spezialfällen die jeweiligen Zusammenhänge zwischen « 
und den Integrationskonstanten A, B einerseits, » und g andererseits. Folgende 
Zusammenstellung zeigt für diese einfachsten Typen des allgemeinen Zwei- 
körperproblems das Ergebnis dieser Untersuchung: 
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m me au en 

a) 2|-ı)l ı u + 1 : 
I 

bi. 2 ı|g Zr 4: Pen = 5 

(X; 22) a) [||| 4syırre | 
—2 

b)|-ı]| 0o| & a Nalser: 5 

lol elle leer? 17 


Im einzelnen ist dazu noch zu bemerken: 


1.» = I: Beschleunigung dem Abstand direkt proportional (harmonische 
Bewegung, elastische Schwingung). Da hier «&® > o (das Gleichheitszeichen wird 
nurim Fall (b) bei der geradlinigen Bewegung angenommen, da dann die Flächen- 
konstante g verschwindet), so beschränkt sich die Form der Bewegung auf den 
elliptischen Typ. Es gilt also 


a)r?=A+Bocos[e( —-q)]mit«e=ıundd=2,d.h.g=2r.Itgq,=o 
der Wert, den g für t = o annimmt, so gilt also 


= A-+ Boos2r. 


Tatsächlich läßt sich die harmonische Bewegung mit der Zeit r als Parameter 
durch 

(X; 23) “=40c0st, y=bsint 

beschreiben, und es folgt hieraus 


a? -. b2 a — b2 
cos ZT. 


”=x°+ y°=a°cos’r + d’sin’t= 


Im geradlinigen Fall (g = o) ist A=B,d.h. 5 = o, und die Bewegung ver- 
läuft längs der x-Achse nach der Gleichung x = a cos tr. Oderesist4= —B, 
a=oundy=bsinr. 
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b) Setzt man y = r”?, so erhält man 


I 
Ar Beooslelg 9) 
mit 
Ze EN Er 2a0=2 
=g, u Berne = p 


Diese Gleichung stellt also die Bahn in Polarkoordinaten, + =r(e) dar. Ist 
9, = 0 der Wert der Anomalie für 9 = 0, so ist demnach 


z =A-+DBcos29. 


Das ist.aber die Mittelpunktsgleichung einer Ellipse; denn sind a, 5 deren Halb- 
achsen, so ist 
b2x2 4 aty2 = a2d8. 
Das geht aber, wenn man x=1rc0osY, y=rsino einführt, in 
ea+b ad 
2 


r? [b?co®o-+ a’sin’o] = r? cos 2p| = a?b? 


über, also in eine Gleichung der obigen Form. 
Die Hauptgleichung lautet in diesem Fall, mit =g, 


PER. IOHER.. BEER 
2] A+Bcosag 


0 


Sie ist, nach Ausführung des Integrals, von der Form 
T = arc spe 2) oder tgr=ftgo. 


Tatsächlich geht aus (X: 23) 


tgr= 22 = u tgp 
ay a 
hervor. 
2.n = — 2: Beschleunigung dem Quadrat des Abstandes umgekehrt pro- 


portional (NEwTonsches Gravitationsgesetz). Auch hier gibt es zwei Möglich- 
keiten, eine Funktion y(r) durch eine Anomalie g in der geschlossenen Form 
(X; ı8) darzustellen, nämlich (wenn wir uns auf den elliptischen Typ der Be- 
wegung beschränken) 

a r=4A+Bcosag=alI-ecosE), 

.b) 5 =4A4+Bcosag= n (T+ecoso). 


448 Das allgemeine Zweikörperproblem 


Im Fall (a) finden wir, mit d = — in der Hauptgleichung 


q 


A B. 
T - [räg= 4. + sin (29) 


0 


die Keprersche Gleichung wieder. Im Fall (b) ist 


g= also rad)=ax=g, 


somit x&g = v die vom Perihel aus gezählte „wahre Anomalie“ und (b) die 
Bahngleichung (Polargleichung der Kegelschnitte). 


Da im Fall (b) «® > o, so folgt, daß — im allgemeinen beschränkt ist, also r 


stets oberhalb einer unteren positiven Grenze (Periheldistanz) liegt. Nur für 
g = 0 (geradlinige Bewegung) wird 7 = 0 erreicht. 


3.n = —5: Beschleunigung der fünften Potenz des Abstandes umgekehrt 
proportional. 


a) Für A = 2 erhält man 
X;2) r=4A+Boos[e(g —g)]=4A+ BEf|yh (|, 


je nachdem «&® = —h positiv oder negativ ist, was a priori nicht entschieden 
werden kann. Die Hauptgleichung hat die Form 


2 2 
I Il a. 
T = frag= & [ya + B cos [a(g — q,)] dg. 
0 % 


Da ferner nach (X; 20) uam nn 
= Vz +h=gr, 


so folgt als Bahngleichung nach (X; 19) 


T 


dr 
Vz-er+ hr“ 


In beiden Fällen treten also elliptische Integrale auf, die nur unter besonderen 
Verhältnissen in geschlossener Form ausgeführt werden können. So erhält man 
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z.B. für a = o (parabolischer Typ), wenn man noch g? = Per setzt, als Bahn- 
gleichung u 


r 


EL 


je —— — = tar cs — 
a ı 2 
20 Yz lo =) 


oderz = 24c0so, d.h. die partikuläre Lösung (X; 9). 

Ein weiterer einfacher Sonderfall ergibt sich, wenn 2% = g* ist. In (X; 22) 
wird dann B = o und daher»? = A = const. Diese Lösung, die eine Kreisbahn 
darstellt, ist aber nicht die einzige, die unter der obigen Bedingung existiert. 


Da nämlich = Zi > 0, so isthier@® = —h<0; es liegt also der hyper- 
bolische Fall (X; 15, ı6) vor. Die Identität (X; ı8) lautet dann mt F=r"?, 


I 
y=r,ß = = gt 


erlernt g 


Die linke Seite wird ein vollständiges Quadrat für #9? = c?, alsob = +c. Es ist 
danna = = und die Lösung (X; 15) nimmt die Gestalt 
g | 


RE 
gt Ein =) - I ERW VE (d—M) 
Y2 


= + (ci g 


Y2 


an. Die Kreisbahn 7 = z steil also nur den Grenzfall dieses Bahntyps für b = o 
dar. 


Die Bahngleichung (X; 25) erhält für » = — —g* die Form 


(X; 26) BR | Da (gr? — = Ya Wr Ciggr 
oder 


8 Y2 


Die Kreisbahnlösung ist in (X; 26) als Grenzfall enthalten; für sie werden Zäh- 
ler und Nenner des Integranden null [siehe Fußnoten!) und ?) auf S. 450]. 

b) Für k = — 2 erhält man ebenfalls elliptische Integrale in Haupt- und 
Bahngleichung. 


- IP, 


Um andere Kraftgesetze /(r) = r” zu diskutieren, wird man für F?(r) irgend- 
welche gebrochenen rationalen Funktionen wählen müssen. Hier wollen wir, 
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ohne auf Einzelheiten einzugehen, nur das Prinzip, nach dem man zu verfahren 
‚hat, an zwei weiteren Beispielen erläutern: 
I 


2) 
@(B? —- A?+2Ar - N=ı- + rk -+ı)+ Ar. 
Die Koeffizientenvergleichung liefert 
@(B-4)=1-8, 
22 A=ı-g?-+h, 


4.n = —3: Man setze y=r? und = . Dann ergibt (X; 20) 


= —h, 
woraus «°, A, B als Funktionen von g und 5 folgen. 
2 
5.% = — 7: Mansetzey = r?, F? = . or ,‚ wo y eine noch zu bestimmende 


Konstante ist. Die Identität (X; 20) nimmt dann die Form 
a@(B? —- A?+ 2A? — rA)(I+y)=r® Er — gr? + i 


an. Vergleicht man die Koeffizienten gleicher Potenzen von r, so folgt 


a2(B2 — A?) = ze alt — 2y4) =}, 


2A+y(B-AY)=0, day=-—h. 


Aus diesen vier Gleichungen erhält man, indem man A und B eliminiert, y als 
Funktion von g, k aus der kubischen Gleichung 


y?® — 398° = 3h; 
sodann R h ; 5 Y pr 
m. — Eee A a 
& „’ B? — A sn 6 


Alle diese Beispiele lehren, daß die Zentralbewegungen auf Grund verschie- 
dener Kraftgesetze f({r) gewisse gemeinsame Eigenschaften haben. Es soll hier 
nicht auf die interessante Frage eingegangen werden, ob immer, d.h. für be- 


1) Im Newronschen Problem (rn = 2; y = r) könnte man ähnliche Überlegungen 

anstellen. Für h = un wird nach (X; 22) B=o, und es ergibt sich die Kreis- 
I 

bahnlösung r=A = g°. Hier handelt es sich aber wegen = —h = z& >oum 


den elliptischen Typ; auf der linken Seite von (X; 20) erscheint ein vollständiges 
Quadrat nur für 5° +0 =o,d.h. fürb=c= o. Die Kreisbahn ist also hier die 
einzige Lösung dieses Typs. 

2?) Eine vollständige Diskussion des Falles » = — 5 findet man bei McMiırran in 
The American Journ. of Math. XXX, 282 (1908). Siehe auch F.R.Mourron: Ein- 
führung in die Himmelsmechanik (Übersetzung von W.FEnper), Leipzig 1927, 
5. off. 
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liebige (stetige und differenzierbare) Funktionen f(r) die Differentialgleichungen 
für y(r) durch Übergang auf eine mit 7 monoton wachsende Anomalie g auf 
die Normalform (X; Io) gebracht werden können. Die obigen Beispiele haben 
aber gezeigt, daß dieser Versuch für viele Beschleunigungsgesetze Erfolg hat 
und daß die Aussicht, ihn für eine sehr umfangreiche Gruppe von Gesetzen, 
etwa für alle rationalen Funktionen /(r), durchführen zu können, recht groß ist. 
Soweit dies aber der Fall ist, gilt folgender Satz: Die Bewegung erfolgt so, 
daß der Abstand entweder periodisch zwischen zwei endlichen Grenzen (Peri- 
zentrum und Apozentrum) hin- und herschwankt (elliptischer Typ), oder so, 


daßr [oder — zwischen null und einem endlichen Wert einfach variiert. Alsein 
z | 


partikuläres Integral gibt es stets die Kreisbahn 7 = const, da es immer ein r 
gibt, für das Attraktions- und Zentrifugalkraft im Gleichgewicht stehen. 

Besonderes Interesse verdienen die periodischen Lösungen. In den beiden 
Fällen /(r) = r und vr”? sind alle Lösungen (im letzteren Fall alle Lösungen des 
elliptischen Typs) periodisch und haben die Gestalt geschlossener Ellipsen. Für 
andere Zentralkräfte sind die Bahnen nur für besondere Werte der Integrations- 
konstanten g, k Kurven, die sich nach jedem Umlauf oder nach einer endlichen 
Zahl von Umläufen schließen. Andernfalls wird der bewegte Körper im Laufe 
der Zeit jeden Punkt der Bahnebene erreichen, der in dem Kreisring Ymin S Y 
< Ymax liegt. Die Bahnkurve ist dann „knäuelförmig“ und überdeckt die Fläche 
des Kreisrings in unendlich vielen Windungen. Besonders wichtig erscheinen in 
dieser Hinsicht die „fast geschlossenen“ Bahnen, die man sich so entstanden 
denken kann, daß eine geschlossene Bahnbewegung (etwa eine elliptische) durch 
eine sehr langsame Drehung der großen Achse (Apsidenbewegung) in eine nicht- 
geschlossene übergeführt wird. | 

Bei den nichtelliptischen Bahntypen wird die Bewegung im allgemeinen in 
Spiralen erfolgen, wie sie geometrisch erzeugt werden, wenn man eine para- 
bolische oder hyperbolische Bewegung in einem sich (schnell oder langsam) 
drehenden Koordinatensystem betrachtet. 


90. Die relativistische Zweikörperbewegung 


Unter den fast geschlossenen Bewegungen, die im allgemeinen Zweikörperpro- 
blem unter gewissen Bedingungen auftreten, nimmt die Bahnbewegung sonnen- 
naher Planeten auf Grund der allgemeinen Relativitätsiheorie eine besonders 
wichtige Stellung ein. Man kann das Beschleunigungsgesetz, das dieser Be- 
wegung zugrunde liegt, in der Form 

p 


I 
er: 
schreiben, wo ß eine sehr kleine Konstante bedeutet. Setzt man also 


I BP. „ad es 5ß 
rn’ en 3 #3 


Öf(r) = 


29% 
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n (X; 18) ein, so erhält diese Identität mit 


P=1+Z „-- 
die sinnvolle Gestalt 
2[ 2 2 TE — 2 = 2 B 
(3° - 424 2 (+ != nr BI 


und es folgt durch Koeffizientenvergleichung 


(BA) =h, aaAy-1)= -g% 


@[24 + y(B? — A°®)] = 2, a°y ur. 
Eliminiert man«, A, B? — A?, so erhält man für die Konstante y die Gleichung 


(X; 27) hy? — 2y?’ — g’y = ep = rege) 
3P 


In der allgemeinen Relativitätstheorie ist ß = g, WO p den Parameter der 
KepLerschen Ellipse, c die Lichtgeschwindigkeit darstellt. Benutzt man, wie 
üblich, als Längeneinheit ı A.E. = 1.495 - 10km, als Zeiteinheit = — 58.13244 


mittlere Tage, so wird c = 10071.6. Für die Bahn des Planeten Merkur 
(d = 0.37) wird also ß = 10”® zu setzen sein, so. daß Quadrate und höhere Po- 
tenzen dieser kleinen Zahl unbedenklich vernachlässigt werden können. Aus 
(X; 27) folgt daher 


2 8 2 [._4B 
- 
ae =elIı- — — 
| 3 a) 
Ferner ist 
n\dy I y_ 1 2 PB... j ı B 
ara yert ae 
also 
._fdP\ _E|._ ßB/ı =) 
en va r? k alt eh: 
während für die KepLersche Bewegung 
2) 72 
(X; 29) 4, 5-% 


die Winkelbewegung in der Zeiteinheit darstellt. 
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In beiden Fällen ist R 
I A+Bcosalg —g,), 


d.h., eine Bewegungsperiode (von Perihel zu Perihel) ist vollendet, wenn xg 
um 2 zugenommen hat. Nun ist aber die relativistische Winkelgeschwindigkeit 
(X; 28) um einen geringfügigen Bruchteil kleiner als die Winkelgeschwindigkeit 
der KepLerschen Bewegung (X; 29). Es wird also, wenn die wahre Anomalie 
der KEPLERschen Bewegung um 2x gewachsen ist, d.h. nach einem siderischen 
Umlauf, die anomalistische Bewegung in der relativistischen Bahn noch nicht 
ganz beendet sein. Integrieren wir also die Ausdrücke (X; 28, 29) über die 
siderische Umlaufszeit T des Planeten, so erhalten wir 


T T 
({dp [ge ß [ı 2 BR: 
\z).r -/r E 38° E = 2) nn 
T T 
I) ir [Bar= an, 
dt Kepl. vr 


wo öop die in der Zeit T entstandene Differenz zwischen den Apsidenrichtungen 
der beiden Bahnen bedeutet. Es ist daher, wenn wir noch annehmen, daß beide 
Bewegungen unter den gleichen Anfangsbedingungen, also auch mit derselben 
Flächenkonstanten g, beginnen, 


7 
I I 2 


2 
oder wenn wir im Integranden g° = d, dt = 7 do setzen, 
| IP 


ale? 
oo = — II— + —)do. 
ll u” 
Nun ist aber nach Abschn. 25 der über die wahre Anomalie 9 genommene 


Mittelwert von = gleich = Man erhält also 


2np 6n 


Ist nun U die in tropischen Jahren ausgedrückte Umlaufszeit des Planeten 
Merkur, so beträgt die Perihelverschiebung in hundert Jahren, ausgedrückt 
in Bogensekunden, 


600% 
Up 
wennc = 10071.6 A.E./k"! Tage, = 0.37073 A.E., U = 0.24084 gesetzt wird. 


öw - 206265 = 42°9, 
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Zehn kleinere Hilfstafeln 
zur Ephemeridenrechnung und Bahnbestimmung 


I. Korrektion rechtwinkliger Äquatorkoordinaten der Sonne wegen der 
täglichen Parallaxe. 


II. Genäherte Lösung der KepLerschen Gleichung. 
III. Hilfstafel zur Ephemeridenrechnung bei parabelnahen Ellipsen. 


IV. Zur Ephemeridenrechnung bei parabelnahen Kegelschnitten. ANDOYER- 
sche Faktoren. 


V. Tafel r (w) zur Bestimmung des Verhältnisses Sektor: Dreieck. 
VI. TIETJENscher Faktor zur Bestimmung des Verhältnisses Sektor: Dreieck. 
VII. Hilfstafel zur Entwicklung rechtwinkliger Koordinaten. 


VIII. Konvergenzbereich von Potenzreihen nach der Zeit im Zweikörper- 
problem nach F.R. MouLTon. 


IX. Hilfstafel zur Auflösung der Lagrangeschen Schlüsselgleichung nach 
Th. v. OPPOLZER. 


X, Hilfstafel zur genäherten Auflösung der Hauptgleichung für die Apsiden 
als Ausgangsort. 
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log e 


0.000000 
9.999956 
9.999830 


9.999637 
9.999398 
9.999144 
9.998904 
9.998708 


Korrektionsgrößen C, S der rechtwinkligen äquatorealen Koordinaten beim Über- 
gang vom geozentrischen auf das topozentrische System und umgekehrt, in Ein- 
heiten der siebenten Dezimale, für Beobachtungsorte mit der geographischen 
Breite o. 

9 — o’ ist der Unterschied zwischen geographischer und geozentrischer Breite, 
oe der Abstand des Beobachtungsortes vom Erdmittelpunkt in Einheiten des 
äquatorealen Erdhalbmessers. Ist z(, = 8°80 die mittlere Sonnenparallaxe, so ist 


C= ono sin 1” cos Q, 
S = eng sin 1” - sin Q. 


Für südliche Breiten erhalten 9 — o’ und S das negative Vorzeichen. Das Vor- 
zeichen von C bleibt unverändert. 


456 Anhang A 


II 


Differenz E — M (exzentrische minus mittlere Anomalie) für ganze Zehntel der 
numerischen Exzentrizität e, als Funktion von M. Für 180° < M < 360° (rechter 
Tafeleingang) ist der Tafelwert negativ zu nehmen. 


Hilfstafeln zur Ephemeridenrechnung bei parabelnahen Ellipsen. 


nn en ea, Fre 


0.05 


0.25 
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III 
Gausssche Methode 
log B 4 I men | me | wer | log o 

0.000000 0.000000 
001 .001743 
003 ‚003498 
007 .005266 
012 .007046 
0.000019 | 0.008838 
027 .010643 
037 ‚012461 
049 ‚014292 
o6I ‚016137 
0.000076 0.017995 
092 .019866 
IIO .021751 
130 .023650 
151 .025564 
0.000173 0.027492 
198 ‚029434 
224 ‚031391 
251 ‚033364 
281 .035351 
0.000312 0.037354 
345 ‚039373 
379 ‚041408 
416 ‚043459 
454 ‚045526 
0.000493 0.047610 
535 ‚049711 
578 .051829 
624 .053965 
671 ‚056118 
720 .058289 


log » 


0.000000 
.002178 
.004369 


.006574 
.008792 


0.011024 
.013269 
.015529 
.017803 
.020092 


0.022395 
0.247153 
.027046 
‚029395 
0.31759 


0.034138 
‚036534 
.038946 
‚041374 
.043818 


0.046280 
.048758 
.051254 
.053768 
.056299 


0.058849 
‚061417 
.064003 
‚066609 
.069234 
.071878 
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IV 


Zur Ephemeridenrechnung. Faktoren g(??) und g’(f?) nach Anpoyver. 


Be E 
a) Elipsen t=tg — 


| u 


0.0000000 


0.0000000 
0000 
0000 
0001 
0001 


0.0000001I 
0002 
0003 
0004 
0007 
0.00000I0 
0014 
0019 
0026 
0034 


‚26° 


0.0000034 
0045 
0058 
0075 
0095 
0120 
0.000015 
018 
022 
027 
033 
0.000040 
048 
057 
068 
081 


0.000081 
095 
112 
132 
154 
180 
0.000209 
242 
281 
324 
374 
0.000431 
495. 
568 
651 
744 


b) Hyperbeln sin 


E’ a RS 
2 Verı 2 min 


E’ [4 
(472 {472 {472% 
fi log g’ (#°) ri log g’ (#"?) z log g’(t”?) 
o° 0.0000000 15° 0.0000030 30° 0.000034 
1° 0.0000000 16° 0.0000039 37° 0.000034 
2 0000 17 0050 32 032 
3 0000 18 0062 33 027 
4 0001 19 0077 34 018 
5 0001 20 0094 35 | 001 
6° 0.000001 21° | 0.00001 13 36° 9.999973 
7 0002 22 0135 37 930 
8 0003 23 0160 38 864 
9 0004 | 24 0187 | 39 763 
‚ Io 0006 25 0215 40 610 
IE* '0.0000009 26° 0.0000245 41° 9.99937 
12 0013 27 0275 42 9.99901 
‚13 0017 28 0303 43 9.99841 
14 0023 29 0327 44 9.99741 
15 0030 30 0343 45 9.99547 
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n(w) zur Bestimmung des Verhältnisses Sektor: Dreieck: 


2 
n= uw? = wel — + .). 
x Er 
Hier ist log „u mit dem Argument w gegeben. 
w log u w log u w log u 


8.78292 


8.78562 


8.78834 
8.79108 


8.79384 
8.79662 
8.79942 
8.80224 
8.80509 
8.80796 
8.81085 


vI 


Zur Bestimmung des Verhältnisses Sektor : Dreieck. Tıerjenscher Faktor. 


r " / 100 N ' I0o : ; I0o 
0 — 08 0 |/ —— o —— 
gg : 99 sog 


0.0021824 0.0020921 _.0.0019740 


— mm | 1 m [nn 


.oI 819 ; 861 
.02 805 ; 800 
.03 783 ’ 739 
.04 755 678 
.05 721 617 
.o6 683 i | 557 
.07 641 i 497 
‚08 ‚596 i 437 
.09. 5438 oO |. 377 

0.10 0.0021497 0.0020317 0.0019203 
.II 444 . 258 152 
12 390 ä 199 j 102 
.13 335 ; 140 .53 o51 
.I4 278 ; 082 ß 00I 
.15 220 . 024 0.0018951 
.16 161 i 0.0019966 ö 902 
.I7 102 : 909 A 853 
.18 042 : 852 ; 805 


.IOo 0.0020081 E 796 : 757 


m JZüg sim mtl lm mm 1122 nm ans [Bm I L nn 


0.20 0.0020921 . 0.0019740 . 0.0018709 
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Entwicklung der rechtwinkligen Koordinaten (—0.100 Sn S — 0.060) 


N A B C D 
— 0.100 — 0.55728 + 0.0579 — 0.36116 | + 0.0437 
099 662 577 085 436 
098 597 975 054 | 
097 531 572 023 
096 | 466 570 — 0.35993 
.095 401 568 962 
.094 337 566 931 
.093 272 564 901 
.092 208 562 870 
.ogI 144 560 8410 
— 0.090 — 0.55080 + 0.0558 — 0.35810 + 0.0425 
.089 016 556 779 423 
.088 -- 0.54953 554 749 422 
.087 889 553 719 
.086 826 551 689 
085 763 549 659 
.084 700 547 629 
.083 638 545 599 
.082 575 543 569 
u, SE 2 un. SAE, || 02 5 
— 0.080 — 0.54451 + 0.0540 — 0.35510 
079 389 538 480 
078 327 536 451 
077 266 534 421 
076 204 532 392 
075 143 530 362 
074 082 528 333 
.073 021 526 304 
.072 — 0.53961 525 275 
.071 900. 523 246 
— 0.070 — 0.53840 40.0521 | — 0.35217 
069 780 519 188 
068 720 517 159 
067 660 516 130 
066 600 514 IoI 
065 541 512 073 
064 481 510 044 
063 422 509 015 
062 | 363 507 — 0.34987 
061 304 505 958 
— 0.060 — 0.53246 + 0.0504 — 0.34930 + 0.0390 


Anhang A 46I 


vll 


(—0.060S$nS — 0.020) 


897 
840 492 
732 491 
BERREHRENN. (..- BN I: 
— 0.52668 + 0.0487 
611 486 
554 484 
498 483 
441 481 
385 479 
329 478 
273 476 
217 475 
162 473 


— 0.52106 + 0.0472 — 0.34375 
050 479 348 

— 0.51995 469 321 
940 467 294 

885 466 267 

830 464 240 

776 463 213 

721 461 187 

667 460 160 
ISBECHEL_ AL BIRBERE. \..0R 133 
— 0.51559 + 0.0457 — 0.34107 
505. 456 080 

451 454 054 

397 452. 027 
344 451 001 

290 450 — 0.533974 

237 448 948 

184 447 922 

131 446 896 

078 444 870 

| — 0.51026 + 0.0443 — 0.33844 
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v1 


(— 0.020£nS + 0.020) 


N A B C D 
— 0.020 — 0.51026 + 0.0443 — 0.333844 + 0.0351 
.oIQ — 0.50973 442 818 350 
‚018 921 440 792 349 
.017 868 439 766 348 
‚016 816 437 749 347 
‚015 764 436 714 346 
‚014 712 435 688 345 
.013 661 433 662 344 
‚012 609 432 637 344 
.OII 558 431. 611 343 
— 0.010  — 0.50506 + 0.0430 — 0.33586 + 0.0342 
.009 455 428 560 341 
.008 404 427 535 340 
.007 353 425 510 339 
.006 302 424 a8 338 
.005 252 423 459 338 
‚004 2a 422 434 337 
.003 150 420 408 336 
.002 Ioo 419 383 335 
— ,00I 050 418 358 334 
0.000 — 0.50000 + 0.0417 — 0.33333 + 0.0333 
4.001 — 0.49950 415 308 333 
.002 900 414 ‚283 332 
.003 850 413 258 331 
.004 801 4II 234 330 
.005 752 410 209 329 
.006 702 409 184 328 
.007 653 408 160 328 
.008 604 407 135 327 
.009 555 406 1Io 326 
++ 0.010 — 0.495066 |  +0.0404 — 0.33086 + 0.0325 
457 403 061 324 
409 402 037 324 
360 401 012 323 
312 399 — 0.329838 322 
264 398 964 321 
216 397 940 320 
168 396 915 320 
120 395 891 319 
072 394 867 318 


— 0.49024 + 0.0393 — 0.32843 + 0.0317 
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(+ 0.020 S n.<S 40.060) 


N A B C D 

-+ 0.020 —.0.49024 + 0.0393 — 0.32843 + 0.0317 
.021 — 0.48977 391 819 317 
‚022 929 390 795 316 
.023 882 389 771 315 
‚024 835 388 747 314 
‚025 788 387 724 313 
..026 741 386 700 313 
.027 694 335 ı 676 312 
.028 647 384 652 31 
.029 600 383 629 . 3Io 

+ 0.030 — 0.48554 + 0.0382 — 0.32605 + 0.0310 
.o31 508 381 582 309 
.032 461 379 558 308 
‚033 415 378 534 308 
‚034 369 377 SI 397 
.035 323 376 488 306 
.036 277 375 464 305 
«037 231 374 441 305 
.038 186 373 418 304 
Ira en We: 71: SAN: SEREBEREEE BEN 393 
+ 0.040 — 0.48095 + 0.0371 — 0.32372 + 0.0302 
041 049 370 348 302 
042 004 369 325 301 

043 —0.47959 368 302 300 
044 914 367 279 300 
045 869 366 256 299 
046 824 365 234 298 

047 780 364 2II 298 

048 735 363 188 297 
049 690 362 165 296 

+ 0.050 — 0.47646 + 0.0361 — 0.32142 + 0.0295 
.O51 602 360 120 | 295 
052 558 359 097 294 
053 514 358 074 293 
054 479 357 052 293 

055 426 356 029 292 
.056 382 | 355 007 291 
057 338 354 — 0.31984 291 
.058 294 353 962 290 
059 251 352 940 289 


a zz a] CT Tl mE BB us ET ET dl bo all oo Tg 
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v1 
(+0.060 <nS + 0.100) 
A B 


+ 0.0351 


350 
349 
348 
347 
346 
345 
344 
343 
342 


+ 0.0342 


341 
340 
339 
338 
337 
336 
335 
334 
333 


+ 0.0333 


332 
331 
339 
329 
328 
327 
327 
326 
325 
+ 0.0324 


323 
322 
321 
321 
320 
319 
318 
317 
316 


—0.45549 | + 0.0316 


+ 0.0282 


+ 0.0275 


+ 0.0270 
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VII 


Konvergenzbereich der Potenzreihen in Tagen. Nach F.R.MouLron 


a) Ellipsen mit a = 2.65 


30 Stumpff, Himmelsmechanik 


ee ee ne 


+ 
+ 


+0.243|+0.244 
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IX 
— — f(&,Y) zur Auflösung der Gleichung 
_ —-1-(1T-2{cosy+ £2) 2. (nach OrroLzer) 

C y9= Io? 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90° 
— 2.954 | — 2.819 |— 2.598 |—2.298|— 1.928 | — 1.500 |—1.026| —0.521 | 0.000 
— 3.641 |— 3.417 |— 3.064 | — 2.609 | — 2.084 |— 1.520 |—0.945| — 0.383 |+0.148 
— 4.628 | — 4.238 |— 3.656 | — 2.958 |— 2.218 | — 1.495 | — 0.825 | — 0.229 |+0.286 
— 6.120 |— 5.400 |—4.405 |— 3.327 | — 2.306 |— 1.414 | — 0.672 | — 0.072 | +0.404 
— 8.512 |— 7.084 |-5.329 |— 3.677 |—2.318)— 1.273 |— 0.496 | 40.077 |+0.499 
— 12.645 |— 9.570 |— 6.406 | — 3.940 | — 2.227 |— 1.079 |— 0.312 |++0.209 |+0.569 
— 20.48 |—13.21 |—7.507 |—4.029 !— 2.024 |— 0.849 |— 0.134 |+0.318 |+0.616 
— 37.06 |—18.18 |—8.340 |— 3.866 | — 1.723 |—0.606|+0.025 |+0.403 | + 0.643 
— 75-41 |—23.54 |8.494 | 3.437 |—1.364 | 0.374 |+0.156 | +0.464 |+0.655 

; Ä — 0.169 |+0.260|-++0.505 | + 0.655 
0.000 )+0.338|-+0.529 |+0.646 

+0.132 |+0.392 !+0.541|+ 0.632 

+0.230|)+0.429) 40.544 |+0.615 

+0.300|+0.451|)+0.540|)+0.5095 

+0.348|+0.462|)+0.531!/+0.574 

z ; i 3 +0.379\+0.466|+0.519|+0.553 

— 1.768 | — 0.895 | - 0.267 |+ 0.090 | + 0.286 |+0.397 |+0.463|+0.505 |+0.532 
— 0.887 |— 0.427 |— 0.052 |+0.185 |+0.324 |+0.407 |+0.458|+0.490 |+0.512 
— 0.404 |— 0.145 |+0.088|+0.248|+0.348 |+0.410|)+0.449|+ 0.475 | + 0.492 
0.125 |+ 0.029|+0.179|+0.289|+0.361/+0.408|+0.439)+0.459| + 0.473 

+ 0.042 |+ 0.138 |+0.237 |+0.314 |+0.368 |++0.404 |+0.428|40.444|+0.455 
+ 0.145 |+ 0.207 |+0.274|+0.329|+0.369 |-+0.397 |+0.416|+0.429|+0.438 
+ 0.209! + 0.250 |+0.297 |+0.337|+0.368 |+0.389|+0.404|+0.415 | + 0.422 
+ 0.249|+ 0.277|)+0.311/+0.340)+0.363 |+0.380 |+0.392|-+0.401|-++0.407 
+ 0.273!+ 0.293 |+0.317|+0.340|+0.358|+0.371|+0.381|+0.383 |+0.393 
+ 0.287 1+ 0.302 )+0.320|+0.337 |+0.351|+0.361 |+0.369 | +0.375 |+0.379 
+ 0.295 |+ 0.306 |+0.319 |-+0.332 |+0.343 |+0.352]+0.358|+0.363 |+0.367 
+ 0.298) + 0.306 |+0.316|+4+0.327)+0.335 |+0.342 |+0.348|+0.352|+0.355 
+ 0.298|+ 0.304 1+0.312|+0.320|+0.327 |+0.333|+0.337|+0.341|+0.343 
+ 0.2096 |-+ 0.301 |+0.307 +0.314 +0.319 |+0.324 |+0.328|+0.331|+0.333 
+ 0.293 |+ 0.297 |+0.302 |+0.307 |+0.311|+0.315 |+0.318|+0.321|-+0.323 
+ 0.289|-+ 0.292 |+0.296 |+0.300 |+0.304 |+0.307 |+0.310|+0.312|+0.314 
+ 0.284 |+ 0.286 |+0.289|-+0.293 |+0.296 |+0.299 |+0.301 |+0.303 | +0.304 
+ 0.279|+ 0.281 |+0.283 |+0.286|+0.289 |+0.291 |+0.293 |+0.294 |+ 0.296 
+ 0.273|+ 0.275 |+0.277 |+0.279|+0.282 |+0.284 |+0.285 |+0.286|+0.287 
+ 0.268 | + 0.269 !+0.271|+0.273 |+0.275 |+0.276|-+0.278|+0.279 +0.280 | 
+ 0.262 |+ 0.263 |+0.265 |+ 0.266 |+0.268\+0.269 |-+-0.271|+0.272|+0.272 
+ 0.257|+ 0.258 |+0.259 |+0.260 |+0.262 |+0.263|+0.264 |+0.265 |+0.265 
+ 0.251 j+ 0.252|+0.253 |+0.254 |+0.255 |+4+0.256|+0.257|+0.258|+0.259 
+ 0.246|+ 0.247 +0.248 +0.249 |+0.250|-+-0.250|+0.251|+0.252/+0.252 


+0.245|+0.246|+ 0.247 


© 9=100° 110° 


0.0 
o.1 
0.2 
1 0.3 
0.4 
0.5 
| 0.6 
‘0.7 
0.8 
0.9 
1.0 
1.1 
1.2 
1.3 
1.4 


1.5 
| 1.6 


.1 3-9 


+0.521|-+1.026 


120° 
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130° 


IX 


140° 


150° 


160° 


170° 


467 


180° 


+1.500|+1.928/)+2.298|+2.598|+2.819|+2.954 |+ 3.000 


re | | Ten | Ve | te | nn | a | Ge | rn 


2.029| 2.229| 2.373) 2.458| 2.487 
1.800| 1.937| 2.032| 2.083] 2.106 
1.605] 1.701) 1.766] 1.804| 1.816 
1.441| 1.509| 1.554| 1.580| 1,589 
1.301| 1.350) 1.383| 1.401| 1.407 
1.182| 1.218) 1.242| 1.255| 1.260 
1.080| 1.107) 1.125| 1.135| 1.138 
0.992| I.012| 1.026) 1.033| 1.036 
0.916) 0.931| 0.94I| 0.947! 0.949 
+0.849 |+0.861 | + 0.869 |+0.874 |+ 0.875 
0.791| 0.800) 0.806) 0.810| 0.811 
0.739| 0.747) 9.751| 0.754| 0.755 
0.693] 0.699| 0.703| 0.705| 0,706 | 
0.652| 0.657| 0.660| 0.662| 0.663 
0.616| 0.619| 0.622| 0.623| 0.624 
0.583) 0.586) 0.588] 0.589| 0.589 
0.553| 0.555| 0.557| 0.558) 0.558 
0.5251 0.528] 0.529| 0.530| 0.530 
__0.501| 0.503) 0.504] 0.504| 0.505 


+0. +0.478 +0.480 |+0.481|-++0.481 |+0.481 


ee ee ee EEE [ze 


— im nl nn ll [U __ lo I lm 


0.635| 1.070 
0.721| 1.083 
0.779| 1.072 
0.8II| 1.044 
0.823) 1.004 
0.818] 0.959 
0.802| 0.911 
0.779| 0.864 
0.752| 0.817 
+0.722|+0.773 
0.691| 0.731 
0.661) 0.692 
0.631| 0.656 
0.603| .0.622 
0.576) 0.591 
0.550| 0.563 
0.526| 0.536 
0.504| 0.512 
0.483| 0.490 
+0.463 |+0.469 
0.445| 0.450 
0.428| 0.432 
0.412| 0.415 
0.397| 0.400 
0.383| 0.385 
0.369| 0.372 
0.357) 0.359 
0.345) 0.347 
0.335 | 0.336 
+0.324|+0.325 
0.314| 0.315 
0.305) 0.306 
0.297| 0.297 
0.288| 0.289 
0.280| 0.281 
0.273| 0.274 
0.2661 0.266 
0.259| 0.260 
0.253| 0.253 


1.449) 1.769 
1.379| 1.615 
1.299) 1.474 
1.217| 1.346 
1.136) 1.232 
1.059| 1.131 
0.988| 1.042 
0.922| 0.963 
0.862) 0.894 
+0.807 +0.832 
0.758| 0.777 
0.713| 0.728 
0.673| 0.685 
0.636) 0.645 
0.602| 0.610 
0.572| 0.578 
0.544| 0.549 
0.518| 0.522 
_9:495 0.498 
+0.473|+0.476 
0.453| 0.456 
0.435| 0.437 
0.417| 0.419 
0.402| 0.403 
0.387| 0.388 
0.373| 0.374 
0.360| 0.361 
0.348| 0.349 
0.337| 0.338 
+0.326|+0 327 
0.316| 0.317 
0.307| 0.307 
0.298| 0.298 
0.289) 0.290 
0.281) 0.282 
0.274| 0.274 
0.267| 0.267 
0.260| 0.260 
0.254| 0.254 


m [Ed em | mem | meter | mama [mut | — — — - 


4.0 |+0.247|-+0. .247|+0. .248|+0.248|+0.248|+0.248|+0.248|+0.248| 40.248 


302 Stumpff, Himmelsmechanik 


468 Anhang A 
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Hilfstafel zur genäherten Lösung der Hauptgleichung 
für die Apsiden als Ausgangsort: 2 + b2? = ı 


HM"PeYHheMe en en ee | Fe 
| 
in 


ns au] | ——— et era nn [mm nn  — 


1.21 
1.22 
1.23 


1.25 
1.26 
1:27 
1.28 
1.29 


1.30 


1.31 
1.32 
1.33 
1.34 
1.35 
1.36 
1.37 
1.38 
1.39 


1.40 


b 


— 0.0751 


— 0.0804 
— 0.0854 
— 0.0901 
— 0.0945 
— 0.0986 
— 0.1025 
— 0.1061 
— 0.1095 
— 0.1123 


— 0.1259 
— 0.1280 


— 0.1299 
— 0.1318 


— 0.1335 
— 0.1351 


— 0.1458 


ANHANGB 


Tafel der Funktionen 


sin A 22 A 

cı (4?) == 7 == — 31 31 
I — cos} ı 2, % 
er 
! 2 4 
6, (A2) = u 2: BE BEE 


auf sechs Dezimalstellen für jedes Tausendstel des Arguments im Bereich 


— 0.250 <A? -+1.250. 


Man berechnet außerdem leicht: 


(A) =cosA=ıI— Pc. 


30a* 


12 


— 0.250 


‚249 
.248 
247 
.246 
«245 
244 
243 
.242 
.241 


— 0.240 
239 


238 
237 
.236 
.235 
.234 
.233 
232 
.231 


— 0.230 


‚229 
‚228 
227 
.226 
.225 
.224 
.223 
222 
227 


— 0.220 


‚219 
.218 
.217 
‚216 
‚215 
.214 
.213 
.212 
.2II 


— 0.210 


.209 
.208 
.207 
.206 
.205 
.204 
.203 
‚202 
.201 


— 0.200 


1.042191 
020 


1.041849 
678 
507 
336 
166 
1.040995 
824 
653 


1.040483 


312 
141 
1.039971 
800 
629 
459 
288 
118 


1.038947 


1.038777 


606 
436 
265 
095 
1.037924 
754 
583 
413 
242 


1.037072 


1.036902 
731 
561 
391 
221 
050 
1.035880 
710 
540 


1.035369 


199 
029 
1.034859 
689 
519 
348 
178 
008 
1.033838 


1.033668 


0.510504 


461 
419 
377 
334 
292 
250 
207 
165 
123 


0.510080 


038 
0.509996 
953 
gIl 
869 
826 
784 
742 
699 


0.509657 


615 
572 
530 
488 
446 
405 
361 
319 
276 


0.509234 


192 
150 
107 
065 
023 
0.508981 
938 
896 
854 


0.508811 


769 
727 
685 
642 
600 
558 
516 
474 
431 


0.508389 


C3 


0.168762 


754 
746 
737 
729 
720 
712 
703 
695 
687 


0.168678 


0.168594 


0.168510 


0.168425 


417 
409 
400 
392 
383 
375 
367 
358 
350 
0.168341 


os an a WDN MH 


Bo own Bw D HM 


I 
2 
3 
4 
h) 
6 
7 
8 
9 


43 


oo os on PP WwDN MH 


170 


.IYg 
.198 
.I97 
.I96 
.I95 
.I94 
.IQ3 
.Ig2 
.IgI 


— 0.190 


.I8Sg 
.188 
.187 
.I86 
„185 
.I84 
.183 
‚182 
.ISI 


— 0.180 


179 
.178 
„177 
.176 
.175 
.174 
173 
172 
.171 


— 0.170 


.I69 
.168 
.167 
.166 
.165 
.164 
.163 
162 
.I6I 


— 0.160 


.159 
.158 
.157 
.156 
.155 
.154 
.153 
.152 
.I5I 


— 0.150 


1.033668 


498 
328 
158 


1.032988 


818 
648 
479 
309 
139 


1.031969 


799 

629 

459 

"290 

I20 
1.030950 
780 

611 

441 


1.030271 


IoI 
1.029932 
762 
593 


423 . 


253 
084 
1.028914 


745 


1.028575 


406 
236 
067 
1.027897 
728 
558 
389 
220 
‘050 


1.026881 


711 
542 
373 


204 


034 
1.025865 
696 
527 
357 


1.025188 


0.508389 


347 
305 
262 
220 
178 
136 
094 
O5I 
009 


0.507967 


925 
883 
840 
798 
756 
714 
672 


629, 


587 


0.507545 


503 
461 
419 
376 
334 
292 
250 
208 
166 


0.507124 


081 
039 
0.506997 
955 
913 
871 
829 
787 
744 
0.506702 
660 
618 
576 
534 
492 
450 
408 
366 
323 


0.506281 


0.168341 


333 
324 
316 
308 
299 
29I 
282 
274 
266 


0.168257 
249 
240 
232 
224 
215 
207 
198 
I90 
182 
0.168173 


165 
156 
148 
139 
131 
123 
114 
106 
097 
0.168089 


081 
072 
064 
055 
047 
039 
030 
022 
013 
0.168005 


0.167997 
988 
980 
972 
963 
955 
946 
938 
930 


0.167921 


I 
2 
3 
A 
5| 21.5 
6 
7 
8 


Ne) 

w 
> 

SI 


Io ON Qu pWDND MH 


BB OS 0 PWDN MH 


2 
1 Cı 


.I49 019 
1.024850 
681 
512 
342 
173 
004 
1.023835 
666 


.147 


328 

159 
1.022990 
821. 

652 

483 

315 

146 
1.021977 


639 
479 
301 
133 
1.020964 
795 
626 
458 
289 


1.019952 
783 
614 


277 
109 
1.018940 
771 
603 


266 
097 
1.017929 
761 
592 
424 
255 
087 


1.016750 


1.025188 


1.023497 


1.021808 . 


1.020120 


446 


1.018434 


1.016919 


12) 


0.506281 


239 
197 
155 
113 
071 
029 
0.505987 
945 
903 


0.505861 
8109. 


777 
734 
692 
650 
608 
566 
524 
482 


0.505440 


398 


356 


314 
272 
230 
188 
146 
104 
062 


0.505020 


0.504978 
936 
894 
852 
810 
768 
726 
684 
642 


0.504600 


558 
516 
474 
432 
390 
348 
306 
264 
223 


0.504181 


Cz 


0.167921 
913 
904 
896 
888 
879 
871 
862 
854 
846 

0.167837 
829 
820 
812 
804 
795 
787 
779 
779 
762 

0.167753 


745 
737 
728 
720 
711 
793 
695 
686 
678 
0.167670 
661 
653 
644 
636 
628 
619 
611 
602 


594 
0.167586 


577 
569 
561 
552 
544 
535 
527 
519 
510 


170 


17.0 


34.0 
51.0 


68.0 
85.0 
102.0 
119.0 
136.0 


vo ou Sun pwnN MH 


153.0 


Ja 
D 


on 
an 


12.6 
16.8 
21.0 
25.2 
29.4 
33.6 
37.8 _| 


vd” ons Nun aD N MH 


I 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 


169 


16.9 
33.8 
50.7 
67.6 
84:5 
IOI.4 
118.3 


135.2 
152.1 


oO oı Su PRWDN MH 


4-3 
8.6 
12.9 
17.2 


. 21.5 


25.8 
30.1 
34-4 


38.7 


oo oo el 


12 


.099 
.098 
097 
‚096 
'.095 
.094 
.093 
.092 
.09I 


— 0.090 


.089 
.088 
.087 
.086 
.085 
.084 
.083 
.082 
.o8I 


— 0.080 


.079 
.078 
.077 
.076 
.075 
.074 
.073 
.072 
.0y1 


— 0.070 


.069 
.068 
.067 
.066 


.065 


.064 
.063 
.062 
.O6I 


— 0.060 


.059 
.058 
.057 
.056 
055 
.054 
.053 
.052 
.O51 
— 0.050 


C, 


1.016750 


582 
414 
245 


077. 
1.015909 


749 
572 
404 
236 


1.015068 
1.014899 


731 
563 
395 
227 
059 
1.013891 
723 
555 


' 1.013387 


219 
051 


1.012883 


715 
547 
379 
211 


043 


1.011875 
1.011708 


540 
372 
204 
036 
1.010869 
701 
533 
365 
198 
1.010030 


1.009862 


695 
527 
360 
192 
024 
1.008857 
689 
522 


1.008354 


0.504181 | 


139 
097 
055 
013 
0.503971 
929 
887 
845 


803 
0.503761 


719 
677 
636 
594 
552 
5Io 
468 
426 
384 


0.503342 


300 
258 
217 
175 
133 
09I 
049 
007 


0.502965 


0.502923 
882 
840 
798 
756 
714 
672 
631 
589 
547 


0.502505 


463 
421 
380 
338 
296 
254 
212 
170 
129 


0.502087 


Cz 


0.167502 


494 
485 
477 
468 
460 
452 
443 
435 
427 
0.167418 
41Io 
402 
393 
385 
376 
368 
360 
351 
343 
0.167335 
326 
318 
3Io 
301 
293 
284 
276 
268 
259 
0.167251 


243 
234 
226 
218 
209 
201 
192 
184 
176 
0.167167 


159. 


15I 
142 
134 
126 
117 
109 
I0oI 
092 
0.167084 


I 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 


vooı nu AwmDN MH 


169 


16.9 
33.8 
50.7 
67.6 
84.5 
101.4 
118.3 


135.2 
152.1 


oo oı Au Bw D Mr 


167 


Noige «EN | Au WR HM 


Co AuRWwmNH 


168 


16.8 
33.6 
50.4 
67.2 
84.0 
100.8 
117.6 
134.4 
151.2 


4I 
4.1 
8.2 

12:3 
16.4 
20.5 
24.6 
28.7 
32.8 
36.9 


12 


21 


1.008354 


187 
019 
1.007852 
684 
517 
349 
182 
015 


1.006847 
1.006680 


513 
345 
178 
OII 
1.005844 
676 
509 
342 
175 


1.005008 


1.004840 
673 
506 
339 
172 
005 
1.003838 
671 
504 


| 1.003337 


170 
003 
1.002836 
669 
502 
335 
168 
001 
1.001834 


1.001667 


501 
334 
167 
000 
1.000834 
667 
500 
333 
167 
1.000000 


2 


0.502087 


045 
003 


0.501961. 


920 
878 
836 
794 


752: 


711 


0.501669 


627 
585 
544 
502 
460 
418 
377 
335 
293 


0.501251 


210 
168 
126 
084 
043 
001 
0.500959 
917 
876 


0.500834 


792 
759 
799 
667 
625 
584 
542 
500 
459 


0.500417 


375 
333 
292 
250 
208 
167 
125 
083 
042 


0.500000 - 


2 


0.167084 


075 
067 
059 
050 
042 
034 
025 
017 
009 


0.167000 
0.166992 


984 
975 
967 
959 
950 
942 
934 
925 


0.166917 


908 
900 
892 
883 
875 
867 
858 
850 
842 
0.166833 
825 
817 
808 
800 
792 
783 
775 
767 
758 


0.166750 


742 
733 
725 
717 
708 
700 
692 


683 


675 


6.166667 


I 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 


o oSQı un PwnH 


168 


16.8 
33.6 
59.4 
67.2 
84.0 
100.8 
117.6 
134-4 
151.2 


ho os An a wWwDN H 


oo ou Su ewWwD H 


166 


149.4 


DB on Sun aWD HM 


167 


A2 


121 


1.000000 


:0.999833 


667 
500 
333 
167 
000 
0.998834 
667 
501 


0.998334 


168 
00I 
0.997835 
668 
502 
335 
169 
003 
0.996836 


0.996670 


504 


337 


171 
005 
0.995839 
672 
506 
3409 
174 


0.995007 


0.994841 
675 
509 
343 
177 
oII 
0.993845 
679 
513 


0:993347 


181 
015 
0.992849 
683 
517 
351 
185 
019 


0.991853 


0.991687 


0.500000 


0.499958 
917 
875 
833 
792 
750 
708 
667 
625 


0.499583 


542 
500 
459 
417 
375 
334 
292 
250 
209 


0.499167 


126 
084 
042 
001 
0.498959 
918 
876 
834 
793 


0.498751 


710 
668 
627 
585 
543 
502 
460 
419 
377 


0.498336 


294 
252 
2II 
169 
128 
086 
045 
003 


0.497962 


0.497920 


Cz 


0.166667 
658 
650 
642 
633 
625 
617 
608 
600 
592 
0.166583 


575 
567 
558 
550 
542 
533 
525 
517 
508 
0.166500 


492 


483 . 


475 
467 
458 
450 
442 
433 
425 


0.166417 


409 
400 
392 
384 
375 
367 
359 
350 
342 
0.166334 


325 
317 
309 
300 
292 
284 
275 
267 
259 
0.166250 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 


167 


oO OS Sun BB WwD HH 


Bon Sn BwWDN FM 


166 


16.6 
33.2 
49.8 
66.4 
83.0 
99.6 
116.2 
132.8 


149.4 


41 


4.1 
8.2 


12.3 
16.4 
20.5 
24.6 
28.7 
32.8 


36.9 


yr. 


‚099° 
40.100 


4 


‚0.991687 


522 
356 
190 
024 
0.990859 
693 
527 
361 
196 


0.990030 


0.989864 
699 
333 
367 
202 
036 
0.988871 
795 


540° 
0.988374 


209 
043 


. 0,987878 


712 
547 
381 
216 
O5I 


0.986885 
0.986720 


555 
389 
224 
059 
0.985893 
728 
563 
398 
233 


0.985067 
0.984902 . 


737 
572 
407 
242 
077 
0.983912 
747 
581 


0.983416 


2 


0.497920 


879 
837 
796 
754 
713 
671 
630 
588 
546 


0.497505 


463 
422 
381 
339 
298 
256 
215 
173 
132 


0.497090 


049 
007 
0.496966 
924 
883 
841 
800 
758 
717 


0.496676 


634 
593 
551 
5Io 
468 
427 
385 
344 
303 


0.496261 


220 
178 
137 
096 
054 
013 
0.495971 
930 
889 


0.495847 


[3 


0.166250 


242 
234 
226 
217 


209 . 


201 
192 
184 
176 


0.166167 


159 
151 
142 
134 
126 
118 
109 
IoI 
093 


0.166084 


076 
068 
059 
051 
043 
034 
026 
018 
o0IOo 


0.16600I 


0.165993 


985 
976 
968 
960 
951 
943 
935 
927 


0.165918 


gIOo 
902 
893 
885 
877 
868 
860 
852 
844 


0.165835 


BB OS Sun BB WDR 


166 


16.6 


33.2 
49.8 
66.4 
83.0 
99.6 
116.2 
132.8 


149.4 


oO QOS un RWD HH 


I 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 


oo on Nu BAWDND HM 


165 


yi 


.IOI 
‚102 
.103 
.IO4 
.Iö5 
.IO6 
.IO7 
.IO8 
.IOog 


‚III 
‚112 
.I13 
‚II4 
.I15 
‚II 
‚17 
‚II8 
‚IIQ 


.I2I 
.I22 
.123 
.124 
.125 
.I26 
„127 
‚128 
.I29 


+ 0.130 


.I31 
.132 
.133 
.134 
.135 
.136 
.137 
.138 
.139 


+ 0.140 


.I41 
.142 
‚143 
‚144 
‚145 
.146 
.147 
.148 
149 


+ 0.150 
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+ 0.120 


0.983416 


251 
086 
0.982922 
757 
592 
427 
262 
097 


0.981932 
0.981767 


602 
438 
273 
108 
0.980943 
778 
614 
449 
284 


0.980120 
0.979955 


799 
626 
461 
2096 
132 
0.978967 
803 
638 


0.978474 


309 
145 
0.977980 
816 
651 
487 
323 
158 
0.976994 


0.976829 


665 
sol 
336 
172 
008 
0.975844 
679 
515 
351 
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